Exercice 3 : correction

On considére l'espace probabilisé (2,3, P). On considére sur cet espace probabilisé une variable aléatoire
continue X, qui & tout élément w de  associe le réel X (w). On notera px la densité de probabilité associée
a X. On définit la variable aléatoire Y = g(X) o g est la fonction qui & z associe g(z).

L. Fx(x) = P{X <a}] = [*_ py(2)da
2. Fy(y) = PHY < y}] = Pl{g(X) < y}].
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On considére que la fonction g est définie par g(x) = az?, ot a > 0.

5. Par définition de g, on ne peut avoir que y = ax? > 0. Donc si y < 0, I'événement {Y < y} est
impossible et donc de probabilité nulle.

6. Par définition de g, on a :

Fy(y) = P{Y <y} = P[{aX? < y}] = P{—/y/a < X < \/y/a}]

d’ou le résultat.

7. En dérivant ’expression de la question précédente, on a :

o= () s ()

8. On peut appliquer directement le théoréme du changement de VA sur les deux antécédents x; et xo
de y par g. On a alors :

_ Px (xl) Px (xQ)
lg'(z1)] g/ (x2)]

Py (v)

ou 21 = —\/y/a et x5 = y/y/a et ¢'(z) = 2ax. Ce qui permet d’obtenir le méme résultat que
précédemment.

On suppose maintenant que
Ve e R, px(z) = Ae B avec A et B > 0, et g(z)=a+x aveca > 0.

9. Un changement de variable dans l'intégrale [ p, (z)dz = 1 permet de trouver que A\/m = VB.
10. B =1/(20?)

11. Selon le théoréme du changement de VA on a instantanément :

Py (y—a Py (y—a 1 _w=a)?
pyly) == _pxlyme) L o
9'(y — a)] 1 V2mo

On retrouve ainsi une loi normale d’espérance égale & a et de variance égale & o2.




