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Ce document présente en détail les résultats qui seront abordés en cours d'algèbre linéaire
des groupes de � maths renforcées � du S2 PCST. Il peut servir d'aide-mémoire à condition
d'avoir soi-même ré�échi et mis en pratique ces notions. La science n'étant toujours pas
infuse, la seule possession de ces notes ne vous dispensera sans doute pas de faire quelques
e�orts pour assimiler cette matière, ô combien abstraite, mais aussi utile, qu'est l'algèbre
linéaire !

1 L'espace vectoriel Rn

1.1 Qu'est-ce que c'est ?

Dé�nition 1.1. Soit n ≥ 1, un entier donné. On note Rn l'ensemble des n-uplets de réels,
c'est-à-dire

Rn = {−→v = (x1, x2, · · · , xn) avec x1, x2, · · · , xn nombres réels} .

Les éléments −→v de Rn s'appellent des vecteurs. Les di�érents nombres réels xi le consti-
tuant sont ses composantes.

Le cas n = 1 donne la droite réelle R, n = 2 le plan R2, et n = 3 l'espace R3.

On peut faire deux opérations principales dans ces ensembles.

• On peut additionner deux vecteurs de même taille.

Si −→u = (x1, x2, · · · , xn) et
−→v = (y1, y2, · · · , yn) ∈ Rn, on pose

−→u +−→v = (x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn) ∈ Rn.

On additionne deux vecteurs composante par composante.

• On peut multiplier un vecteur de Rn par un nombre réel λ.

Si −→u = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn et λ ∈ R, on pose

λ.−→u = (λx1, λx2, · · · , λxn) ∈ Rn.

On multiplie toutes les composantes de −→u par le même nombre λ.

Muni de ces opérations, Rn est ce que l'on appelle un espace vectoriel.

On note
−→
0 = (0, 0, · · · , 0) ∈ Rn le vecteur nul de Rn. Attention, lorsque n ≥ 2, de ne

pas le confondre avec le nombre zéro, qui lui appartient à R !

Les opérations sont dé�nies algébriquement mais ont un sens géométrique. La multiplica-
tion d'un vecteur −→u par un nombre réel λ, appelé scalaire, permet de changer son échelle en
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gardant la même direction. La somme −→u +−→v est la diagonale du parallélogramme s'appuyant
sur −→u et −→v .

1.2 Les combinaisons linéaires

En combinant les deux opérations on fabrique les combinaisons linéaires de vecteurs.

Dé�nition 1.2. Soient −→v1 , −→v2 , · · · , −→vp p vecteurs d'un espace vectoriel E.

Une combinaison linéaire de −→v1 , −→v2 , · · · , −→vp est une expression du type

−→v = λ1
−→v1 + λ2

−→v2 + · · ·+ λp
−→vp avec λ1, λ2, · · · , λp réels.

1.3 Droites et plans vectoriels

• Partant d'un seul vecteur non nul −→v de Rn, les multiples λ−→v décrivent la droite
vectorielle (passant par

−→
0 ) de direction −→v (on dit aussi la droite engendrée par −→v )

D = {λ−→v | λ ∈ R} .

• Si on se donne deux vecteurs non colinéaires −→v1 et −→v2 de Rn, c'est-à-dire tel qu'aucun
des deux ne soit multiple de l'autre, alors l'ensemble des combinaisons linéaires de −→v1 et
−→v2 décrivent un plan vectoriel

P = {−→v = λ1
−→v1 + λ2

−→v2 | λ1, λ2 ∈ R} .

On dit aussi que P est engendré par −→v1 et −→v2 et on note P = Vect(−→v1 ,−→v2).

Ainsi, droites et plans sont dé�nis simplement en toute dimension n par des vecteurs
générateurs, plutôt que par des équations.

1.4 La base canonique de Rn

Dans Rn, il y a n axes de coordonnées engendrés par les vecteurs
−→e1 = (1, 0, 0, · · · , 0)
−→e2 = (0, 1, 0, · · · , 0)
· · ·

−→en = (0, 0, 0, · · · , 1)

.

Tout vecteur −→v = (x1, x2, · · · , xn) de Rn se décompose de manière unique comme combi-
naison linéaire de ces vecteurs élémentaires. On a
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−→v = (x1, x2, · · · , xn)

= (x1, 0, · · · , 0) + (0, x2, · · · , 0) + · · ·+ (0, 0, · · · , xn)

= x1
−→e1 + x2

−→e2 + · · ·+ xn
−→en .

La famille Bcan = (−→e1 ,−→e2 , · · · ,−→en) s'appelle la base canonique de Rn, et les compo-
santes x1, x2, · · · , xn s'appellent aussi les coordonnées de −→v dans la base Bcan.

2 Systèmes linéaires

2.1 Présentation du problème

L'objectif de ce chapitre est de donner une méthode générale de résolution de systèmes
d'équations linéaires. En voici des exemples :

(S1)


x1 + x2 + x3 = 1

2x1 + x2 + x3 = −1
x1 − x2 + 2x3 = 1

, (S2)

{
x1 + 2x2 + x3 = 1

2x1 + 3x2 − x3 = 2
, (S3)


x1 + 2x2 = 1

x1 + 3x2 = 2

x1 + 4x2 = a

.

avec a paramètre (donnée variable) dans (S3).

Le problème est de déterminer si ce type de systèmes a des solutions, et si oui, comment
toutes les obtenir.

Pour �xer les notations en général, on s'intéresse aux systèmes linéaires (S) à n équations
et p inconnues : x1, x2, · · · , xp. Ils se présentent sous la forme

(S)



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1pxp = y1 (L1)

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2pxp = y2 (L2)
...

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ aipxp = yi (Li)
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ anpxp = yn (Ln)

,

où les nombres aij sont les coe�cients (donnés) du système, et les variables y1, · · · , yn
constituent le second membre, a priori connu, du système.
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Il est important de se souvenir de la convention d'indexation des coe�cients du sys-
tème, car c'est celle adoptée dans tout le calcul matriciel :

aij désigne le j-ème coe�cient, celui de l'inconnue xj, dans la i-ème équation Li.
Autrement dit, le premier indice i est celui de la ligne et le second j de la colonne.

2.2 Systèmes linéaires et combinaisons linéaires

Tous les systèmes linéaires s'interprètent en termes de combinaisons linéaires dans Rn, et
inversement. Le système (S) ci-dessus se lit comme l'égalité de deux vecteurs de Rn.

Proposition 2.1. On a

(S)⇐⇒ x1
−→v1 + x2

−→v2 + · · ·+ xp
−→vp = −→y

avec

−→v1 =


a11
a21
...

an1

 , −→v2 =


a12
a22
...

an2

 , · · · , −→vp =


a1p
a2p
...

anp

 et −→y =


y1
y2
...

yn

 .

Les coordonnées des vecteurs de la combinaison linéaire se retrouvent en colonnes

dans le système associé.

2.3 Codage matriciel d'un système linéaire

Il est pratique en informatique, mais aussi pour les calculs à la main, de coder le système à
résoudre à l'aide de matrices. On peut ranger les coe�cients du système (S) dans un tableau
A à n lignes et p colonnes, appelée matrice

A =


a11 a12 · · · a1p
a21 a22 · · · a2p
...

...
...

an1 an2 · · · anp


où aij est l'élément de A situé sur la i-ème ligne et la j-ème colonne de A.

Le système complet, avec son second membre, peut se coder avec une colonne de plus,
séparée par un trait vertical : une matrice � augmentée �. Par exemple, on a1 2 3 | 1

1 0 1 | −1
1 −1 2 | 1

⇐⇒

x1 + 2x2 + 3x3 = 1

x1 + x3 = −1
x1 − x2 + 2x3 = 1
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2.4 Systèmes triangulaires

Dé�nition 2.2. Un système linéaire (S) est dit triangulaire si

� le nombre d'équations est égal au nombre d'inconnues : n = p,

� et les coe�cients aij sont nuls sous la diagonale : aij = 0 si i > j.

Autrement dit, la matrice des coe�cients de (S) est carrée avec des zeros sous la diagonale.

(S)



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = y1

a22x2 + · · ·+ a2nxn = y2

. . .
...

annxn = yn

⇐⇒


a11 a12 · · · a1n | y1
0 a22 · · · a2n | y2
...

. . . . . .
... | ...

0 · · · 0 ann | yn



Exemple. Soit a un paramètre réel, c'est-à-dire une donnée variable du problème (pas
une inconnue). Le système

(S)


x+ y + z = 0

ay − 2z = 1

z = 2

est triangulaire.

On le résout en partant de la dernière équation, et en remontant de proche en proche. On
obtient

(S)⇐⇒


x+ y + z = 0

ay = 2z + 1 = 5

z = 2

⇐⇒

x = −5

a
− 2

y =
5

a

z = 2

si a ̸= 0.

Le système triangulaire (S) a donc une unique solution si le paramètre a ̸= 0, et n'en a
pas si a = 0 (deuxième ligne incompatible 0.y = 5).

Proposition 2.3. On dit qu'un système triangulaire est de Cramer si tous ses coe�-

cients diagonaux aii sont non nuls. Dans ce cas il possède une unique solution.

Il n'y a alors aucune obstruction à le résoudre de proche en proche en partant de la dernière
équation. On obtient d'abord xn que l'on injecte au dessus, etc...

On peut aussi travailler avec les matrices en utilisant deux sortes d'opérations. Multiplier
une ligne par une constante non nulle, pour obtenir des 1 sur la diagonale, et ajouter un
multiple de cette ligne au dessus pour faire disparaitre les coe�cients hors diagonale.
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Dans l'exemple ci-dessus, pour a ̸= 0,

(S)⇔

1 1 1 | 0

0 a −2 | 1

0 0 1 | 2

⇔
1 1 0 | −2
0 a 0 | 5

0 0 1 | 2

← L1 − L3

← L2 + 2L3

⇔

1 1 0 | −2
0 1 0 | 5/a

0 0 1 | 2

⇔
1 0 0 | −2− 5/a

0 1 0 | 5/a

0 0 1 | 2

← L1 − L2

La solution est dans la dernière colonne, puisque le système associé s'écrit x = −2 − 5/a,
y = 5/a et z = 2.

2.5 Systèmes échelonnés

Dé�nition 2.4. On dit qu'un système linéaire (S) de n équations et p inconnues est
échelonné si

� chaque ligne de coe�cients aij non nulle commence par davantage de zéros que la
précédente,

� si la i-ème ligne de coe�cients aij est nulle, alors les lignes suivantes le sont aussi.

Le premier coe�cient non nul aiji d'une ligne i donnée s'appelle un pivot du système.

Par exemple • Les systèmes triangulaires de Cramer sont échelonnés, et les coe�cients
diagonaux aii (tous non nuls par hypothèse) sont des pivots.

• Les systèmes suivants :

(S1)

{
x − y + z = 1

2y + z = 2
, (S2)

{
x + y + z = 0

z = 1
,

(S3)


x + 2y = 0

3y = 1

0 = a

,

sont échelonnés.

Les coe�cients et inconnues pivots seront toujours encadrés par soucis de lisibilité et
leur importance dans toute la suite.

• Par contre, le système 
x + 2y + 3z + t = 1

z − t = 2

2z + t = 3

n'est pas échelonné, à cause de la présence d'un coe�cient en z dans la 3-ème équation.
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Inconnues principales ou non Les systèmes échelonnés possèdent deux sortes d'incon-
nues.

Dé�nition 2.5. � Les inconnues xji correspondant aux coe�cients pivots aiji d'un
système échelonné s'appellent les inconnues principales.

� Les autres inconnues s'appellent les inconnues non principales (ou secondaires ou
libres).

Par exemple • Toutes les inconnues des systèmes triangulaires de Cramer sont principales.

• Dans les exemples précédents :

� (S1) : inconnues principales x et y, inconnue non principale z,

� (S2) : inconnues principales x et z, inconnue non principale y,

� (S3) : x et y principales.

Équations de compatibilité. Dans un système échelonné général, il peut apparaître des
lignes d'équations du type 

0 = yi (Li)

0 = yi+1 (Li+1)

· · ·
0 = yn (Ln)

.

Ces équations ne portent pas sur les inconnues xi mais sur les données yi du second
membre. Elles sont des contraintes sur les données pour que le système puisse avoir des
solutions. Elles s'appellent les équations de compatibilité de (S). Si elles sont satisfaites
(ou si il n'y en a pas), on dit que le système est compatible.

Par exemple, les systèmes homogènes, c'es-à-dire dont le second membre est nul, sont
compatibles, puisque le vecteur nul est solution. Le système (S3) ci-dessus n'a pas de solution
si le paramètre a n'est pas nul.

Résolution. La technique de résolution est alors la suivante.

Pour résoudre un système échelonné compatible, il su�t de passer les inconnues non
principales dans le second membre. Ces inconnues non principales ne peuvent être dé-
terminées, elles sont libres, et deviennent des paramètres. Le système devient alors un
système triangulaire de Cramer par rapport aux inconnues principales, dont les solutions
sont déterminées par la valeur des inconnues non principales.
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On traite les exemples précédents.

(S1)⇐⇒


x− y = 1− z

y = 1− z
2

z quelconque

⇐⇒


x = 2− 3

2
z

y = 1− z
2

z quelconque

(S1) possède donc une in�nité de solutions paramétrée par l'inconnue non principale z. Si
on travaille avec les matrices, cela donne :

(S1)⇔
(

1 −1 1 | 1

0 2 1 | 2

)
⇔

(
1 −1 1 | 1

0 1 1/2 | 1

)
⇔

(
1 0 3/2 | 2

0 1 1/2 | 1

)
⇔

(
1 0 | 2− 3z/2

0 1 | 1− z/2

)

- De la même façon, (S2) a une in�nité de solutions avec y quelconque, x = −1 − y et
z = 1.

- En�n, (S3) n'a pas de solution si a ̸= 0, et possède une solution unique y = 1/3 et
x = −2/3 si a = 0.

Proposition 2.6. � Un système échelonné possède des solutions si et seulement si

ses équations de compatibilité sont satisfaites.

� Une solution d'un système échelonné compatible est déterminée de manière unique

par la donnée des valeurs des inconnues non principales.

2.6 Systèmes équivalents et transformations élémentaires

Dé�nition 2.7. On dit que deux systèmes d'équations (S) et (S ′) sont équivalents s'ils
ont même espace de solutions.

Cela signi�e que soit aucun des deux systèmes n'a de solution, soit que les deux systèmes
ont des solutions et que ce sont les mêmes.

On peut transformer un système en un système équivalent en appliquant une suite de
transformations élémentaires suivantes :

1. Intervertir deux équations Li ↔ Lj.

2. Ajouter à une équation Li un multiple d'une autre équation Lj. Autrement dit, on
laisse toutes les équations inchangées, sauf la i-ème, Li → L′

i = Li + λLj avec i ̸= j.

3. Multiplier une équation Li par une nombre non nul : Li → L′
i = λLi avec λ ̸= 0.
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Toutes ces opérations donnent des systèmes (S) et (S ′) équivalents car on peut revenir
au système initial. C'est clair pour 1 et 3 (L′

i → Li = L′
i/λ car λ ̸= 0). Pour 2, partant de

L′
i = Li + λLj et L′

j = Lj (inchangée), on retrouve Li = L′
i − λL′

j.

Attention. Il est essentiel de réaliser ces opérations élémentaires demanière séquen-
tielle, et non simultanément, pour avoir des systèmes équivalents et conserver l'espace
des solutions. Par exemple, un système à trois équations

(S) : L1, L2, L3 implique (S ′) : L′
1 = L1 − L2, L′

2 = L2 − L3 et L′
3 = L3 − L1,

mais (S ′) n'implique pas (S) en général car on ne peut retrouver les équations de
départ à l'aide des L′

i. Ces nouvelles équations L
′
i sont liées par la relation L′

1+L′
2+L′

3 = 0,
on n'a plus que deux équations indépendantes !

2.7 L'algorithme du pivot de Gauss�Jordan

On peut discuter le résultat et la technique clé du chapitre.

Théorème 2.8. Tout système linéaire (S) est équivalent à un système échelonné (S ′)

obtenu par transformations élémentaires.

En particulier (S) a des solutions si et seulement si les équations de compatibilité de

(S ′) sont satisfaites, auquel cas, ces solutions sont uniquement déterminées (paramétrées)

par la donnée des inconnues non principales de (S ′).

Démonstration. La méthode consiste à éliminer progressivement le nombre d'inconnues dans
les équations successives par la méthode du pivot. Le système initial est de la forme

(S)



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1pxp = y1 L1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2pxp = y2 L2

· · ·
ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ aipxp = yi Li

· · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ anpxp = yn Ln

• Si a11 ̸= 0 , on garde L1 et on l'utilise pour éliminer l'inconnue x1 des équations L2, · · · ,
Ln par des transformations élémentaires de type 2,

L2 → L′
2 = L2 −

a21
a11

L1 , Li → L′
i = Li −

ai1
a11

L1 , Ln → L′
n = Ln −

an1
a11

L1 .
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Le nouveau système équivalent (S ′) est de la forme

(S ′)



a11x1 + a12x2 + · · · + a1pxp = y1 L1

a′22x2 + · · · + a′2pxp = y′2 L′
2

· · ·
a′i2x2 + · · · + a′ipxp = y′i L′

i

· · ·
a′n2x2 + · · · + a′npxp = y′n L′

n

L'inconnue x1 est principale, on poursuit l'algorithme avec le sous-système d'équations L′
2,

· · · , L′
n, en essayant d'éliminer x2 de L′

3, etc.

• Problème : il peut se produire au démarrage que a11 = 0 , auquel cas il ne peut pas
servir de pivot. On peut alors chercher un coe�cient ai1 ̸= 0 dans la première colonne du
système (S), et l'amener en haut à gauche à l'aide d'une permutation des lignes L1 ↔ Li

pour démarrer l'élimination. Si tous les coe�cient ai1 de la colonne son nuls, il n'y a rien à
faire par rapport à x1, et on passe à l'inconnue x2.

• L'algorithme s'arrête sur un système échelonné quand il n'y a plus d'inconnues à traiter
dans les sous-systèmes.

2.8 Quelques exemples

• On reprend les systèmes de l'introduction.

Pour la rédaction, il est pratique d'encadrer au fur et à mesure les inconnues qui servent
de pivot, car alors les transformations élémentaires de type 2 utilisées sont déterminées.

On les rappelle ici dans le premier exemple.

(S1)


x1 + x2 + x3 = 1

2x1 + x2 + x3 = −1
x1 − x2 + 2x3 = 1

⇐⇒


x1 + x2 + x3 = 1 L1

− x2 − x3 = −3 L2 ← L2 − 2L1

− 2x2 + x3 = 0 L3 ← L3 − L1

⇐⇒


x1 + x2 + x3 = 1 L1

−x2 − x3 = −3 L2

3x3 = 6 L3 ← L3 − 2L2

⇐⇒


x1 = 1− x2 − x3 = −2
x2 = 3− x3 = 1

x3 = 2

.

Le système (S1) a donc une unique solution (x1, x2, x3) = (−2, 1, 2).
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• On passe à (S2)⇐⇒{
x1 + 2x2 + x3 = 1

2x1 + 3x2 − x3 = 2
⇐⇒

{
x1 + 2x2 + x3 = 1

−x2 −3x3 = 0

⇐⇒


x3 quelconque
x2 = −3x3

x1 = 1− 2x2 − x3 = 1 + 5x3

Le système (S2) a une in�nité de solutions paramétrées par l'inconnue non principale x3.
Notez que l'ensemble des solutions est une droite passant par le point (1, 0, 0) et de vecteur
directeur −→v = (5,−3, 1), puisque

(x1, x2, x3) = (1 + 5x3,−3x3, x3) = (1, 0, 0) + x3
−→v .

• On a (S3)⇐⇒
x1 + 2x2 = 1

x1 + 3x2 = 2

x1 + 4x2 = a

⇐⇒


x1 + 2x2 = 1

x2 = 2− 1 = 1

2x2 = a− 1

⇐⇒


x1 + 2x2 = 1

x2 = 1

0 = a− 3

Ainsi, (S3) ne possède pas de solution si le paramètre a ̸= 3. Si a = 3, (S3) est compatible
et possède une solution unique x1 = −1 et x2 = 1.

2.9 La notion de rang

Dé�nition 2.9. Le rang d'un système linéaire est le nombre d'inconnues principales
d'un système échelonné équivalent. Il ne dépend que de la matrice A des coe�cients du
système, pas du second membre. Par extension, le rang d'une matrice A est le rang d'un
système associé, par exemple du système homogène (A | 0).

Comme il y a plusieurs façons d'échelonner un système (on pourrait changer l'ordre des
équations ou même des inconnues), conduisant en général à di�érents choix d'inconnues
principales, il nous faudra comprendre pourquoi ce nombre est bien dé�ni indépendemment
des choix.

En attendant, nous pouvons constater son importance dans la discussion de l'existence ou
non, et de l'unicité ou non des solutions d'un système.
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Théorème 2.10. Soit (S) un système linéaire à n équations, p inconnues et de rang r.

Alors on a nécessairement r ≤ n et r ≤ p, et un des cas suivants

r = p r < p

r = n solution unique in�nité de solutions

r < n au plus une solution pas de solution ou une in�nité

Remarques 2.11. 1. Lorsque r = n = p, le système s'appelle un système de Cramer.
Il possède une solution unique.

2. Dans le cas r < n, il y a des équations de compatibilité. Le système possède des
solutions si et seulement si elles sont satisfaites.

3. Il n'est pas nécessaire de résoudre le système pour connaître son rang, et connaître
ainsi le nombre de solutions sans les calculer ! Il su�t d'échelonner le système et de
compter les pivots.

Démonstration. Le rang r est le nombre d'inconnues principales. Comme il y a p inconnues
en tout, on a r ≤ p, et de plus p− r est le nombre d'inconnues non principales.

De plus, il y a au plus une inconnue principale par équation d'un système échelonné. On
a donc aussi r ≤ n et n− r est le nombre d'équations de compatibilité.

Si r = n, il n'y a pas d'équations de compatibilité, le système possède donc au moins une
solution.

Si de plus r < p, il y a une in�nité de solution paramétrées par les p − r inconnues non
principales. Si r = p, il n'y a pas d'inconnue non principale et la solution est unique.

3 Matrices et applications linéaires

3.1 Applications linéaires de Rp dans Rn

Les applications f : Rp → Rn que nous allons étudier font � bon ménage � avec les
combinaisons linéaires. Voici une première dé�nition abstraite.

Dé�nition 3.1. Une application f : Rp → Rn est dite linéaire si pour tout −→u , −→v ∈ Rp,
et tout λ ∈ R, on a :

a) f(−→u +−→v ) = f(−→u ) + f(−→v ) et

b) f(λ−→v ) = λf(−→v ).

On peut aussi regrouper les deux propriétés en disant que :

f(−→u + λ−→v ) = f(−→u ) + λf(−→v ).
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Écrit de cette façon, on voit une première propriété des applications linéaires :

- Une application linéaire satisfait toujours f(
−→
0 ) =

−→
0 (vient de b).

- Une application linéaire transforme une droite vectorielle en une droite vectorielle, ou−→
0 , et une droite a�ne en une droite a�ne, ou un point.

Démonstration. Soit D la droite passant par −→u0 de direction −→u . Alors −→v est dans D s'il
s'écrit −→v = −→u0 + λ−→u pour un réel λ.

D'où f(−→v ) = f(−→u0) + λf(−→u ) est sur la droite passant par f(−→u0) et de direction f(−→u ) si
f(−→u ) ̸= −→0 . Notez que si f(−→u ) =

−→
0 alors l'image f(D) se réduit au point f(−→u0).

On rappelle (cf �1.4) que l'on note Bc = (−→e1 ,−→e2 , · · · ,−→ep ) la base canonique de Rp. Une
application linéaire est entièrement déterminée par l'image de cette base dans Rn.

Théorème 3.2. Soient −→v1 , −→v2 , · · · , −→vp des vecteurs quelconques de Rn. Alors il existe

une unique application linéaire f : Rp → Rn telle que

f(−→e1 ) = −→v1 , f(−→e2 ) = −→v2 , · · · , f(−→ep ) = −→vp .

Si −→u = (x1, x2, · · · , xp) alors on a

f(−→u ) = x1
−→v1 + x2

−→v2 + · · ·+ xp
−→vp .

Démonstration. On a −→u = x1
−→e1 + x2

−→e2 + · · ·+ xp
−→ep , d'où nécessairement si f est linéaire

f(−→u ) = x1f(
−→e1 ) + x2f(

−→e2 ) + · · ·+ xpf(
−→ep ) = x1

−→v1 + x2
−→v2 + · · ·+ xp

−→vp .

Le fait que cette formule dé�nisse une application linéaire provient de la � linéarité � des
composantes des vecteurs par somme et multiplication scalaire.

Par exemple dans R2, avec sa base canonique −→e1 = (1, 0) et −→e2 = (0, 1), la connaissance
de f(−→e1 ) et f(−→e2 ) détermine f tout entière. Géométriquement, f(x, y) = xf(−→e1 ) + yf(−→e2 )
est la diagonale du parallélogramme de côtés xf(−→e1 ) et yf(−→e2 ).

3.2 Matrice d'une application linéaire

Une application linéaire f de Rp dans Rn dépend donc de la donnée de p vecteurs de Rn

et se code en pratique avec une matrice, c'est-à-dire un tableau de nombres. Concrètement,
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dans l'espace d'arrivée Rn, les vecteurs image de la base s'écrivent

−→v1 = f(−→e1 ) = (a11, a21, · · · , an1)
−→v2 = f(−→e2 ) = (a12, a22, · · · , an2)

...
−→vj = f(−→ej ) = (a1j, a2j, · · · , anj)

...
−→vp = f(−→ep ) = (a1p, a2p, · · · , anp)

Si −→u = (x1, x2, · · · , xp) et −→v = f(−→u ) = (y1, y2, · · · , yn) alors d'après la proposition 2.1,
l'égalité

−→v = (y1, y2, · · · , yn) = x1
−→v1 + x2

−→v2 + · · ·+ xp
−→vp = f(−→u ) (1)

se traduit de la façon suivante :

f : X =


x1

x2

...
xp

 7−→ Y =



y1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1pxp

y2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2pxp

...
yi = ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ aipxp

...
yn = an1x1 + an2x2 + · · ·+ anpxp


(2)

Le passage de l'égalité vectorielle (1) au système (2) se fait en mettant en colonnes
les coordonnées des vecteurs −→vj = f(−→ej ) de l'image de la base.

Dé�nition 3.3. La matrice de l'application linéaire f (dans les bases canoniques) est

A =


a11 a12 · · · a1p
a21 a22 · · · a2p
...

...
...

an1 an2 · · · anp


où aij est l'élément de A situé sur la i-ème ligne et la j-ème colonne de A. (C'est la même
convention d'indice que pour les systèmes linéaires.)

Partant de A, on retrouve l'image de la base canonique de départ f(−→e1 ), f(−→e2 ), · · · , f(−→ep )
dans les di�érentes colonnes de A : les coordonnées de f(−→ej ) se trouvent dans la j-ème

17



colonne de A.
f(−→e1 ) f(−→e2 ) f(−→ep )
↓ ↓ ↓

A = Mat(f) =


a11 a12 · · · a1p
a21 a22 · · · a2p
...

...
...

an1 an2 · · · anp


Notez que la largeur p de A est la dimension de l'espace de départ, et la hauteur n la
dimension de l'espace d'arrivée.

3.3 Calcul matriciel de l'image d'un vecteur

On voit dans la formule développée (2) que les coordonnées de l'image −→v = (y1, y2, · · · , yn)
de −→u = (x1, x2, · · · , xp) par f apparaissent en colonnes.

On prend alors comme convention (déjà utilisée dans la manipulation des systèmes
linéaires), d'écrire systématiquement les vecteurs en colonnes en calcul matri-
ciel, et de les nommer par des majuscules (comme des matrices) :

−→u = (x1, x2, · · · , xp)⇐⇒ X =


x1

x2

...
xp

 et −→v = (y1, y2, · · · , yn)⇐⇒ Y =


y1
y2
...
yn



Pour calculer l'image du vecteur −→u = (x1, x2, · · · , xp) de Rp à l'aide de la matrice A,
on écrit

Y = AX =


a11 a12 · · · a1p
a21 a22 · · · a2p

...
...

...
an1 an2 · · · anp



x1

x2

...
xp

 =


y1
y2

...
yn


La méthode de calcul, par exemple de y2, est de faire la somme

y2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2pxp

en balayant simultanément de gauche à droite la seconde ligne de A, à hauteur de y2,
et de haut en bas la colonne X.

On peut aussi se souvenir que la colonne Y est x1× première colonne de A + x2×
seconde colonne + etc, comme il vient de (2) ou de (1) :

f : −→u 7−→ −→v = f(−→u ) = x1f(
−→u1) + x2f(

−→u2) + · · ·xpf(
−→up)

↕ passage en colonne

A : X 7−→ Y = AX = x1C1 + x2C2 + · · ·+ xpCp,
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où Cj est la j-ème colonne de A donnant les coordonnées de f(−→uj ).

Exemple. La matrice A =

(
1 2 3

4 5 6

)
est celle d'une application linéaire

f : R3 → R2

X 7→ Y = AX

Pour calculer f(1,−1, 2) on écrit

(
1 2 3

4 5 6

) 1

−1
2

 =

(
1× 1 + 2× (−1) + 3× 2

4× 1 + 5× (−1) + 6× 2

)
=

(
5

11

)
.

Autrement dit : f(1,−1, 2) = (5, 11).

Attention, à la compatibilité des longueurs en calcul matriciel. La largeur de A doit
coïncider avec la hauteur du vecteur colonne X ; car c'est la dimension de l'espace de
départ.

Par exemple le produit suivant(
1 2 3

4 5 6

)(
1

−1

)
n′existe pas !

Il ne faut pas compléter les � composantes fantômes � par des 0 s'il en manque. Ce calcul
n'a pas de sens car A est associée à une application de R3 dans R2 mais (1,−1) est un vecteur
de R2.

3.4 Exemples d'applications linéaires du plan

Comme premiers exemples, on va étudier une famille d'applications linéaires f : R2 → R2

d'origine géométrique.

En général, une application linéaire de f : R2 → R2 est déterminée par une matrice 2× 2

A =

(
a c

b d

)
par la formule

f : R2 −→ R2

X =

(
x

y

)
7−→ Y = AX =

(
ax+ cy

bx+ dy

)
.

Certaines de ces applications ont une importance géométrique : les similitudes directes.
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Dé�nition 3.4. Soit λ = a+ ib un nombre complexe. L'application

fλ : C→ C
z = x+ iy 7→ λz

s'appelle une similitude directe du plan.

Comme on peut assimiler C à R2 par z = x+ iy ↔ (x, y), on voit que

λz = (a+ ib)(x+ iy) = ax− by + i(bx+ ay)↔ (ax− by, bx+ ay)

Autrement dit, la similitude fλ est l'application linéaire de R2 dans lui-même associée à la
matrice

A =

(
a −b
b a

)
.

Voici leur interprétation géométrique.

Les homothéties. Si λ est un réel a, alors fλ(z) = az est l'homothétie de rapport a. Sa
matrice est

A =

(
a 0

0 a

)
Elle e�ectue un � zoom � de rapport a dans le plan. Si a < 0, fa e�ectue une symétrie
centrale z 7→ −z, suivi d'une homothétie de rapport −a.
Pour a = 1, f1 : (x, y) 7→ (x, y) laisse tous les vecteurs inchangés. Cette application

s'appelle l'identité, et on note sa matrice

I2 =

(
1 0

0 1

)
.

Les rotations. Si λ = eiθ = cos θ+ i sin θ alors fλ(z) = eiθz est la rotation d'angle θ. C'est
une application linéaire de matrice

Rθ =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
. (3)

Notez que Rθ(
−→e1 ) = (cos θ, sin θ) est bien la première colonne de A, tandis que Rθ(

−→e2 ) =
(− sin θ, cos θ) est la deuxième colonne. On a

Rθ(x, y) = (x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ).

Cela donne par exemple les formules d'addition des angles pour cos et sin.
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En e�et, on a (
cos(θ1 + θ2)

sin(θ1 + θ2)

)
= Rθ1

(
cos θ2
sin θ2

)
=

(
cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

)(
cos θ2
sin θ2

)
=

(
cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2
sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2

)
.

Rotation dans R3. Un exemple classique lié est celui de la rotation dans l'espace R3,
d'angle θ et d'axe vertical (0z) engendré par −→e3 = (0, 0, 1).

On a ici,

Rθ(
−→e1 ) = (cos θ, sin θ, 0) , Rθ(

−→e2 ) = (− sin θ, cos θ, 0) et Rθ(
−→e3 ) = −→e3 .

La matrice de Rθ est donc

Rθ =

cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

 ,

à ne pas confondre avec la matrice (3) de la rotation dans le plan. On a à faire ici à une
application linéaire de R3 dans R3, et donc à une matrice de taille 3× 3.

Similitude générale. On revient sur le cas général des similitudes du plan.

On peut écrire λ sous la forme ρeiθ, avec ρ = |λ| =
√
a2 + b2 et θ l'argument de λ. Alors

fλ(z) = |λ| eiθz est la composée d'une rotation d'angle θ et d'une homothétie de rapport
|λ|. Les dimensions sont multipliées par |λ| mais les formes des �gures sont préservées (un
carré devient un carré), car les angles sont préservés. En e�et si z2 = eiφz1 alors fλ(z2) =

|λ| eiθeiφz1 = eiφfλ(z1).

Autres exemples. On rappelle qu'en général, les applications linéaires de R2 ne respectent
pas les angles. En fait, on peut transformer le repère orthonormé −→e1 = (1, 0), −→e2 = (0, 1)

en n'importe quel autre couple de vecteurs f(−→e1 ) = (a, b) et f(−→e2 ) = (c, d) avec la matrice

A =

(
a c

b d

)
. On peut même � écraser � le repère. Par exemple, les matrices

P =

(
1 0

0 0

)
et Q =

(
0 0

0 1

)
sont respectivement associées aux applications linéaires p : (x, y) 7→ (x, 0) et q : (x, y) 7→
(0, y) qui sont les projections orthogonales sur les axes des x et des y.

Les symétries orthogonales suivant les axes sont aussi des applications linéaires de
matrices

Sx =

(
1 0

0 −1

)
et Sy =

(
−1 0

0 1

)
.
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4 Opérations sur les matrices et les applications linéaires

4.1 Structure d'espace vectoriel

Notations. On note L(Rp,Rn) l'ensemble des applications linéaires f : Rp → Rn, et
Mn,p(R) l'ensemble des matrices réelles à n lignes et p colonnes.

Somme. On peut additionner deux applications linéaires f et g ∈ L(Rp,Rn) en écrivant
pour tout −→u ∈ Rp,

(f + g)(−→u ) = f(−→u ) + g(−→u ).

De la même façon, on peut additionner deux matrices de même taille, en ajoutant les
coe�cients terme à terme. Si A = (aij) et B = (bij) ∈Mn,p(R) alors on pose

A+B = (aij + bij)

Exemple. Si A =

(
1 2

3 4

)
et B =

(
8 7

6 5

)
alors A+B =

(
9 9

9 9

)
.

Ces deux opérations sont compatibles.

Proposition 4.1. Si A = Mat(f) et B = Mat(g), alors A+B = Mat(f + g).

Multiplication par un réel. Si f ∈ L(Rp,Rn) et λ ∈ R alors on dé�nit λf par

(λf)(−→u ) = λf(−→u ).

De la même façon, si A = (aij) ∈Mn,p(R) et λ ∈ R, alors on dé�nit

λA = (λaij) ∈Mn,p(R)

Exemple. Si A =

(
1 2

3 4

)
alors 2A =

(
2 4

6 8

)
.

Ces deux opérations sont compatibles.

Proposition 4.2. Si A = Mat(f) alors λA = Mat(λf).

Structure d'espaces vectoriels. Munis de ces deux opérations de somme et de multipli-
cation scalaire, on voit que L(Rp,Rn) et Mn,p(R) sont eux-mêmes des espaces vectoriels. En
fait de ce point de vue, on peut identi�er

L(Rp,Rn) ≃Mn,p(R) ≃ Rnp.
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4.2 Produit de matrices et composition d'applications linéaires

Composition d'applications linéaires. Quand on a deux applications

f : Rq → Rn et g : Rp → Rq,

alors on peut dé�nir l'application composée f ◦ g : Rp → Rn en posant

(f ◦ g)(−→u ) = f
(
g(−→u )

)
.

Notez qu'il faut que l'espace d'arrivée de g coïncide avec celui du départ de f , égale à Rq

ici.

Proposition 4.3. Si f et g sont des applications linéaires composables, alors f ◦ g est

aussi une application linéaire.

Démonstration. Pour −→u , −→v ∈ Rq et λ ∈ R, on a

(f ◦ g)(−→u + λ−→v ) = f
(
g(−→u + λ−→v )

)
= f

(
g(−→u ) + λg(−→v )

)
par linéarité de g,

= f
(
g(−→u )

)
+ λf

(
g(−→v )

)
par linéarité de f,

= (f ◦ g)(−→u ) + λ(f ◦ g)(−→v ) .

Produit de matrices. L'opération de composition d'applications linéaires est naturelle,
et dé�nie sans faire appel aux composantes des vecteurs. Il reste à exprimer la matrice de la
composée f ◦ g à l'aide des matrices de f et g dans les bases canoniques.

Soient f ∈ L(Rq,Rn) et g ∈ L(Rp,Rq). On note

A = Mat(f) , B = Mat(g) et C = Mat(f ◦ g).

Le problème est de calculer C à l'aide de A et B.

On revient à la dé�nition de C = Mat(f ◦ g). Sa j-ème colonne Cj sont les coordonnées
de (f ◦ g)(−→ej ) = f(g(−→ej )), et donc

Cj = Mat(f)
(
j-ème colonne de Mat(g)

)
= A(Bj)

où Bj est la j-ème colonne de B.
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Pour calculer AB, il su�t donc de multiplier une à une les colonnes de B par la matrice
A. On présente les calculs de la façon suivante :

B =


b11 · · · b1j · · · b1p

↓
... bkj

...
↓

bq1 · · · bqj · · · bqp



A =


a11 · · · a1q
...

...
ai1 → aik → aiq

...
...

an1 · · · anq




· · · · · ·

... ↓
→ cij

...

 = C = AB

avec

cij =

q∑
k=1

aikbkj. (4)

Exemple. Soient A =

(
−1 1

0 1

)
et B =

(
1 2 3

4 5 6

)
. Calculer le produit AB. On a

B =

(
1 2 3

4 5 6

)
A =

(
−1 1

0 1

)(
3 3 3

4 5 6

)
= AB

On a dé�ni le produit de matrice pour qu'il soit compatible avec l'opération de composition
des applications linéaires. C'est sa propriété principale.

Théorème 4.4. Soient f ∈ L(Rq,Rn) et g ∈ L(Rp,Rq). Alors on a

Mat(f ◦ g) = Mat(f)×Mat(g).

Propriétés du produit et de la composition.

Lorsqu'elle est dé�nie, la composition est :

1. associative : (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h),
2. distributive par rapport à l'addition : (f+g)◦h = f ◦h+g◦h et f ◦(g+h) = f ◦g+f ◦h.
On a donc aussi au niveau matriciel :
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1. (AB)C = A(BC) si les produits existent,

2. (A+B)C = AC +BC et A(B + C) = AB + AC.

Attention, On ne pas toujours composer deux applications linéaires f et g. Pour
dé�nir f ◦ g, il faut pour cela que l'espace d'arrivée de g soit celui de départ de f . De
la même façon, la produit AB de deux matrices n'est dé�ni que si la largeur de A
coïncide avec la hauteur de B.

Par exemple, les produits

(
1 2 3

4 5 6

)(
1 2

3 4

)
et

(
1 2

3 4

)(
1 2

)
n'existent pas.

Dé�nition 4.5. - Une application linéaire f : Rn → Rn s'appelle un endomorphisme.
On note End(Rn) = L(Rn,Rn) cet espace.

- Les matrices associées aux endomorphismes sont des matrices carrées. On note Mn(R)
cet espace.

On peut toujours composer deux endomorphismes de End(Rn), et on peut donc toujours
multiplier deux matrices carrées de même taille.

Ce produit possède un élément neutre : l'application identité

Id : Rn → Rn

−→v 7→ −→v

a pour matrice la matrice identité de taille n,

In =


1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 1

 .

On a
f ◦ Id = Id ◦ f = f et AIn = InA = A pour toute M ∈Mn(R).

Cependant, le produit obtenu sur Mn(R) n'est :
1. ni commutatif : on a n'a pas AB = BA pour A, B ∈Mn(R) en général,

2. ni intègre. C'est à dire que AB = AC et A ̸= 0 n'implique pas B = C en général.

Exemple. Si on prend A =

(
0 1

0 0

)
et B =

(
1 0

0 0

)
. On trouve que

AB =

(
0 0

0 0

)
̸= BA =

(
0 1

0 0

)
= A

A2 =

(
0 0

0 0

)
= 0 avec A ̸= 0 !

Soit f : R2 → R2 X 7→ AX l'application linéaire associée à A. L'égalité A2 = 0 signi�e que
Mat(f)2 = Mat(f 2) = 0, c'est-à-dire f ◦ f = 0.
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5 Isomorphismes et matrices inversibles

5.1 Les isomorphismes

On rappelle quelques propriétés générales des applications, linéaires ou pas. Elles portent
sur le nombre de solutions de l'équation f(x) = y avec y donné et x inconnue.

Dé�nition 5.1. Soit f : X → Y une application x 7→ f(x) quelconque.

� On dit que x ∈ X est un antécédent de y ∈ Y si f(x) = y.

� On dit que f est injective si tout y ∈ Y possède au plus un antécédent.

� f est surjective si tout y ∈ Y possède au moins un antécédent.

� f est bijective si elle est injective et surjective, c'est-à-dire si tout y ∈ Y possède
un unique antécédent x.

� Si f est une bijection, on note f−1 : Y → X l'application qui à y ∈ Y associe
son unique antécédent x, c'est-à-dire l'unique solution de l'équation f(x) = y. On
appelle f−1 l'application réciproque de f .

� Une application linéaire bijective s'appelle un isomorphisme.

Proposition 5.2. Si f est un isomorphisme, alors son application réciproque f−1 est aussi

une application linéaire.

Démonstration. Supposons que f : Rp → Rn est linéaire et bijective. Soient −→v1 , −→v2 ∈ Rn et
λ ∈ R. On a

f(f−1(−→v1) + λf−1(−→v2)) = f(f−1(−→v1)) + λf(f−1(−→v2)) car f est linéaire

= −→v1 + λ−→v2 ,

d'où f−1(−→v1) + λf−1(−→v2) = f−1(−→v1 + λ−→v2) et la linéarité de f−1.

Les résultats suivants sont importants dans la suite et sont spéci�ques aux applications
linéaires.

Théorème 5.3. 1. Si f : Rp → Rn une application linéaire injective, alors p ≤ n.

2. Si f : Rp → Rn un isomorphisme, alors p = n.

Démonstration. 1. L'équation f(−→v ) =
−→
0 conduit à un système linéaire homogène (second

membre nul) à p équations et n équations. Ce système est compatible puisque f(
−→
0 ) =

−→
0 .
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Si p > n, il reste d'après le théorème 2.10 au moins une inconnue non principale après
échelonnage. Dans ce cas, l'équation f(−→v ) =

−→
0 possède une in�nité de solutions, et f ne

peut pas être injective.

2. Si f : Rp → Rn est un isomorphisme, alors f est injective et p ≤ n. Il en est de même
pour son application réciproque f−1 : Rn → Rp, d'où n ≤ p et n = p �nalement.

5.2 Matrices inversibles

Dé�nition 5.4. Une matrice carré A ∈Mn(R) est dite inversible si l'application linéaire
associée f : Rn → Rn, X 7→ AX est un isomorphisme, c'est-à-dire si pour tout Y ∈ Rn,
l'équation

AX = Y

possède une unique solution.

Si A est inversible, on note A−1 = Mat(f−1) la matrice de l'application réciproque.

Remarque 5.5. Si f : Rp → Rn est un isomorphisme, on a n = p nécessairement d'après le
théorème 5.3, et donc la matrice associée est carrée. C'est pourquoi les matrices inversibles
sont nécessairement carrées.

Proposition 5.6. Si A ∈Mn(R) est inversible, alors on a

1. AX = Y ⇔ X = A−1Y ,

2. AA−1 = A−1A = In matrice identité de taille n.

Démonstration. 1. Par dé�nition l'équation f(X) = AX = Y possède une unique solution
X = f−1(Y ), c'est-à-dire X = Mat(f−1)Y = A−1Y en notation matricielle.

2. On a donc pour tout Y ∈ Rn, AA−1Y = AX = Y , d'où AA−1 = In. De même, pour
tout X ∈ Rn, A−1AX = A−1Y = X, d'où A−1A = In. On peut aussi dire que cela vient des
propriétés générales

f ◦ f−1 = Id = f−1 ◦ f ⇒ Mat(f)×Mat(f−1) = In = Mat(f−1)×Mat(f).

Critères d'inversibilité.

D'après la discussion précédente et le théorème 2.10, une matrice A est inversible ssi
le système AX = Y associé est de Cramer, c'est-à-dire un système carré dont toutes les
inconnues sont principales.
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Théorème 5.7. Une matrice carrée A ∈ Mn(R) est inversible si et seulement si son

rang vaut n.

Le rang se calcule en échelonnant A et en comptant les pivots. Il est donc relativement
rapide de savoir si A est inversible. Il est plus long de calculer son inverse, car il faut alors
résoudre le système AX = Y , et exprimer le résultat sous la forme X = A−1Y .

5.3 Exemple et méthode de calcul

Matrice inversible et inverse. On considère la matrice A =

1 1 0

1 2 1

2 3 2

.

1. A est-elle inversible ?

2. Si oui, calculer son inverse.

- Pour 1, il su�t de calculer le rang de A. On a

rang(A) = rang

1 1 0

1 2 1

2 3 2

 = rang

 1 1 0

0 1 1

0 1 2

 = rang

 1 1 0

0 1 1

0 0 1

 = 3,

et donc A ∈M3(R) est inversible.
- Pour 2, il faut résoudre le système AX = Y . On a

AX = Y ⇔

1 1 0

1 2 1

2 3 2

x1

x2

x3

 =

y1
y2
y3

⇔


x1 + x2 = y1

x1 + 2x2 + x3 = y2

2x1 + 3x2 + 2x3 = y3

⇔


x1 + x2 = y1

x2 + x3 = y2 − y1

x2 + 2x3 = y3 − 2y1

⇔


x1 + x2 = y1

x2 + x3 = y2 − y1

x3 = y3 − y2 − y1

⇔


x1 = y1 − x2 = y1 − 2y2 + y3

x2 = y2 − y1 − x3 = 2y2 − y3

x3 = −y1 − y2 + y3

On retrouve donc que A est inversible, puisque le système AX = Y possède une unique
solution, et de plus on a X = A−1Y avec

A−1 =

 1 −2 1

0 2 −1
−1 −1 1

 .

Conseil. À la �n d'un calcul d'inverse, il est bon de faire quelques véri�cations, par
exemple en calculant quelques termes du produit A−1A = I3. Les erreurs ont tendance à se
propager vers x1, c'est-à-dire en première ligne de A−1.

28



Méthode d'inversion avec matrice augmentée. On peut inverser une matrice A sans
poser explicitement le système AX = Y , en restant au niveau des codages par matrices
augmentées.

Si A est de taille n, on part de la matrice augmentée (A | In). On l'échelonne et résout
en lignes par la méthode du pivot. On arrive à la forme (In | A−1) à la �n. Magique non ? !

Exemple avec la matrice A =

1 1 0

1 2 1

2 3 2

 précédente. On écrit

1 1 0 | 1 0 0

1 2 1 | 0 1 0

2 3 2 | 0 0 1

⇔
1 1 0 | 1 0 0

0 1 1 | −1 1 0

0 1 2 | −2 0 1

⇔
1 1 0 | 1 0 0

0 1 1 | −1 1 0

0 0 1 | −1 −1 1


⇔

1 1 0 | 1 0 0

0 1 0 | 0 2 −1
0 0 1 | −1 −1 1

⇔
1 0 0 | 1 −2 1

0 1 0 | 0 2 −1
0 0 1 | −1 −1 1


On retrouve bien A−1 dans la partie droite. Ce n'est pas si étonnant car l'on fait exactement
les mêmes opérations que dans la méthode précédente, mais sans écrire les xi et les yi. En
fait on est en train de faire la résolution simultanée des 3 équations

AX =

1

0

0

 ,

0

1

0

 et

0

0

1


d'où l'apparition à la �n du calcul de A−1(e1), A−1(e2) et A−1(e3) dans les 3 colonnes de
droite, c'est-à-dire de A−1 elle-même en fait.

5.4 Le cas des matrices 2× 2

Il n'y a pas de formule simple de l'inverse d'une matrice carrée en dimension n ≥ 4. 1 Ce
n'est pas le cas pour les matrices 2× 2.

Théorème 5.8. Une matrice A =

(
a c

b d

)
∈M2(R) est inversible si et seulement si son

déterminant detA = ad− bc ̸= 0, auquel cas on a :

A−1 =
1

detA

(
d −c
−b a

)
.

1. Heureusement, les programmes comme Python accomplissent très e�cacement ces calculs !
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Démonstration. - Soient X =

(
x1

x2

)
et Y =

(
y1
y2

)
. On a AX = Y ssi{

ax1 + cx2 = y1

bx1 + dx2 = y2
⇒

{
(ad− bc)x1 = dy1 − cy2 (dL1 − cL2)

(ad− bc)x2 = −by1 + ay2 (aL2 − bL1)

⇒


x1 =

1

detA
(dy1 − cy2)

x2 =
1

detA
(−by1 + ay2)

si detA ̸= 0.

On véri�e facilement que la solution convient et donc A est une matrice inversible, et A−1

est la matrice souhaitée.

- Si detA = 0, on observe que A

(
d

−b

)
= A

(
−c
a

)
=
−→
0 = A(

−→
0 ), et donc A n'est pas

injective.

Exemple. A =

(
1 2

3 4

)
est inversible car detA = 4− 6 = −2 ̸= 0, et on a

A−1 = −1

2

(
4 −2
−3 1

)
Le déterminant d'une matrice 2× 2 a une interprétation géométrique importante.

Théorème 5.9. Si A ∈ M2(R), alors detA est l'aire orientée du parallélogramme de

côtés A(−→e1 ) et A(−→e2 ).

Ainsi, detA mesure la façon dont l'application linéaire associée dilate ou contracte les
aires. Par aire � orientée � on entend qu'elle est comptée positivement si A(−→e2 ) s'obtient en
tournant A(−→e1 ) dans le sens trigonométrique, négativement sinon. Le déterminant est nul
lorsque le parallélogramme (A(−→e1 ), A(−→e2 )) est plat, c'est-à-dire lorsque A(−→e1 ) et A(−→e2 ) sont
colinéaires.

Démonstration. On écrit les décompositions polaires de A(e1) et A(e2) :

A(e1) = ∥A(e1)∥(cos θ1, sin θ1) et A(e2) = ∥A(e2)∥(cos θ2, sin θ2) .

D'où

detA = det

(
∥A(e1)∥ cos θ1 ∥A(e2)∥ cos θ2
∥A(e1)∥ sin θ1 ∥A(e2)∥ sin θ2

)
= ∥A(e1)∥∥A(e2)∥(cos θ1 sin θ2 − sin θ1 cos θ2)

= ∥A(e1)∥∥A(e2)∥ sin(θ2 − θ1),

en calculant par exemple la partie imaginaire de ei(θ2−θ1) = eiθ2e−iθ1 .
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6 Sous-espaces vectoriels, bases et dimension

6.1 Les sous-espaces vectoriels de Rn

Il y a dans l'espace vectoriel Rn des parties jouant un grand rôle : les sous-espaces vecto-
riels. Cette notion généralise celle de droite et de plan vectoriel.

Dé�nition 6.1. On dit qu'une partie E de Rn est un sous-espace vectoriel (sev en
abrégé), si

i)
−→
0 ∈ E,

ii) pour tout −→v ∈ E et λ ∈ R, on a λ.−→v ∈ E,

iii) pour tout −→u et −→v ∈ E, on a −→u +−→v ∈ E.

Les droites et plans vectoriels de Rn sont des sev de Rn. Ils sont bien stables par dilatation
et somme. Dans un sev général, on dispose des opérations vectorielles minimales pour faire
les calculs. On peut par exemple parler d'une application linéaire f entre deux sev E et F .
Ce sont les applications f : E → F telles que f(−→u + λ−→v ) = f(−→u ) + λf(−→v ).

On rencontre des sev dans deux situations typiques : les sev dé�nis par des systèmes
linéaires homogènes, et ceux dé�nis par combinaisons linéaires d'une collection donnée de
vecteurs. Ces deux situations sont naturellement associées aux applications linéaires, c'est-
à-dire aussi aux matrices.

Dé�nition 6.2. Soit f : Rp → Rn une application linéaire de matrice A.

1. Le noyau de f est l'ensemble, noté ker f , des vecteurs −→v ∈ Rp tels que f(−→v ) =
−→
0 .

Concrètement ker f est l'ensemble des solutions du système homogène AX = 0.

2. L'image de f est l'ensemble des −→v de Rn qui s'écrivent f(−→u ) avec −→u ∈ Rn.
Concrètement Im f est l'ensemble des combinaisons linéaires des colonnes de A.

Pour le 2, on sait d'après le paragraphe 3.2 que si −→u = (x1, x2, · · · , xp) alors

f(−→u ) = x1f(
−→e1 ) + x2f(

−→e2 ) + · · ·+ xpf(
−→ep )

est une combinaison linéaire des colonnes de A = Mat(f). On dit aussi que Im f est l'espace
engendré par ces vecteurs. De manière équivalente, on utilise aussi la notation suivante.

Dé�nition 6.3. Si −→v1 ,−→v2 , · · · −→vp est une famille de vecteurs de Rn, on note

Vect(−→v1 ,−→v2 , · · · ,−→vp)

l'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de ces vecteurs, on dit aussi l'espace en-
gendré par ces vecteurs.
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Proposition 6.4. Si f : Rp → Rn est une application linéaire, alors ker f est un sev de

Rp et Im f est un sev de Rn.

Démonstration. 1. On a bien
−→
0 ∈ ker f puisque f(

−→
0 ) =

−→
0 si f est linéaire. Si −→u , −→v ∈ ker f

et λ ∈ R, on a par linéarité de f , f(−→u +λ−→v ) = f(−→u )+λf(−→v ) =
−→
0 et donc −→u +λ−→v ∈ ker f .

2. On a
−→
0 = f(

−→
0 ) et donc

−→
0 ∈ Im f . De plus si −→v1 = f(−→u1) et

−→v2 = f(−→u2) sont deux
vecteurs de Im f , alors −→v1 + λ−→v2 = f(−→u1 + λ−→u2) appartient aussi à Im f .

6.2 Bases et coordonnées

On veut associer à tout sev E de Rn des systèmes de coordonnées. Cela est possible
lorsqu'on dispose d'une base de E. Cette notion généralise celle de repère de R2 ou R3,
que vous avez sûrement déjà utilisée en physique notamment. Il s'agit ici de représenter les
vecteurs de E de manière optimale, en le déterminant par un nombre minimal de données.

Dé�nition 6.5. Soit E un sev de Rn.

• On dit qu'une famille de vecteurs B = (−→v1 ,−→v2 , · · · ,−→vp) de E est une base de E si
et seulement si tout vecteur −→v de E s'écrit de manière unique comme combinaison
linéaire des −→vi , c'est-à-dire qu'il existe un unique choix de réels λ1, λ2, · · · , λp tels que

−→v = λ1
−→v1 + λ2

−→v2 + · · ·+ λp
−→vp .

• Les nombres λ1, λ2, · · · , λp s'appellent les coordonnées de
−→v dans la base B. On

notera cela
−→v = (λ1, λ2, · · · , λp)B,

avec le B en indice pour préciser la base de travail.

Ainsi, à chaque base d'un sev E est associé un système de coordonnées, une carte de E

en quelque sorte.

Composantes et coordonnées.

La base canonique de Rn, Bcan = (−→e1 ,−→e2 , · · · ,−→en) est bien une base de Rn en ce sens
puisque tout −→v = (x1, x2, · · · , xn) s'écrit

−→v = (x1, x2, · · · , xn) = x1
−→e1 + x2

−→e2 + · · ·+ xn
−→en

de manière unique. Dans ce cas, les coordonnées de −→v dans Bcan sont simplement ses
composantes x1, x2, · · · , xn.
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Attention, les coordonnées d'un vecteur donné changent lorque l'on change de
base (de repère). Il ne faut pas confondre les composantes xi d'un vecteur −→v =

(x1, x2, · · · , xn) de Rn, et ses coordonnées dans une base en général. Les deux notions
sont di�érentes si on travaille dans une autre base que la base canonique.

Par exemple, considérons dans R2 les deux vecteurs −→v1 = (1, 1) et −→v2 = (1,−1). Ces
vecteurs forment une base de R2.

En e�et, soit −→v = (x, y) un vecteur quelconque de R2. On a

−→v = λ1
−→v1 + λ2

−→v2 ⇔

{
λ1 + λ2 = x

λ1 − λ2 = y
⇔


λ1 =

x+ y

2

λ2 =
x− y

2

Ainsi, tout vecteur s'écrit de manière unique comme combinaison linéaire de −→v1 et −→v2 , et
B = (−→v1 ,−→v2) est une base de R2. De plus les coordonnées de −→v = (x, y) dans la base B sont
les nombres

λ1 =
x+ y

2
et λ2 =

x− y

2
.

Autrement dit, avec les notations de la proposition 6.5, on a

−→v = (x, y) =
x+ y

2
−→v1 +

x− y

2
−→v2 =

(x+ y

2
,
x− y

2

)
B
.

Par exemple, −→v1 = (1, 1) a pour coordonnées (1, 0) dans la base B et −→v2 = (1,−1) = (0, 1)B.

Exemple des droites et plans.

• Tout vecteur −→v non nul est une base de la droite D = Vect(−→v ) engendrée par −→v . Par
exemple le vecteur −→v = (1, 2, 3) a pour coordonnée unique −→v = (1)B, et (−2,−4,−6) =

(−2)B pour B = {−→v }.
• De la même façon, tout couple de vecteurs non colinéaires −→v1 , −→v2 est une base du plan

P = Vect(−→v1 ,−→v2) engendré par ces vecteurs.

Démonstration. Montrons l'unicité de la décomposition d'un vecteur −→v de P à l'aide de −→v1
et −→v2 . Si

−→v = λ1
−→v1 + λ2

−→v2 = λ′
1
−→v1 + λ′

2
−→v2

alors (λ1 − λ′
1)
−→v1 = (λ′

2 − λ2)
−→v2 et donc λ1 = λ′

1 et λ2 = λ′
2 si aucun des vecteurs n'est

multiple de l'autre.

Par exemple, si −→v1 = (1, 1, 1) et −→v2 = (1, 2, 3) les coordonnées de

−→v = λ1
−→v1 + λ2

−→v2 = (λ1 + λ2, λ1 + 2λ2, λ1 + 3λ2)

dans la base B = (−→v1 ,−→v2) du plan P = Vect(−→v1 ,−→v2) sont bien λ1 et λ2, et pas du tout
λ1 + λ2, λ1 + 2λ2 et λ1 + 3λ2. Vu dans P , le vecteur −→v = (λ1, λ2)B est déterminé par deux
coordonnées et non trois.
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6.3 Notion d'indépendance linéaire

Dans une base B = (−→v1 ,−→v2 , · · · ,−→vp) d'un sev E de Rn, aucun des vecteurs −→vi ne peut
s'écrire comme combinaison linéaire des autres. Sinon, cela contredirait l'unicité de la
décomposition d'un vecteur de E dans B. On dit que les vecteurs de B sont linéairement
indépendants. Il n'y a aucune relation linéaire entre eux, autre que

0−→v1 + 0−→v2 + · · ·+ 0−→vp =
−→
0 !

Dé�nition 6.6. On dit qu'une famille de vecteurs F = (−→v1 ,−→v2 , · · · ,−→vp) est libre ou
linéairement indépendante si l'équation

λ1
−→v1 + · · ·+ λp

−→vp =
−→
0 implique λ1 = · · · = λp = 0.

Dans le cas contraire, on dit que la famille F est liée, ou que les vecteurs −→vi sont linéai-
rement dépendants.

Quand une famille génératrice est liée, elle n'est pas optimale au sens qu'un des vecteurs
peut-être enlevé de la famille sans qu'elle cesse d'être génératrice. En e�et si par exemple −→vp
est combinaison linéaire de −→v1 ,−→v2 , · · · ,−→v p−1 alors

Vect(−→v1 ,−→v2 , · · · ,−→vp) = Vect(−→v1 ,−→v2 , · · · ,−−→vp−1).

C'est la conjonction des deux propriétés, libre et génératrice, qui donne des bases.

Proposition 6.7. Une famille de vecteurs B = (−→v1 ,−→v2 , · · · ,−→vp) de E est une base de E

ssi B est libre et génératrice de E.

Démonstration. En fait B libre équivaut à ce que tout vecteur de −→v de E se décompose au
plus d'une manière comme combinaison linéaire des −→vi . En e�et, si

−→v = λ1
−→v1 + · · ·+ λp

−→vp = λ′
1
−→v1 + · · ·+ λ′

p
−→vp

alors

(λ1 − λ′
1)
−→v1 + · · ·+ (λp − λ′

p)
−→vp =

−→
0

d'où λ1 − λ′
1 = 0 = · · · = λp − λ′

p si B est libre.

Inversement, si on a unicité de l'écriture de
−→
0 à l'aide B, alors l'équation

λ1
−→v1 + · · ·+ λp

−→vp =
−→
0 = 0−→v1 + · · ·+ 0−→vp

implique λ1 = · · · = λp = 0 et la famille est libre.

34



6.4 Dimension d'un sous-espace vectoriel

On admet pour l'instant que tout sev non nul de Rn possède des bases �nies. On verra
concrètement comment en construire plus loin. Le résultat suivant sur le nombre de vecteurs
dans une base est fondamental en algèbre linéaire.

Théorème 6.8. Soit E un sev non nul de Rn. Alors toutes les bases de E ont le même

nombre de vecteurs. Ce nombre entier s'appelle la dimension de E et se note dimE.

On a de plus ici dimE ≤ n.

Par convention utile, on dé�nit dim{−→0 } = 0. (En fait le vecteur
−→
0 ne peut faire partie

d'aucune base puisque
−→
0 = 2

−→
0 et il ne peut y avoir unicité des coordonnées.)

Le nombre d'éléments d'un ensemble �ni B s'appelle son cardinal, et se note Card(B).
On a donc ici

Card(B) = dimE pour toute base B de E.

Démonstration. Pour la preuve, nous allons utiliser des notions utiles dans la suite pour les
changements de base.

Dé�nition 6.9. Si B = (−→v1 ,−→v2 , · · · ,−→vp) est une famille de vecteurs d'un sev E de Rn,
alors on peut considérer l'application � combinaison linéaire suivant B �

LB : Rp → E

X = (x1, x2, · · · , xp) 7→ x1
−→v1 + x2

−→v2 + · · ·+ xp
−→vp .

LB est un isomorphisme lorsque B est une base de E.

Dans ce cas, l'application réciproque CB = L−1
B : E → Rp est l'application � coordon-

nées dans la base B � puisque CB(
−→v ) donne les nombres xi tels que

x1
−→v1 + x2

−→v2 + · · ·+ xp
−→vp = −→v .

• Si B et B′ sont deux bases de E de cardinaux respectifs p et k, alors l'application com-
posée CBLB′ est un isomorphisme entre Rk et Rp. On a donc p = k d'après le théorème 5.3.

Remarque 6.10. L'application PB,B′ = CBLB′ : Rp → Rp donne les coordonnées d'un vecteur
de E dans B les connaissant dans B′. En e�et, si X = CB(

−→v ) et X ′ = CB′(−→v ) alors

PB,B′X ′ = CBLB′CB′(−→v ) = CB(
−→v ) = X.

La matrice de PB,B′ s'appelle la matrice de changement de base de B à B′.

• Si E est un sev de dimension d de Rn et B est une base de E, alors LB induit une
injection de Rd dans Rn. On a donc d ≤ n par le théorème 5.3.

35



6.5 Calculs de dimensions et de bases

Le cas de Rn.

On a dimRn = n puisque la base canonique Bcan = (−→e1 ,−→e2 , · · · ,−→en) à n vecteurs.
Toutes les bases de Rn ont donc n vecteurs.

Soient −→v1 , −→v2 , · · · , −→vn n vecteurs donnés de Rn. La famille B = (−→v1 ,−→v2 , · · · ,−→vn) est une
base de Rn ssi l'application LB de combinaison linéaire suivant B est un isomorphisme de
Rn dans Rn. Par dé�nition la matrice de LB est constituée des composantes des −→vi écrits en
colonnes. D'après le théorème 5.7 on a le résultat pratique suivant.

Proposition 6.11. Une famille de n vecteurs de Rn est une base de Rn ssi la matrice des

colonnes des composantes de ces vecteurs est de rang n.

Il su�t donc d'échelonner cette matrice pour le savoir. Par contre, pour calculer les nou-
velles coordonnées d'un vecteur −→v dans cette base B, il faut résoudre le système de Cramer
LB(X) = −→v dont la solution est bien X = L−1

B (−→v ) = CB(
−→v ).

Droites et plans vectoriels.

D'après leur dé�nition et �6.2, les droites vectorielles sont les sous-espaces vectoriels de
dimension 1, tandis que les plans vectoriels sont les sous-espaces vectoriels de dimension 2.

Intuitivement, on peut dire que la dimension d'un sous-espace vectoriel E de Rn est
le nombre de � paramètres libres � dont dépend la position d'un vecteur de E, à ne pas
confondre avec le nombre n éventuellement beaucoup plus grand de composantes de ce
vecteur. Par exemple, la détermination d'un vecteur dans un plan P dépend de deux nombres,
ses coordonnées dans une base de P , que P soit plongé dans R3, R4 ou R100.

Base et dimension d'un sev engendré par une famille de vecteurs.

Théorème 6.12. Soit E = Vect(−→v1 ,−→v2 , · · · ,−→vp) un sev de Rn engendré par p vecteurs.

On considère le système homogène (S) (à n équations et p inconnues)

x1
−→v1 + x2

−→v2 + · · ·+ xp
−→vp =

−→
0 .

Concrètement, si A est la matrice constituée des vecteurs colonnes −→vi , alors E est l'image

de A, et (S) s'écrit AX = 0.

On note I = (i1, i2, · · · , ir) les indices des inconnues principales d'un système éche-

lonné équivalent et r son rang.
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Alors la famille B des r vecteurs −→vi1, −→vi2, · · · , −→vir correspondant aux inconnues prin-

cipales est une base de E. En particulier, on a

dimE = rang(S) = rang(A)

Démonstration. On montre que la famille B est libre et génératrice de E.

• B est-elle génératrice ?

On pose F = Vect(B). On a B ⊂ F = (−→v1 ,−→v2 , · · · ,−→vp) d'où F = Vect(B) ⊂ E =

Vect(F). Nous allons voir que les vecteurs � manquants � −→vj correspondant aux inconnues
non principales sont aussi dans F , d'où l'on tire l'inclusion opposée.

Si xj est une inconnue non principale, on sait par le pivot de Gauss-Jordan qu'il existe
une (unique) solution de (S) avec xj = 1 et les autres inconnues non principales nulles. Cela
s'écrit ∑

i∈I

xi
−→vi +−→vj =

−→
0 ⇐⇒ −→vj = −

∑
i∈I

xi
−→vi ∈ F = Vect(B) .

• B est-elle libre ?

Supposons que l'on ait une relation de dépendance linéaire entre les vecteurs de B, c'est-
à-dire que ∑

i∈I

xi
−→vi =

−→
0 .

Alors cela s'interprète comme une solution du système (S) dont les inconnues non principales
sont toutes nulles. D'après le pivot de Gauss-Jordan, la donnée des inconnues non principales
détermine la solution. Comme la solution nulle convient, c'est la seule possible. On a donc
xi = 0 et la famille B est libre.

On voit donc que le rang du système homogène (S) associé à la famille de vecteurs s'inter-
prète en fait comme une dimension et est une donnée purement géométrique de la famille.

Dé�nition 6.13. On appelle rang d'une famille de vecteurs F = (−→v1 ,−→v2 , · · · ,−→vp), la
dimension de l'espace qu'elle engendre. D'après le résultat précédent, on a :

rang(F) = dimVect(F) = rang(S)

où (S) est le système x1
−→v1 + x2

−→v2 + · · ·+ xp
−→vp =

−→
0 .

Dimension d'un sev présenté par un système homogène.
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Théorème 6.14. Soit E = Sol(S) l'espace des solutions d'un système homogène. Alors

la dimension de E est le nombre d'inconnues non principales d'un système échelonné

équivalent à (S). Une base de E est donnée dans la preuve.

Il su�t donc d'échelonner (S), sans le résoudre, pour connaître la dimension de E =

Sol(S). Par exemple la dimension de E = {−→v = (x, y, z, t, u) ∈ R5, x + 2y − 3z + 4t = 0}
est 4 (x inconnue principale, y, z, t, u non principales).

Attention, de ne pas confondre ce résultat avec le précédent sur la dimension d'un
sev engendré par une famille de vecteurs. La dimension est donnée ici par le nombre
d'inconnues non principales. Ce sont en e�et elles qui paramètrent les solutions, et
non les inconnues principales.

Démonstration du théorème 6.14. On note r le rang d'un système échelonné équivalent, I =

(i1, i2, · · · , ir) ses inconnues principales et J = cI = (j1, j2, · · · , jp−r) ses inconnues non
principales. Si r = p, il n'y a pas d'inconnues non principales, et E est réduit au vecteur nul,
donc de dimension 0. Sinon, nous allons construire une base de E.

Si r < p, une base de E est donnée par p− r vecteurs

B = (−→vj1 ,−→vj2 , · · · ,−→vjr),

un par inconnue non principale, où chaque −→vjk est l'unique solution de (S) correspondant
à la donnée des inconnues non principales

xjk = 1 et xjl = 0 pour l ̸= k.

Par linéarité des équations du système, le vecteur

−→v =
∑
j∈J

xj
−→vj

est une solution de (S) dont les inconnues non principales sont les xj. D'après le théorème 2.8
de Gauss-Jordan, c'est l'unique solution correspondant à ces valeurs. On a donc que tout
vecteur de E = Sol(S) est de cette forme, et ainsi que la famille B = (−→vj , j ∈ J) est
génératrice de E.

Par ailleurs, la famille B est libre car les composantes � non principales � des −→vj décrivent
par dé�nition la base canonique de Rp−r.

Exemple. On traite un exemple pour �xer les idées. Soit

E = {−→v = (x, y, z, t) ∈ R4 | x+ y − z + t = 0 , 2x+ y + 2z − t = 0}.
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On échelonne et résout le système. On a −→v = (x, y, z, t) ∈ E ⇔{
x+ y − z + t = 0

2x+ y + 2z − t = 0
⇔

{
x + y − z + t = 0

−y + 4z − 3t = 0

⇔

{
x = −y + z − t = −4z + 3t+ z − t = −3z + 2t

y = 4z − 3t

On a donc que −→v ∈ E est de la forme

−→v = (−3z + 2t, 4z − 3t, z, t) = z(−3, 4, 1, 0 ) + t(2,−3, 0, 1 ).

Autrement dit E est le plan engendré par les deux vecteurs

−→v1 = (−3, 4, 1, 0) et −→v2 = (2,−3, 0, 1) ,

où −→v1 est la solution de (S) correspondant aux inconnues non principales z = 1 et t = 0,
tandis que −→v2 correspond à z = 0 et t = 1. Notez que ces vecteurs sont non colinéaires,
en particulier car les deux dernières composantes encadrées (des inconnues non principales)
sont celles de la base canonique de R2.

Une conséquence intéressante du théorème 6.14 précédent est la suivante.

Corollaire 6.15. Un système (S) de n équations homogènes à p inconnues dé�nit un

sous-espace vectoriel E = Sol(S) de Rp de dimension ≥ p− n.

Démonstration. En e�et, d'après le théorème 6.14, on a dimE = nombre d'inconnues non-
principales. Or, il y a au plus un pivot par équation, et donc au plus n inconnues principales.
Il reste donc au moins p− n inconnues non-principales.

En particulier, dans Rn, il faut (au moins) n− 1 équations pour dé�nir une droite vecto-
rielle, et n−2 pour dé�nir un plan, d'où l'intérêt de les dé�nir plutôt par vecteurs directeurs
en général !

Extraction et complétion de bases.

Pour conclure, nous pouvons énoncer deux techniques générales de construction de bases.
L'idée est d'essayer de faire grossir une famille libre, en ajoutant des directions � man-
quantes �, jusqu'à ce qu'elle devienne génératrice. On peut aussi faire maigrir une famille
génératrice, en enlevant les vecteurs qui s'expriment à l'aide des autres, jusque ce que la
famille devienne libre.

Théorème 6.16 (Thm d'extraction de base). Soit F une famille �nie et génératrice

d'un espace vectoriel non nul E. Alors on peut extraire de F une sous-famille F ′ ⊂ F
qui est une base de E.
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Dans l'autre direction, en partant d'une famille libre, on a le résultat.

Théorème 6.17 (Théorème de la base incomplète).

Soit F = (−→v1 ,−→v2 , · · · ,−→vq ) une famille libre d'un espace vectoriel E muni d'une base

B = (−→e1 ,−→e2 , · · · ,−→vp).
Alors, on peut compléter la famille libre F à l'aide de certains vecteurs −→ei1, −→ei2, · · · ,−→eir de la base B pour obtenir une base

B′ = F ∪ (−→ei1 ,−→ei2 , · · · ,−→eir) de E.

En pratique dans E = Rn, on peut compléter une famille libre donnée à l'aide de certaines
directions −→ei de la base canonique. Par exemple dans R3, on peut compléter deux vecteurs
non colinéaires −→u et −→v par un des trois vecteurs −→e1 = (1, 0, 0), −→e2 = (0, 1, 0) ou −→e3 = (0, 0, 1).
Il su�t de prendre un axe qui n'est pas inclus dans le plan P = Vect(−→u ,−→v ). En e�et, toutes
les bases de R3 ont 3 vecteurs et que donc il n'y a qu'un des −→ei à ajouter pour compléter.

Démonstration. Les deux théorèmes sont des conséquences du théorème 6.12. Il énonce bien
que l'on peut extraire une base d'une famille génératrice, en précisant même que les vecteurs
à garder sont ceux correspondant aux inconnues principales du système homogène AX = 0

associé.

Pour compléter une famille libre F , on peut lui rajouter (derrière) tout B. Elle devient
génératrice. Puis on applique le théorème 6.12. Comme la famille F est libre, ses vecteurs
sont associés à des inconnues principales du système associé à F ⊔ B et on les garde bien
dans le procédé.

6.6 Conséquences utiles

La notion de dimension est un outil de raisonnement e�cace dans les problèmes de familles,
de bases et de comparaisons de sev. On énonce quelques propriétés utiles.

Cardinal des familles et dimension.

Proposition 6.18. Soit E un espace vectoriel de dimension n et F une famille de

vecteurs de E. Alors

a) Card(F) ≤ n si F est libre.

b) Card(F) ≥ n si F est génératrice.

c) Si F est génératrice et de cardinal n, alors c'est une base de E.

d) Si F est libre et de cardinal n, alors c'est une base de E.
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Démonstration. a) On peut compléter F en une base de E. On a donc d = Card(F) ≤ dimE.
On peut aussi utiliser le fait que l'application composée CB ◦LF de Rd dans Rn est injective.
D'où d ≤ n par le théorème 5.3 a.

b) Par extraction d'une base de cardinal n = dimE de la famille génératrice.

c) De nouveau par extraction de base. Si F est génératrice et de � bon � cardinal dimE,
alors il n'a rien à en extraire pour avoir une base !

d) Si F est une famille libre de cardinal dimE, alors il n'a rien à compléter. C'est déjà
une base.

Remarques 6.19. • Les énoncés a) et b) s'utilisent souvent en contraposée, c'est-à-dire
qu'une famille de cardinal > dimE est automatiquement liée, et de cardinal < dimE ne
peut être génératrice.

• Les résultats c) et d) permettent de réduire les calculs. Pour montrer qu'une famille F
est une base, il su�t de véri�er que Card(F) = dimE et que F est libre ou génératrice !

Croissance de la dimension.

Proposition 6.20. Soit F un sev d'un ev E (de dimension �nie). Alors on a

a) dimF ≤ dimE.

b) Si de plus dimF = dimE alors F = E.

Démonstration. a) Tout d'abord, soit F = {−→0 } et dimF = 0 par convention. Sinon, une
base de F est une famille libre de E et la proposition 6.18a s'applique.

b) Si on a de plus dimF = dimE alors une base B de F est une famille libre de E de
cardinal dimE. C'est donc une base de E d'après la proposition 6.18d. On a donc

F = Vect(B) = E.

Cette proposition est utile pour montrer que deux espaces E et F sont égaux. Il su�t de
véri�er que dimE = dimF et qu'une des inclusions E ⊂ F ou F ⊂ E est satisfaite. Dans
Rn, il y a une in�nité de droites vectorielles di�érentes (si n > 1), ou de plans di�érents (si
n > 2), mais un seul sev de dimension maximale n : Rn lui-même.
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7 Retour sur l'équation AX=Y

7.1 Généralités, noyau, image

Soit f : Rp → Rn une application linéaire de matrice A. On revient sur les propriétés
générales de l'équation f(−→u ) = −→v , c'est-à-dire concrètement du système AX = Y .

On rappelle (voir � 6.1 et Prop. 6.2) que l'on peut associer à f (ou A) deux sous espaces
vectoriels.

� Le noyau de f est le sev de Rp dé�ni par ker f = {−→u ∈ Rp, f(−→u ) =
−→
0 }.

� L'image de f est l'ensemble noté Im f des −→v ∈ Rn qui peuvent s'écrire f(−→u ).

Concrètement si f a pour matrice A, ker f est donné par les solutions X ∈ Rp du
système homogène AX = 0 et Im f est l'espace engendré par les colonnes de A.

Ces deux espaces donnent la structure générale de l'ensemble des solutions de l'équation
linéaire f(−→u ) = −→v lorsque −→v est donné et −→u inconnu.

Proposition 7.1. Soient f ∈ L(Rp,Rn) et −→v ∈ Rn donnés. Alors :

1. l'équation (E) : f(−→u ) = −→v possède au moins une solution −→u 0 ssi −→v ∈ Im f .

2. Si −→v ∈ Im f et −→u 0 est une solution particulière de (E), alors toute solution de

(E) est de la forme −→u 0 +
−→u avec −→u ∈ ker f . Autrement dit, l'espace des solutions

de (E) est l'espace a�ne passant par −→u 0 et de direction vectorielle ker f .

Corollaire 7.2. En particulier, on a que :

1. f est surjective ssi Im f = Rn (une évidence vraie en général),

2. f est injective ssi ker f = {−→0 } (vrai lorsque f est linéaire).

Démonstration de la Proposition 7.1. 1 est vrai par dé�nition de Im f .

2. Si −→u 0 est une solution particulière de (E) et −→w un vecteur quelconque de Rn, alors

f(−→w ) = −→v ⇔ f(−→w ) = f(−→u 0)⇔ f(−→w −−→u 0) =
−→
0 car f est linéaire

⇔ −→w −−→u 0 =
−→v ∈ ker f.

Par dé�nition, f ne varie pas dans la direction de son noyau. Dans le cas où f n'est pas
injective, elle écrase donc les directions de ker f (un peu comme une projection), et l'espace
de départ Rp est feuilleté en sous-espaces a�nes parallèles à ker f et le long desquels f prend
des valeurs constantes.
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7.2 Le théorème du rang

Il y a une relation importante et simple entre les dimensions du noyau et de l'image d'une
application linéaire. On appelle rang de f la dimension de l'image de f .

Théorème 7.3 (Théorème du rang). Soit f : Rp → Rn linéaire, alors on a :

p = rang f + dimker f.

Démonstration. Concrètement d'après la dé�nition 6.2, l'image de f est engendrée par les
vecteurs colonnes de A (= f(−→ei )). De plus, d'après le théorème d'extraction 6.16, une base
de Im f est constituée des colonnes correspondantes aux inconnues principales de A. On a
donc

rang f = rangA = nombre d'inconnues principales du système AX = 0.

Par ailleurs, d'après le théorème 6.14,

dimker f = nombre d'inconnues non principales du système AX = 0.

On a bien
rang f + dimker f = p = nombre d'inconnues de AX = 0

Ainsi, pour une dimension de l'espace de départ p donnée, plus le noyau grossit (en di-
mension) plus l'image rétrécit. f est en e�et constante suivant de plus en plus de directions
et prend donc moins de valeurs di�érentes.

7.3 Exemple

On illustre les résultats précédents en étudiant un exemple.

Soit A =

1 4 7

2 5 8

3 6 9

 et f : R3 → R3 , X 7→ AX l'application linéaire associée. On résout

l'équation AX = Y par la méthode du pivot. On a AX = Y ⇔1 4 7

2 5 8

3 6 9

x1

x2

x3

 =

y1
y2
y3

⇔
 1 4 7 | y1

2 5 8 | y2
3 6 9 | y3

⇔
 1 4 7 | y1

0 −3 −6 | y2 − 2y1
0 −6 −12 | y3 − 3y1


⇔

 1 4 7 | y1
0 −3 −6 | y2 − 2y1
0 0 0 | y1 − 2y2 + y3


43



À ce niveau, on voit que Y ∈ Im f ssi l'équation de compatibilité y1 − 2y2 + y3 = 0 est
satisfaite. C'est l'équation de l'image de f . En particulier f n'est pas surjective car Im f est
un plan. On a bien rang f = 2 car il y a deux pivots (inconnues principales). Une base de
l'image de f est engendrée par les colonnes de A correspondant aux inconnues principales,

c'est-à-dire C1 = Ae1 =

1

2

3

 et C2 = Ae2 =

4

5

6

.

On poursuit la résolution du système, lorsqu'il est compatible. On a alors pour y1− 2y2+

y3 = 0, AX = Y ssi(
1 4 7 | y1
0 1 2 | 2y1/3− y2/3

)
⇔

(
1 4 | y1 − 7x3

0 1 | 2y1/3− y2/3− 2x3

)
⇔

(
1 0 | −5y1/3 + 4y2/3 + x3

0 1 | 2y1/3− y2/3− 2x3

)

⇔


x1 = −5y1/3 + 4y2/3 + x3

x2 = 2y1/3− y2/3− 2x3

x3 paramètre réel quelconque.

Lorsque Y = 0, on trouve les vecteurs du noyau de A. Ils sont de la forme X = x3

 1

−2
1

.

kerA est donc la droite vectorielle engendrée par le vecteur −→v = (1,−2, 1). On note que
V ∈ kerA se traduit par une relation de dépendance linéaire entre les colonnes de A. On a

C1 − 2C2 + C3 = 0.

C'est une propriété générale utile.

Proposition 7.4. Soit A ∈Mn,p(R). On a

X = (x1, x2, · · · , xp) ∈ kerA⇔ AX = x1C1 + x2C2 + · · ·+ xpCp = 0,

avec les Cj vecteurs colonnes de A.

On a en e�et Cj = Aej avec ej base canonique.

Pour terminer, lorsqu'il est compatible, les solutions de AX = Y sont bien de la forme

X = X0 + x3V avec X0 =

−5y1/3 + 4y2/3

2y1/3− y2/3

0

 et V =

 1

−2
1

 .

X0 est une solution particulière (correspondant à x3 = 0) et V engendre le noyau de f .
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7.4 Conséquences du théorème du rang

Les critères suivants permettent d'obtenir des propriétés sur f à partir des dimensions des
espaces de départ et d'arrivée et de son rang.

Proposition 7.5. Soit f ∈ L(Rp,Rn). Alors :

a) on a toujours rang f ≤ p et n. Avec rang f = p si et seulement si f est injective et

rang f = n ssi f est surjective.

b) Si f est injective, alors p ≤ n.

c) Si f est surjective, alors p ≥ n.

d) Si f est bijective, alors p = n.

e) Inversement, si p = n, alors f : Rn → Rn est bijective ssi f est injective ou

surjective, c'est-à-dire ssi ker f = {−→0 } ou rang f = n.

Démonstration.

a) On a toujours rang f = p − dimker f ≤ p, avec égalité ssi ker f = {−→0 }. On a aussi
rang f ≤ n puisque rang f = dim Im f et Im f ⊂ Rn. On a rang f = n ssi Im f = Rn

d'après la proposition 6.20.

b) Si f est injective alors rang f = p ≤ n d'après a). En fait, on sait cela depuis le
théorème 5.3 !

c) Si f est surjective alors rang f = n ≤ p d'après a).

d) Synthèse de b) et c). Aussi connu depuis le théorème 5.3.

e) Cas d'égalité du a).

8 Espaces supplémentaires, somme directe, projections

et symétries

Les projections et les symétries sont des applications linéaires qui se dé�nissent (et sont
utiles) dans tous les espaces Rn, dès que l'on dispose de deux sous-espaces E et F supplé-

mentaires.

8.1 Espaces supplémentaires et somme directe
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Dé�nition 8.1. On dit que 2 sev E et F de Rn sont supplémentaires si tout vecteur −→u
de Rn se décompose de manière unique en

−→u = −→v +−→w avec −→v ∈ E et −→w ∈ F.

On dit aussi que Rn est somme directe de E et F et on écrit

Rn = E ⊕ F.

Un critère pratique pour reconnaitre cette situation est le suivant.

Théorème 8.2. On a Rn = E ⊕ F si et seulement si

dimE + dimF = n et E ∩ F = {−→0 }.

Par exemple, 2 droites vectorielles distinctes sont supplémentaires dans R2. Dans R3, un
plan P et une droite D non contenue dans P sont supplémentaires.

Démonstration. • ⇐ Soient BE = (−→ei ) et BF = (
−→
fj ) des bases de E et F . On considère la

famille B = BE ⊔BF . Montrons que B reste libre si E ∩ F = {−→0 }.
En e�et, si

∑
i λi
−→ei +

∑
j µj

−→
fj =

−→
0 alors

∑
i λi
−→ei = −

∑
j µj

−→
fj ∈ E ∩ F = {−→0 }, d'où∑

i λi
−→ei =

∑
j µj

−→
fj =

−→
0 et �nalement λi = µj = 0 car BE et BF sont libres.

Si de plus dimE + dimF = n alors Card(B) = Card(BE) + Card(BF ) = n et B est une
famille libre de cardinal n de Rn. C'est donc une base de Rn. On a alors que tout vecteur de
Rn se décompose de manière unique dans la base B

−→u =
∑
i

λi
−→ei +

∑
j

µj

−→
fj = −→v +−→w ,

avec −→v =
∑

i λi
−→ei ∈ E et −→w =

∑
j µj

−→
fj ∈ F .

• ⇒ Si Rn = E ⊕ F , alors E ∩ F = {−→0 }. En e�et, si −→u ∈ E ∩ F , alors on peut
décomposer −→u = −→u +

−→
0 =

−→
0 + −→u suivant E ⊕ F . Par unicité de la décomposition, on a

bien −→u =
−→
0 . D'après le point précédent, la famille B = BE ⊔ BF reste donc libre. Comme

elle doit être génératrice de Rn si Rn = E ⊕ F , c'est donc une base de Rn et on doit avoir
n = Card(B) = dimE + dimF .

8.2 Projections et symétries
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Dé�nition 8.3. Soient E et F deux sev supplémentaires dans Rn.

1. La projection pE/F de Rn sur E parallèlement à F (ou le long de F ) est l'application
dé�nie par

pE/F : Rn = E ⊕ F −→ Rn

−→u = −→v +−→w 7−→ −→v = pE/F (
−→u )

2. La symétrie sE/F de Rn par rapport à E et de direction F est l'application dé�nie
par

sE/F : Rn = E ⊕ F −→ Rn

−→u = −→v +−→w 7−→ −→v −−→w = sE/F (
−→u )

On véri�e facilement (exercice) que pE/F et sE/F sont des applications linéaires.

La projection pE/F est en fait l'unique application linéaire qui laisse invariant les vecteurs

de E : pE/F (
−→v ) = −→v si −→v ∈ E, et qui envoie F sur

−→
0 .

De la même façon, la symétrie sE/F est l'unique application linéaire qui laisse invariant
les vecteurs de E : sE/F (

−→v ) = −→v si −→v ∈ E, et transforme les vecteurs de F en leur opposé :
sE/F (

−→w ) = −−→w si −→w ∈ F .

Les projections pE/F et pF/E donnent les 2 composantes d'un vecteur donné suivant E et
F . Elles permettent de reconstruire le vecteur −→u d'origine par la formule −→u = −→v +−→w =

pE/F (
−→u ) + pF/E(

−→u ). On écrit
Id = pE/F + pF/E (5)

où Id désigne l'application identité, qui ne déplace aucun vecteur : Id(−→u ) = −→u pour
tout −→u ∈ Rn.

On remarque également que les symétries s'expriment facilement à l'aide des projections.
En e�et, on a par dé�nition et (5)

sE/F = pE/F − pF/E = 2pE/F − Id . (6)

8.3 Exemples

Dans le plan R2.

Soient D1 et D2 deux droites vectorielles distinctes de R2, pas nécessairement ortho-
gonales.

On a alors R2 = D1⊕D2. Si D1 est engendrée par
−→u1, et D2 a pour équation ax+ by = 0,

on peut écrire explicitement la projection pD1/D2 sur D1 le long de D2.
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Si −→u = (x, y) et ℓ(−→u ) = ax+ by, on a

pD1/D2(
−→u ) =

ℓ(−→u )

ℓ(−→u1)
−→u1 et sD1/D2(

−→u ) = 2
ℓ(−→u )

ℓ(−→u1)
−→u1 −−→u . (7)

Démonstration. La première formule est clairement une application linéaire. De plus, on a

pD1/D2(
−→u1) =

−→u1 et pD1/D2(
−→u2) =

−→
0 si −→u2 ∈ D2,

et donc p(λ1
−→u1 +

−→u2) = λ1
−→u1 est bien l'application cherchée. On note que le dénominateur

ℓ(−→u1) de la formule est non nul, car par hypothèse −→u1 /∈ D2 et donc ne satisfait l'équation
de D2. Cette formule s'applique, que les droites D1 et D2 soient orthogonales ou non. La
seconde formule pour la symétrie provient de (6).

Projection orthogonale. Si de plus D2 est la droite orthogonale à D1, alors on peut
prendre ℓ(−→u ) = ⟨−→u1,

−→u ⟩, car alors ℓ(−→u ) = ⟨−→u1,
−→u ⟩ = 0 est bien l'équation dé�nissant les

vecteurs de D2, orthogonaux à −→v1 . Dans ce cas la formule (7) s'écrit

pD1/D2(
−→u ) =

⟨−→u1,
−→u ⟩

∥−→u1∥2
−→u1 .

Cette expression est utile, par exemple en physique, car elle donne la composante du vecteur
−→u suivant −→u1, lorsque

−→u1 fait partie d'une base orthogonale.

Exemples dans R3.

Dans R3, un plan P et une droite D (pas nécessairement orthogonale à P ) telle que
P ∩D = {−→0 } sont supplémentaires :

R3 = D ⊕ P.

Si D est engendré par −→u1 et P a pour équation ℓ(x, y, z) = ax + by + cz = 0, alors la
formule (7)

pD/P (
−→u ) =

ℓ(−→u )

ℓ(−→u1)
−→u1

dé�nit de nouveau la projection sur D, parallèlement à P .

9 Calcul matriciel dans des bases quelconques

Pour l'instant, nous n'avons travaillé que dans les bases canoniques de Rn aux niveau
des matrices. Pourtant il est utile de pouvoir choisir une base de travail adapté à chaque
problème. Par exemple dans le cas d'une projection sur E par rapport à F , on préfère
travailler dans une base du type B = BE ∪ BF car l'action de pE/F est simple sur BE et
BF . En physique également, on cherche souvent à utiliser un repère où les forces ont des
coordonnées simples.

48



9.1 Matrices et applications linéaires dans des bases générales

Soit f : E → F une application linéaire, entre deux (s)ev E et F munis de bases quel-
conques B = (−→u1,

−→u2, · · · ,−→up) de E et B′ = (−→u1
′,−→u2

′, · · · ,−→un
′) de F .

Comme dans le théorème 3.2, f est déterminée par ses valeurs prises sur B. En e�et, si

−→u = x1
−→u1 + x2

−→u2 + · · ·+ xp
−→up = (x1, x2, · · · , xp)B

alors nécessairement

f(−→u ) = x1f(
−→u1) + x2f(

−→u2) + · · ·+ xpf(
−→up).

On peut comme dans le �3.2 écrire cette relation en coordonnées dans la base B′, ce qui
donne en colonne une expression similaire

−→u = (x1, x2, · · · , xp)B 7−→ f(−→u ) = (y1, y2, · · · , yn)B′

X =


x1

x2

...
xp

 7−→ Y = AX

avec
f(−→u1) f(−→u2) f(−→up)

↓ ↓ ↓

A =


a11 a12 · · · a1p
a21 a22 · · · a2p
...

...
...

an1 an2 · · · anp


→ −→u1

′

→ −→u2
′

→ −→un
′

mais où maintenant la j-ème colonne de A est constituée des coordonnées de
f(−→uj ) dans la base B′ de l'espace d'arrivée.

Dé�nition 9.1. On appelle cette matrice A la matrice de l'application linéaire f dans
les bases B et B′, et on la note

A = MatB,B′(f)

Les formules de calcul sont les mêmes que dans les bases canoniques, mais on manipule
ici les coordonnées X de −→u dans la base B de départ, et on obtient des coordonnées
Y = AX de f(−→u ) dans la base B′ d'arrivée. On peut dire que l'on parle à la matrice A
en base B et qu'elle répond en base B′.
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Si E = F c'est-à-dire que f : E → E et que l'on utilise la même base B au départ et à
l'arrivée, on écrit simplement A = MatB(f). Lorsque E = Rp et F = Rn et que l'on utilise
les bases canoniques, on écrit juste Mat(f) comme précédemment.

Sinon, il faut garder les bases en notation, car une application linéaire donnée a en général
des matrices associées très di�érentes en changeant les bases de travail.

Exemples. • Soit par exemple, l'application linéaire f : R3 → R2 associée à

A =

(
1 3 2

2 4 4

)
dans les bases canoniques de B3 de R3 et B2 de R2. Si on garde la base de départ B = B3

mais que l'on utilise la base B′
2 = (−→u1 = (1, 2),−→u2 = (3, 4)) dans R2, alors on a

A′ = MatB3,B′
2
(f) =

(
1 0 2

0 1 0

)
puisque

f(−→e1 ) = (1, 2) = −→u1 = (1, 0)B′
2
⇒

(
1

0

)
première colonne de A′,

f(−→e2 ) = (3, 4) = −→u2 = (0, 1)B′
2
⇒

(
0

1

)
deuxième colonne de A′,

f(−→e3 ) = (2, 4) = 2−→u1 = (2, 0)B′
2
⇒

(
2

0

)
troisième colonne de A′.

• Un exemple plus géométrique. Soit f : R2 → R2 associée à la matrice

A =

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)

On a A

(
1

1

)
=

(
1

1

)
et A

(
1

−1

)
=

(
0

0

)
Dans la base B′ = (−→u1 = (1, 1),−→u2 = (1,−1)) de R2,

on a donc

MatB′(f) =

(
1 0

0 0

)
.

Cela signi�e que si on travaille dans la base B′, alors

−→u = x′−→u1 + y′−→u2 7−→ f(−→u ) = x′−→u1

L'application f est en fait la projection (orthogonale) sur la droite y = x engendrée par −→u1,
le long de la droite y = −x engendrée par −→u2.

On voit sur cet exemple qu'une matrice d'apparence compliquée peut cacher une appli-
cation linéaire d'interprétation claire, mais dans une autre base. Notez aussi que malgré la

forme de MatB′(f) =

(
1 0

0 0

)
, l'application f n'est pas la projection sur l'axe des x.
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En fait, toutes les projections sur des droites dans R2 ont une matrice de cette forme,
dans une base convenable ! En e�et, celles-ci sont dé�nies par deux droites distinctes : D1,
la droite sur laquelle on projette, et D2 la direction de projection (pas toujours orthogonale,
penser à l'ombre du soleil). Si on prend une base B′ = (−→u1,

−→u2) de R2 avec −→u1 ∈ D1 et
−→u2 ∈ D2, alors la formule de projection sur D1 le long de D2 est

pD1/D2(x
′−→u1 + y′−→u2) = x′−→u1.

La matrice de pD1/D2 dans la base B′ est donc MatB′(p) =

(
1 0

0 0

)
.

9.2 Calcul matriciel général

Bases, matrices et applications coordonnées.

Pour comprendre les résultats à venir, on explique di�érement la relation entre une appli-
cation linéaire donnée f : E → F et ses matrices dans di�érentes bases.

Comme on l'a déjà remarqué dans la dé�nition 6.9, le choix d'une base B = (−→u1, · · · ,−→up)

de E donne deux applications naturelles réciproques l'une de l'autre,

� La première, LB : Rp → E envoie des coordonnées X = (x1, · · · , xp) dans Rp sur le
vecteur correspondant −→v = LB(X) = x1

−→u1 + · · ·+ xp
−→up de E.

� Réciproquement, � l'application coordonnées dans B � notée CB : E → Rp envoie
−→v ∈ E sur ses coordonnées X dans B.

X ∈ Rp
LB -- −→v ∈ E
CB

mm

Si f est une application linéaire � abstraite � entre E et F , alors le choix de bases de E et
F donnent des � cartes � de E vers Rp et F vers Rn. Cela permet de traduire concrètement
f en une matrice. En fait, l'application

F = CB′ ◦ f ◦ LB : Rp LB−→E
f−→F

CB′−→Rn

envoie −→ei sur CB′(f(−→ui )). C'est précisément la ième colonne de MatB,B′(f) dé�nie précédem-
ment. On a donc en fait,

MatB,B′(f) = Mat(F ) (8)

où la seconde matrice est celle de l'application linéaire induite F : Rp → Rn dans les bases
canoniques.

Produit, composition, inversion.
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Proposition 9.2. Soient E, F , G trois sev munis de bases B, B′ et B′′. Soient f : E → F

et g : F → G deux applications linéaires. Alors on a g ◦ f : E → G et

MatB,B′′(g ◦ f) = MatB′,B′′(g)×MatB,B′(f)

Démonstration. Avec (8) cela vient de la même règle vue dans le théorème 4.4 pour les bases
canoniques. On utilise LB′ = C−1

B′ pour écrire

CB′′ ◦ (g ◦ f) ◦ LB = (CB′′ ◦ g ◦ LB′) ◦ (CB′ ◦ f ◦ LB) = G ◦ F

et on prend les matrices de F et G dans les bases canoniques.

On a de la même façon.

Proposition 9.3. Soient E et F deux ev de bases B et B′. Alors f : E → F est un

isomorphisme ssi sa matrice MatB,B′(f) est inversible et on a

MatB′,B(f
−1) =

[
MatB,B′(f)

]−1
.

Démonstration. On applique cette propriété déjà vue dans la base canonique à F = CB′ ◦
f ◦ LB. On a F isomorphisme ssi f l'est et F−1 = L−1

B ◦ f−1 ◦ C−1
B′ = CB ◦ f−1 ◦ LB′ .

9.3 Changements de bases et matrices de passage

Nous allons étudier l'e�et d'un changement de base sur les coordonnées d'un vecteur
donné. Soient B = (−→u1,

−→u2, · · · ,−→un) et B′ = (−→u1
′,−→u2

′, · · · ,−→un
′) deux bases d'un ev E. Un

vecteur −→v donné a des coordonnées X dans la base B et X ′ dans la base B′. On a

Rn LB′−→E
CB−→Rn

X ′ 7−→ −→v 7−→ X

C'est-à-dire X = CB ◦ LB′(X ′).

Dé�nition 9.4. On note PB′
B l'isomorphisme CB ◦ LB′ de Rn. Sa matrice (dans la base

canonique de Rn) s'appelle la matrice de passage de B à B′.

Par dé�nition ses colonnes sont constituées des coordonnées des vecteurs −→uj
′ de la � nou-

velle base � B′ exprimés dans � l'ancienne base � B.
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Théorème 9.5. 1. On a X = PB′
B X ′.

2. Toute matrice de passage est inversible et (PB′
B )−1 = PB

B′.

Démonstration. On a déjà vu 1. Pour 2, PB′
B = CB ◦LB′ est un isomorphisme car CB et LB′

le sont. Son inverse est

(PB′

B )−1 = (LB′)−1 ◦ C−1
B = CB′ ◦ LB = PB

B′ .

Remarque 9.6. En fait, d'après (8), PB,B′ est aussi la matrice de l'application identité

Id : Rn → Rn

−→v 7→ −→v

écrite dans B′ au départ et dans B à l'arrivée ! C'est-à-dire que

PB′

B = MatB′,B(Id). (9)

On remarque inversement que toute matrice inversible P s'interprète comme une matrice
de passage. En e�et, cette matrice P est de rang n, c'est-à-dire que ses colonnes forment une
famille génératrice de n vecteurs de Rn, et donc une base. P est alors la matrice de passage
PB′
B où B′ est constituée des vecteurs colonnes dans la base initiale.

Attention à la terminologie !

Malgré son nom, la matrice de passage de B à B′ permet de calculer les coordonnées
d'un vecteur −→v dans B (� l'ancienne base �) connaissant celles dans B′ (la � nouvelle
base �), et non l'inverse.

Si on veut calculer les nouvelles coordonnées à l'aide des anciennes, il faut échanger
B et B′, c'est-à-dire utiliser

X ′ = PB
B′X = (PB′

B )−1X.

Il faut donc inverser la matrice PB′
B .

L'application PB′
B pousse bien B sur B′ mais fait le contraire au niveau des coordon-

nées. On dit que les coordonnées sont des quantités contravariantes.2

2. On pourrait dire contrariantes :)

53



Un exemple. Dans R2, on considère la base canonique B = Bcan = (−→e1 ,−→e2 ) et la base
tournée d'un angle θ : B′ = (−→v1 ,−→v2) avec

−→v1 = (cos θ, sin θ) et −→v2 = (− sin θ, cos θ).

La matrice de passage de B à B′ est PB′
B =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
et si −→v = (x, y) dans la base

canonique B, on a −→v = (x′, y′)B′ dans la base B′ avec

X =

(
x

y

)
= PB′

B X ′ =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
x′

y′

)
⇔

{
x = x′ cos θ − y′ sin θ

y = x′ sin θ + y′ cos θ

qui exprime les anciennes coordonnées (que l'on connaît déjà, dans la base canonique) à
l'aide des nouvelles (que l'on voudrait connaître, dans B′) !

Pour avoir X ′ à l'aide de X, il faut inverser PB′
B , soit en utilisant la relation générale du

théorème 5.8, soit en remarquant que PB′
B est en fait la matrice de la rotation d'angle θ, et

que donc son inverse est la matrice de rotation d'angle −θ :

(PB′

B )−1 = PB
B′ =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
.

On a donc

X ′ = (PB′

B )−1X ⇔

{
x′ = x cos θ + y sin θ

y′ = −x sin θ + y cos θ

La transformation X 7→ X ′ est la rotation d'angle −θ. Cela signi�e que, vu de la nouvelle
base B′, le vecteur −→v semble avoir tourné en sens inverse de −θ par rapport à sa position
dans la base de départ. En fait, ce n'est pas −→v qui a bougé, mais le repère !

C'est un point important à bien saisir dans cette notion de changement de base : on
s'intéresse à l'application identité, qui ne déplace aucun vecteur, mais exprimée dans des
bases di�érentes. Les coordonnées changent, pas les vecteurs. La physique exploite ce
genre d'idée, en privilégiant des lois vectorielles qui ne dépendent pas du repère choisi. Par
exemple le principe fondamental de la dynamique de Newton :∑−−−→

forces =
d−→p
dt

est une loi vectorielle valable dans tous les repères galiléens. Cette loi ne s'appuie pas sur
un choix explicite de coordonnées.

9.4 Changement de base pour les endomorphismes

Soit f : E → E un endomorphisme. Étant données deux bases B = (−→u1,
−→u2, · · · ,−→un) et

B′ = (−→u1
′,−→u2

′, · · · ,−→un
′) de E, on peut associer deux matrices à f :

A = MatB(f) et A′ = MatB′(f).
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On note en�n P = PB′
B la matrice de passage de B à B′.

Théorème 9.7. Avec les notations précédentes, on a

A′ = P−1AP.

Démonstration. On donne deux preuves.

- La première est abstraite : on exprime f = Id ◦ f ◦ Id ( !) matriciellement dans les bases

B′fB′ = (B′IdB)(BfB)(BIdB′)

⇔ MatB′,B′(f) = MatB,B′(Id) MatB,B(f) MatB′,B(Id) d'après (9),

⇔ A′ = P−1AP.

- La seconde preuve utilise la formule de changement de base pour les vecteurs. Soit −→u
quelconque et −→v = f(−→u ). On note X et X ′ les coordonnées de −→u , et Y et Y ′ celles de −→v .
On a, d'après le théorème 9.5,

AX = Y avec Y = PY ′ et X = PX ′

⇒ APX ′ = PY ′

⇒ (P−1AP )X ′ = Y ′ = A′X ′.

Comme cela est vrai pour tout X ′ ∈ Rn, les deux matrices A′ et P−1AP sont égales (en
prenant par exemple pour X ′ les vecteurs de la base canonique de Rn).

La formule précédente comporte l'inversion de la matrice de passage P , suivi du produit
de trois matrices. Ces calculs ne posent pas de problèmes pour les ordinateurs, mais sont
lourds et source d'erreurs quand ils sont fait à la main. Dans les exercices, il est souvent
plus intéressant et rapide de revenir à la dé�nition de A′ = MatB′(f) pour la calculer.
On calcule l'image des vecteurs de B′ par f dans la base B, en utilisant A. On exprime
ensuite les résultats dans B′. Les colonnes obtenues sont celles de A′. C'est formellement
équivalent au calcul général, mais souvent dans les exercices, l'image de la base B′ proposée
s'exprime simplement dans B′.

Exemple. Soit A =

−1 2 −2
−2 3 −2
−2 2 −1

 et f : R3 → R3, X 7→ AX l'application linéaire

associée dans la base canonique Bcan. On considère les vecteurs

−→u1 = (1, 1, 0) , −→u2 = (0, 1, 1) et −→u3 = (1, 1, 1).

55



On montre que B′ = (−→u1,
−→u2,
−→u3) est une base de R3 en calculant le rang de P =

1 0 1

1 1 1

0 1 1

.

On a

rang(P ) = rang

 1 0 1

0 1 0

0 1 1

 = rang

 1 0 1

0 1 0

0 0 1

 = 3,

et donc B′ est une base, et P s'appelle alors la matrice de passage de B à B′. Pour calculer
la matrice de f dans la base B′, on peut inverser P et calculer le produit A′ = P−1AP .

Ici, il est plus e�cace de remarquer que

A

1

1

0

 =

1

1

0

 , A

0

1

1

 =

0

1

1

 et A

1

1

1

 = −

1

1

1


⇔ f(−→u1) =

−→u1, f(−→u2) =
−→u2 et f(−→u3) = −−→u3.

On a donc A′ =

1 0 0

0 1 0

0 0 −1

. Géométriquement, f est la symétrie (non orthogonale) par

rapport au plan P engendré par −→u1 et
−→u2, et le long de la droite D engendrée par −→u3.

Dans la base B′, l'action de f est simple

f(x′−→u1 + y′−→u2 + z′−→u3) = x′−→u1 + y′−→u2 − z′−→u3.

On peut remarquer que f ◦f = Id, comme c'est le cas de toutes les symétries. Cela se traduit
matriciellement dans toutes les bases. On a la fois

A′2 = MatB′(f)2 = MatB′(f 2) = MatB′(Id) = I3

ce qui est clair sur A′, mais aussi nécessairement

A2 = MatB(f)
2 = MatB(f

2) = MatB(Id) = I3,

ce qui ne saute pas aux yeux !

9.5 La trace d'une matrice

On voit sur l'exemple précédent que les matrices A et A′ ont peu de points communs. Il
y a quand même un nombre simple à calculer qui est préservé (à part le rang).

Dé�nition 9.8. Soit

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 a2n
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

 ∈Mn(R)
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une matrice carrée. La trace de A est la somme des coe�cients diagonaux de A :

Tr(A) = a11 + a22 + · · ·+ ann.

Dans l'exemple précédent, on a Tr(A) = Tr(A′) = 1. Cette coïncidence est toujours véri�ée
dans un changement de base d'un endomorphisme.

Théorème 9.9. Si A et A′ ∈Mn(R) satisfont A′ = P−1AP , alors

Tr(A′) = Tr(A).

Cela provient du lemme suivant.

Lemme 9.10. Soient A, B ∈Mn(R), alors on a Tr(AB) = Tr(BA).

Démonstration du lemme. D'après (4), on a

(AB)ii =
n∑

j=1

aijbji

d'où

Tr(AB) =
n∑

i=1

(AB)ii =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijbji

=
n∑

j=1

n∑
i=1

bjiaij

=
n∑

j=1

(BA)jj = Tr(BA).

Démonstration du théorème. On a

Tr(A′) = Tr(P−1AP ) = Tr(APP−1)

par le lemme avec A = P−1 et B = AP . Comme PP−1 = I3, on obtient

Tr(A′) = Tr(AI3) = Tr(A).
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10 Évolution de systèmes et matrices de transition

Nous allons utiliser le calcul matriciel pour modéliser l'évolution d'un système possédant
un nombre �ni � d'états �. Nous traitons un premier exemple pour se familiariser avec cette
notion.

10.1 Un exemple : les e�ectifs dans un cycle d'étude

Le problème. Nous voulons étudier l'évolution des e�ectifs des étudiants dans un cycle
d'étude de deux ans L1 et L2. On a les données suivantes :

� chaque année, 90 nouveaux étudiants arrivent en L1 ;

� 50% des étudiants de L1 passent en L2, 25% redoublent et 25% abandonnent ;

� 50% des étudiants de L2 ont le diplôme, 25% redoublent et 25% abandonnent.

On peut résumer les données sous forme d'un graphe :

bac
+90 // L1

50% //

25%

$$I
II

II
II

II
I

25%

��

L2
50%//

25%

zzuuu
uu
uu
uu
u

25%

��

diplôme

abandons

On voudrait connaître :

1. l'évolution des e�ectifs, se stabilisent-ils, explosent-ils ?

2. le taux de réussite global du cycle.

Modélisation. On regroupe les e�ectifs de l'année n dans un vecteur

X(n) =

(
x1(n)

x2(n)

)
,

et on écrit une relation de récurrence entre X(n+ 1) et X(n). On a

X(n+ 1) =

(
x1(n+ 1)

x2(n+ 1)

)
=

(
1
4
x1(n) + 90

1
2
x1(n) +

1
4
x2(n)

)
=

(
1/4 0

1/2 1/4

)
X(n) +

(
90

0

)
c'est-à-dire

X(n+ 1) = MX(n) + E, (10)

avec M =

(
1/4 0

1/2 1/4

)
et E =

(
90

0

)
est le vecteur des entrées.

C'est une relation de récurrence sur le vecteur X(n). Cette suite est déterminée par les
e�ectifs initiaux X(0).
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Résolution dans le cas stable. On peut facilement implanter le calcul de la suite X(n)

avec Python pour di�érentes conditions initiales X(0), et en étudier numériquement l'évo-
lution. On peut aussi résoudre théoriquement le problème.

• On recherche d'abord les e�ectifs stables possibles. Dans ce cas, on doit avoir

X(n+ 1) = X(n) = X.

D'où, d'après (10)
X = MX + E ⇔ (I2 −M)X = E.

La matrice I2 −M =

(
3/4 0

−1/2 3/4

)
est échelonnée et inversible, de déterminant 9/16 et

d'inverse

(I2 −M)−1 =

(
4/3 0

8/9 4/3

)
,

d'après l'expression générale vue dans le chapitre précédent. On a donc

X = (I2 −M)−1(E) =

(
120

80

)
, (11)

c'est-à-dire que si les e�ectifs sont stables, on a

� 120 étudiants en L1 ;

� et 80 en L2.

� Dans ce cas, on a de plus un taux de réussite globale

diplômés
entrants

=
50%× 80

90
=

40

90
≃ 44%,

ce qui peut paraître élevé à première vue par rapport aux taux de réussite des années
prisent séparément. 2

Évolution des e�ectifs en général. Pour étudier l'évolution générale des e�ectifs, nous

les comparons aux e�ectifs stables X =

(
120

80

)
, en considérant la di�érence

∆(n) = X(n)−X.

Comme E = (I2 −M)X, la récurrence (10) s'écrit

∆(n+ 1) = X(n+ 1)−X = MX(n) + (I2 −M)X −X

= MX(n)−MX = M∆(n).

On a donc par une récurrence immédiate

∆(n) = Mn∆(0).

2. Ce qui se passe, c'est que les étudiants de cette �lière peuvent avoir leur diplôme � à l'usure �, en

redoublant plusieurs fois.
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Il faut calculer les puissances de M . On trouve

M =
1

4

(
1 0

2 1

)
, M2 =

1

16

(
1 0

4 1

)
, M3 = MM2 =

1

43

(
1 0

6 1

)
.

Ceci nous fait deviner que

Mn =
1

4n

(
1 0

2n 1

)
,

ce qui se véri�e facilement par récurrence en utilisant que Mn+1 = MnM .

Comme les coe�cients deMn tendent tous (très vite) vers 0 lorsque n→ +∞, on en déduit
que les composantes de ∆(n) = X(n)−X = Mn∆(0) tendent vers 0 quand n→ +∞.

En conclusion, on voit que les e�ectifs du cycle convergent vers les e�ectifs stables : 120
étudiants en L1 et 90 en L2, et ceci quels que soient les e�ectifs initiaux !

10.2 Matrices de transition et évolution de systèmes

L'exemple précédent décrit l'évolution d'une population à deux états (les deux années du
cycle) et dont les transitions d'un état à l'autre sont données par des probabilités. On peut
modéliser systématiquement ce genre de problème par du calcul matriciel.

Les chaînes de Markov.

On se donne un système qui peut être dans un certain nombre d'états E1, E2, · · · , En.
On suppose qu'il évolue d'un instant t à t+ 1 en suivant des probabilités de transition.

On note pij = probabilité de passer de l'état Ej à l'état Ei entre t et t+ 1.

Prenons par exemple le problème d'épidémie suivant, à trois états. On peut être malade
(M), immunisé (I), ou sain mais non immunisé (S). D'une semaine à l'autre,

� 20% des malades le restent, 80% guérissent et sont immunisés ;

� 90% des immunisés le restent, 10% ne le sont plus mais restent sains (mutation du
virus par exemple) ;

� 50% des personnes saines mais non immunisées le reste, 50% tombent malades.

L'ensemble des données peut se représenter dans un graphe, qui s'appelle une chaîne de

Markov.

M
80% //

20%

��
I

90%

��

10%����
��
��
�

S

50%

YY

50%

``AAAAAAAA

C'est joli, mais pour faire des calculs et quand le nombre des états augmente, il est bien plus
e�cace de représenter les données sous forme matricielle.
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Dé�nition 10.1. Lamatrice de transition de la chaîne de Markov est la matriceM = (pij),
où pij représente la probabilité de passer de Ej à Ei entre un instant et le suivant.

Cela donne dans notre exemple avec E1 = M , E2 = I, E3 = S

M =

0.2 0 0.5

0.8 0.9 0

0 0.1 0.5

 .

On remarque que la somme des coe�cients de chaque colonne fait toujours 1,
c'est-à-dire que pour tout j,

n∑
i=1

pij = 1. (12)

C'est une propriété générale des matrices de transition lorsque la liste des états est com-
plète. Ces sommes représentent la probabilité totale de passer d'un état donné à n'importe
quel autre.

La notion d'état mélangé. Puisque l'évolution au cours du temps de l'état de chaque
individu est aléatoire, on s'intéresse plutôt à l'évolution des di�érentes proportions xi de la
population qui sont dans les états Ei à chaque instant. On fabrique ainsi un vecteur

X(t) =


x1(t)

x2(t)
...

xn(t)

 .

Par exemple dans le cas précédent on part de X(0) =

0

0

1

 avant l'arrivée de l'épidémie,

et si X =

0.5

0.2

0.3

, alors 50% de la population est malade, 20% est immunisée et 30% saine

mais non immunisée. 3

Dé�nition 10.2. Un état mélangé X du système est un vecteur de composantes xi ≥ 0

et satisfaisant
n∑

i=1

xi = 1. (13)

Dans ce cas, les xi s'interprètent comme les probabilités pour le système d'être dans un
état Ei, ou encore si on étudie une population, la proportion des individus dans l'état Ei.

3. Attention pour écrire les nombres en Python : le séparateur décimal est le point.
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Évolution du système. L'évolution de ces probabilités d'un état mélangé est très simple
à calculer avec la matrice de transition M .

Théorème 10.3. On a

X(t+ 1) = MX(t) .

Démonstration. La composante xi(t+ 1) de X(t+ 1) est la probabilité d'être dans l'état Ei

à l'instant t + 1. On a donc en décomposant le calcul suivant les états possibles à l'instant
t :

xi(t+ 1) =
n∑

j=1

P
(
Ei(t+ 1) ∩ Ej(t)

)
=

n∑
j=1

P
(
Ei(t+ 1) sachant Ej(t)

)
× P (Ej(t))

=
n∑

j=1

pijxj(t) = (MX(t))i

On en déduit immédiatement par récurrence que :

Corollaire 10.4. On a X(n) = MnX(0).

Ces calculs s'e�ectuent très vite avec Python par exemple, et permettent donc d'observer
l'évolution de l'état du système. Dans le cas du modèle d'épidémie par exemple, on observe
un phénomène de convergence vers une état mélangé stationnaire X lorsque t → +∞. 4 De
plus cet état mélangé limite est indépendant de la situation de départ. C'est un phénomène
assez général comme on va le voir.

10.3 Existence des états mélangés stationnaires

État stationnaire.

Dé�nition 10.5. On dit qu'un état mélangé est stationnaire si X(n) = X est constant
au cours du temps. Comme on a toujours X(n + 1) = MX(n), d'après le théorème 10.3,
on a donc

MX = X

pour X stationnaire.

4. On verra peut-être en TP Python.
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Attention, au sens de cette dé�nition. Par exemple dans le cas d'une épidémie, le fait que
X reste stable ne signi�e pas que chaque individu reste dans le même état (sain, malade,
immunisé). C'est juste la proportion de la population dans chaque état qui reste stable.

La première question que l'on peut se poser est de savoir si une chaîne de Markov possède
toujours un état mélangé stationnaire. C'est bien le cas.

Théorème 10.6 (Existence d'état stationnaire). Soit M une matrice de transition. Alors

M possède au moins un état mélangé stationnaire.

Démonstration. C'est un résultat intéressant et accessible, mais assez délicat, avec plusieurs
étapes. On commence par montrer qu'il existe un vecteur non nul X tel que MX = X.

On utilise la matrice ligne L = (1, 1, · · · , 1). Elle correspond à une application linéaire de
Rn dans R dé�nie par LX =

∑n
i=1 xi qui intervient dans l'équation (13) LX = 1 des états

mélangés.

On commence par remarquer que LM = L. En e�et

LM = (1, 1, · · · , 1)


p11 p12 · · · p1n
p21 p22 · · · p2n
...

...
. . .

...
pn1 pn2 · · · pnn


= (

n∑
i=1

pi1,
n∑

i=1

pi2, · · · ,
n∑

i=1

pin) = (1, 1, · · · , 1) = L

d'après (12).

Remarque 10.7. La propriété LM = L implique en particulier que M transforme un état
mélangé en un autre, comme il découle déjà du théorème 10.3. En e�et, si X est un état
mélangé, alors X est un vecteur à coordonnées positives et tel que LX = 1 par (13), alors
MX est aussi à coordonnées positives (car pij ≥ 0) et L(MX) = LX = 1.

On poursuit la preuve. Comme LM = L, alors L(M − In) = 0. Il découle que l'image
de M − In est inclus dans kerL. En e�et, pour tout V ∈ Rn, L((M − In)V ) = 0. Comme
L : Rn → R est surjective (puisque L ̸= 0), on a dimkerL = n− 1 par le thm du rang. Par
conséquent,

rang(M − In) = dim Im(M − In) ≤ dimkerL = n− 1.

Mais alors, de nouveau par le thm du rang appliqué à M − In, on a

dimker(M − In) = n− rang(M − In) ≥ 1,

et il existe un vecteur non nul X tel que (M − In)X = 0⇔MX = X.

Ce n'est pas �ni car le vecteur X = (x1, x2, · · · , xn) n'est pas nécessairement un état
mélangé ! Il faudrait en plus que xi ≥ 0 et

∑n
i=1 xi = 1. On considère à la place le vecteur
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noté |X| = (|x1|, |x2|, · · · , |xn|). De MX = X, on déduit que pour chaque i

(M |X|)i =
n∑

j=1

pij|xj| ≥ |
n∑

j=1

pijxj| ≥ |(MX)i| = |xi| = |X|i. (14)

On a aussi
n∑

i=1

(M |X|)i = L(M |X|) = L|X| =
n∑
i=i

|X|i ,

puisque LM = M . La somme des inégalités (14) est donc une égalité. Il s'ensuit que chaque
inégalité (14) est une égalité. D'où (M |X|)i = |X|i pour tout i et donc M |X| = |X|. Alors
le vecteur multiple Y = |X|/

∑n
i=1 |xi| est un état mélangé stationnaire.

Concrètement, pour calculer un état stationnaire, il faut résoudre le système linéaire
MX = X ⇔ (M − In)X = 0 et chercher une solution avec xi ≥ 0. On renormalise en-
suite le vecteur obtenu pour avoir aussi

∑n
i=1 xi = 1.

10.4 Le théorème de Perron-Frobenius.

La question suivante est de savoir si la suite des états mélangés X(n) converge (se � sta-
bilise �) vers un état stationnaire ? Celui-ci est-il indépendant de la condition initiale ? Ceci
n'est pas vrai en général sans hypothèse supplémentaire sur M .

Exemple 10.8. Considérons un système à deux états A et B. On note p la probabilité de
passer de A à B entre t et t+ 1, et q celle de passer B à A.

A
p

++

1−p

��
B

q

kk

1−q

��

La matrice de transition associée (avec la convention de ce cours) est

M =

(
1− p q

p 1− q

)
.

• Si 0 < p < 1 et 0 < q < 1, on trouve un seul état stationnaire, et on peut montrer que
X(n) converge vers celui-ci (à voir en TD).

• Si p = 0 et q = 0, par contre tout état initial est stationnaire puisque M = I2. Il y en a
donc plusieurs possibles. Ici les sous-systèmes A et B sont déjà stables.

• Si p = 1 et q = 1 par exemple, le système oscille indé�niment entre A et B. On a

M =

(
0 1

1 0

)
. On véri�e qu'il y un unique état mélangé stationnaire : X = (1/2, 1/2). Par

contre, comme M2 = I2, la suite de vecteur X(n) = MnX(0) est périodique de période 2 et
ne converge donc pas du tout vers X (sauf si on part de X) !

On introduit une condition qui permet d'éviter ces cas de �gure.
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Dé�nition 10.9. On dit que la matrice de transition est irréductible si il existe une
puissance k telle que tous les coe�cients de Mk sont > 0.

Par exemple, dans le cas précédent, M est irréductible ssi 0 < p < 1 et 0 < q < 1.

Dans le modèle d'épidémie du paragraphe 10.2, M est irréductible puisque

M2 =

0.04 0.05 0.35

0.88 0.81 0.4

0.08 0.14 0.25

 .

L'hypothèse d'irréductibilité assure que M mélange les di�érents états. On peut passer
de n'importe quel état j à un état j en k étapes. L'évolution du système ne possède pas
de � cycle � ni de � cul-de-sac �. Il ne se décompose pas non plus en sous-systèmes qui
évoluraient sans intéraction.

On a alors le résultat général suivant.

Théorème 10.10 (Théorème de Perron-Frobenius). Si M est irréductible, alors il existe

un unique état mélangé stationnaire X, et de plus, quel que soit l'état mélangé initial du

système, on a

X(n)→ X lorsque n→ +∞.

On a vu la preuve de l'existence d'un état mélangé stationnaire en général. Mais son
unicité et le résultat de convergence est admis car la démonstration est du niveau L3 math.
Cela ne doit pas empêcher de connaître ni d'utiliser ce résultat pratique !

10.5 Sur le PageRank de Google

Les notions précédentes ont de nombreuses applications, en biologie, statistique, etc. Une
application assez récente et spectaculaire est liée au PageRank de Google.

Lorsque l'on envoie une requête à un moteur de recherche, celui-ci doit d'abord rechercher
tous les sites référencés liés à votre liste de mots, et ensuite, classer les résultats pour les
présenter. Il faut donc en quelque sorte attribuer une une � note � aux documents, sans pour
autant qu'aucun humain ne les ai tous lus pour juger de leur intérêt relatif ! Cette note est
le PageRank, dont l'e�cacité fut une raison du succès de Google.

L'idée est la suivante. Le réseau internet est modélisé par un graphe gigantesque. Ces
sommets sont les pages référencées (N ≃ 25 × 109 avec les chi�res de 2007). Des liens
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pointent de ces pages vers d'autres pages.

On imagine maintenant que l'utilisateur clique au hasard sur ces liens et on essaye de
déterminer l'importance d'une page donnée en fonction de la fréquence ou probabilité de
tomber dessus en un grand nombre de clics. Cela ressemble aux problèmes précédents de
chaîne de Markov, avec des états numérotés par les di�érentes pages, mais cela ne marche
pas tel quel. En e�et, certaines pages sont des � culs-de-sac � car elles ne contiennent pas de
liens. Pour fabriquer une matrice de transition avec le réseau, on rajoute des liens virtuels un
peu partout, mais de très faible poids, à l'aide d'un paramètre 0 < q < 1 supplémentaire. 5

Supposons qu'il y ait N pages Pj référencées, et que chaque page Pj contienne kj liens.
Les fondateurs de Google, Brin et Page, ont dé�ni la � matrice du réseau � G, de taille
N ×N par

Gij =


1−q
kj

+ q
N

si Pj pointe vers Pi ,
q
N

si Pj ne pointe pas vers Pi et kj ̸= 0,
1
N

si kj = 0.

Proposition 10.11. La matrice G est une matrice de transition.

Démonstration. On a pour tout j,

N∑
i=1

gij =

{
kj(

1−q
kj

+ q
N
) + (N − kj)

q
N

= 1 si kj ̸= 0,

N × 1
N

= 1 si kj = 0.

Comme de plus, on a gij > 0 pour tout i, j, la matrice G est irréductible et le théo-
rème 10.10 s'applique. On a donc qu'il existe un état stationnaire unique R tel que quelque
soit l'état X d'origine

GnX → R.

La composante Ri de R représente la fréquence de visite de la page Pi, en naviguant au

hasard sur internet. C'est une mesure de � l'importance � de cette page, et est un ingrédient
important du PageRank de la page Pi. Bien sûr, ce n'est pas le seul, le business ayant son
mot à dire !

Les étudiants que ces notions intéressent peuvent consulter les pages Wikipedia des chaînes
de Markov ou du PageRank.

5. Il semble que q ≃ 0, 15 soit utilisé en pratique.
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11 Diagonalisation en dimension 2

On a vu dans le chapitre précédent des problèmes d'évolution de systèmes mettant en jeu
une suite de vecteurs X(n) satisfaisant une relation récurrence du type X(n+ 1) = MX(n)

avec M matrice de transition.

La solution abstraite est X(n) = MnX(0) mais le problème concret reste d'évaluer Mn

en général, ou au moins de donner son comportement lorsque n est grand. Le théorème
de Perron-Frobenius répond à la question pour des chaînes de Markov irréductibles mais
reste un peu mystérieux ! Existe-t-il une méthode générale pour attaquer le problème pour
d'autres situations mettant en jeu des puissances de matrices ?

11.1 Motivations. Exemples de problèmes linéaires en dimension 2

Voici d'autres exemples de problèmes d'évolution qui peuvent se modéliser en algèbre
linéaire. Mais attention, ces modèles ne sont que des modèles de phénomènes naturels sim-
pli�és sous certaines hypothèses, pas la réalité !

La suite de Fibonacci.

Voici le problème posé par Leonardo Fibonacci en 1202. Il s'agit d'une modélisation de la
croissance d'une population de lapins.

� Quelqu'un a déposé un couple de lapins dans un certain lieu, clos de toutes parts, pour
savoir combien de couples seraient issus de cette paire en une année, car il est dans leur
nature de générer un autre couple en un seul mois, et qu'ils enfantent dans le second mois
après leur naissance. �

Ce n'est évidemment qu'un modèle ! Ici les lapins n'ont pas de prédateurs, pas de problème
de place ni de nourriture, et ils sont immortels ! Cela peut malgré tout marcher un peu sur
des laps de temps assez court par rapport à leur durée de vie et dans un environnement
protégé.

On note un le nombre de couple de lapins l'année n. On a ici u1 = u2 = 1, puis u3 =

u2 + u1 = 2, u4 = u3 + u2 = 3, etc... Cette suite de nombres entiers s'appelle la suite de

Fibonacci (voir la page Wikipedia : Suite de Fibonacci).

C'est la suite dé�nie par la donnée de la condition initiale u0 = 0 et u1 = 1 (ou u1 = u2 = 1)
et la formule de récurrence

un+2 = un+1 + un.

On aimerait avoir une formule pour un, et connaître en particulier la vitesse d'expansion de
la population. Par exemple, est-ce que un+1/un converge ?

Puisqu'en fait la suite de récurrence dépend de deux termes consécutifs, une idée est de
suivre l'évolution d'un vecteur de R2. Si on pose

X(n) =

(
un

un+1

)
,
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alors on a

X(n+ 1) =

(
un+1

un+2

)
=

(
un+1

un+1 + un

)
=

(
0 1

1 1

)(
un

un+1

)
= AX(n)

avec A =

(
0 1

1 1

)
. La solution matricielle est donc X(n) = AnX(0). La solution du problème

revient donc à trouver une méthode pour calculer explicitement An !

De manière plus générale, toutes les suites récurrentes de la forme

un+2 = aun+1 + bun

se modélisent de la même manière X(n+ 1) = AX(n) avec une matrice associée

A =

(
0 1

b a

)
.

Bib Bip et les coyotes.

Voici un exemple de système proies-prédateurs tiré du livre � Linear Algebra with Appli-
cations � d'Otto Bretscher.

On trouve dans le désert du Mexique deux espèces : les coyotes et les coucous-coureurs
ou Grand Géocoucou) 6. Si si, Bip Bip existe vraiment et ces oiseaux sont tellement rapides
qu'il peuvent attaquer et tuer un crotale, voir la vidéo Géocoucou vs crotale ! D'une année
à l'autre la population c(t) des coyotes et r(t) des coucous (roadrunners en anglais) évolue
suivant les formules {

c(t+ 1) = 0.86c(t) + 0.08r(t)

r(t+ 1) = −0.12c(t) + 1.14r(t)

tant que ces quantités restent positives. Remarquer les signes des coe�cients, les coyotes
se reproduisent d'autant plus qu'il y a de coucous (à manger !) (+0.08r(t)), alors que c'est
l'inverse pour les coucous (−0.12c(t)).
Ici le vecteur X(t) = (c(t), r(t)) suit la loi d'évolution

X(t+ 1) = AX(t) avec A =

(
0.86 0.08

−0.12 1.14

)
,

et il faut encore calculer An pour prédire l'évolution du système.

Un exemple en biologie : le couple glucose-insuline.

Encore un exemple tiré du livre � Linear Algebra with Applications � d'Otto Bretscher.

L'insuline est une hormone qui régule le taux de glucose dans le sang. On mesure leur
concentration (g(t), h(t)) heure après heure après un repas copieux, relativement à leur taux
à jeun. On peut modéliser que{

g(t+ 1) = 0.9g(t)− 0.4h(t)

h(t+ 1) = 0.1g(t) + 0.9r(t)
,

6. Leurs aventures ont été immortalisées dans les dessins animés � Bib bip et Vil Coyote �.
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ce qui est encore un système d'évolution du type

X(t+ 1) = AX(t) avec A =

(
0.9 −0.4
0.1 0.9

)
.

Comment les concentrations vont-elles évoluer vers leur valeur à jeun ((0, 0) ici) ?

Deux oscillateurs couplés.

Nous n'avons décrit pour l'instant que des systèmes d'évolution avec des temps t 'discrets'.
On avait t = n avec n entier. Il existe aussi des systèmes à temps continu, c'est-à-dire du
type

X ′(t) = AX(t) ou X ′′(t) = AX(t)

avec X(t) vecteur et X ′(t), X ′′(t) ses vecteurs dérivées (vecteurs vitesse et accélération en
physique).

Voici un exemple qui vient de la mécanique. On considère deux masses M1 et M2 liées à
un support �xe par deux ressorts R1 et R2 (une force élastique). M1 et M2 sont de plus liées
entre-elles par un troisième ressort R3. Il s'agit de deux oscillateurs couplés car les masses
interagissent entre-elles. Pour simpli�er les calculs on suppose que les masses de M1 et M2

sont égales à m. On suppose aussi que les ressorts R1 et R2 ont même raideur k. On note k3
la raideur de R3.

On mesure la position des masses x1(t) et x2(t) par rapport à leur position d'équilibre,
c'est-à-dire que x1 = x2 = 0 est une position d'équilibre du système et on mesure les
oscillations par rapport à ses positions. Quand on déplace M1 et M2, il s'exerce un surcroit
de force élastique sur elles. On trouve :

� sur M1 : f1 = −kx1(t) + k3(x2(t)− x1(t)) = −(k + k3)x1(t) + k3x2(t),

� et sur M2 : f2 = k3(x1(t)− x2(t))− kx2(t) = −(k + k3)x2(t) + k3x1(t).

D'après la principe de la dynamique (loi de Newton) on a

(S)

{
mx′′

1(t) = f1 = −(k + k3)x1(t) + k3x2(t)

mx′′
2(t) = f2 = −(k + k3)x2(t) + k3x1(t)

.

On note, comme pour des oscillateurs simples,

ω0 =

√
k

m
et ω =

√
k3
m

.
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Ce sont des quantités homogènes à une fréquence (en 1/t).

En notant X(t) = (x1(t), x2(t)), le système (S) s'écrit

X ′′(t) = AX(t) avec A =

(
−ω2

0 − ω2 ω2

ω2 −ω2
0 − ω2

)
(15)

On aimerait savoir comment le système oscille ? Possède-t-il des mouvements périodiques ?
À quelle(s) fréquence(s) ?

On remarque que si k3 = 0, c'est-à-dire qu'il n'y a pas de ressort entre les deux masses,
alors ω = 0 et la matrice A est diagonale. La solution est simple dans ce cas. En e�et, le
système associé devient {

x′′
1(t) = −ω2

0x1(t)

x′′
2(t) = −ω2

0x2(t)
.

On a deux masses oscillant indépendemment (découplées). Les oscillations de chaque masse
sont périodiques de période 2π/ω0 dans ce cas avec

x1(t) = C1 cos(ω0t+ φ1) et x2(t) = C2 cos(ω0t+ φ2).

Remarque 11.1. À-propos de tous ces calculs avec cos, sin etc, la notation complexe est
bien plus e�cace pour les faire ! Les solutions complexes sont du type x(t) = Ceiω0t avec C

complexe, et les solutions réelles sont les parties réelles de ces fonctions. On a bien

x′(t) = Ciω0e
iω0t et x′′(t) = Ci2ω2

0e
iω0t = −ω2

0x(t).
7

11.2 Matrices diagonales et matrices diagonalisables

Nous allons voir comment diagonaliser les matrices 2 × 2. Cette technique permettra de
résoudre les problèmes que nous avons abordés. La plupart des idées exposées ici s'appliquent
aussi en dimension quelconque, mais pour simpli�er la présentation et certaines preuves nous
allons nous restreindre à R2. Vous reverrez et appronfondirez sûrement cela dans la suite de
votre cursus.

Les matrices diagonales.

Dé�nition 11.2. On dit qu'une matrice D de M2(R) est diagonale si elle s'écrit sous la
forme

D =

(
λ1 0

0 λ2

)
avec λ1 et λ2 des nombres réels.

Une matrice diagonale respecte les axes de coordonnées engendrés pas la base canonique
−→e1 et −→e2 et agit par homothétie sur chacune de ces doites car D(−→e1 ) = λ1

−→e1 et D(−→e2 ) = λ2
−→e2 .

7. Après cette introduction �euve, vous allez voir que les maths vous paraîtront faciles !
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Puissances de D et orbites des vecteurs.

Le calcul des puissance Dn d'une matrice diagonale est immédiat. On a

Dn =

(
λn
1 0

0 λn
2

)
En particulier la solution de la récurrence linéaire X(n + 1) = DX(n) avec X(0) = (x0, y0)

est
X(n) = (λn

1x0, λ
n
2y0).

Le comportement de chaque composante de X(n) pour n grand dépend de λi. On rappelle
que l'on a

|λn|


→ +∞ si |λ| > 1

→ 0 si |λ| < 1

= 1 si λ = ±1.
On peut ainsi avoir idée de l'allure des orbites des vecteurs, c'est-à-dire de la suite des X(n)

pour di�érentes conditions initiales X(0).

Exercice 11.3. Dessiner quelques orbites pour

D =

(
2 0

0 1/2

)
,

(
2 0

0 −1/2

)
,

(
2 0

0 3

)
,

(
1/2 0

0 1/3

)
.

Système di�érentiel X ′ = DX.

Les solutions des systèmes di�érentiels de la forme X ′(t) = DX(t) se calculent aussi
facilement. On obtient pour chaque composante que x′(t) = λ1x(t) et y′(t) = λ2y(t) d'où

X(t) = (etλ1x0, e
tλ2y0).

Ici, le comportement pour t grand dépend du signe des λi. On rappelle que

� si λi > 0, etλi tend vers +∞ si t tend vers +∞,

� si λi < 0, etλi tend vers 0 si t tend vers +∞,

Exercice 11.4. Dessiner quelques orbites (trajectoires) X(t) pour

D =

(
1 0

0 1

)
,

(
1 0

0 −1

)
,

(
−1 0

0 −2

)
,

(
0 0

0 1

)
.

71



Les endomorphismes et matrices diagonalisables.

Aucune des matrices rencontrées dans les exemples du premier paragraphe n'était diago-
nale. On a besoin d'une notion plus souple pour résoudre ces problèmes. C'est celle d'endo-
morphisme (de matrice) diagonalisable.

Dé�nition 11.5. On dit qu'un endomorphisme f : R2 → R2 est diagonalisable s'il existe
une base B de R2 dans laquelle la matrice de f est diagonale.

De manière équivalent, on dit qu'une matrice carrée A ∈ M2(R) est diagonalisable s'il
existe une matrice inversible P telle que D = P−1AP soit une matrice diagonale.

Ces deux dé�nitions sont équivalentes. En e�et si A est la matrice de f dans la base
canonique Bcan et P est la matrice de passage de Bcan à la nouvelle base B, alors on sait que

MatB(f) = P−1 MatBcan(f)P = P−1AP

et donc f est diagonalisable ssi 'sa' matrice A l'est.

On a déjà étudié des endomorphismes diagonalisables dans ce cours. Par exemple les
projections et symétries sont diagonalisables.

En e�et si on a une somme directe R2 = D1⊕D2, on peut prendre une une base B de R2

de la forme B = (−→u1,
−→u2) avec D1 = Vect(−→u1) et D2 = Vect(−→u2). Si on note p la projection

sur D1 le long de D2 et s la symétrie par rapport à D1 suivant D2, alors on a par dé�nition{
p(−→u1) =

−→u1 et p(−→u2) =
−→
0

s(−→u1) =
−→u1 et s(−→u2) = −−→u2.

Les matrices de p et s dans la base B sont donc de la forme

P = MatB(p) =

(
1 0

0 0

)
et S = MatB(s) =

(
1 0

0 −1

)
,

Notez que si D1 et D2 ne sont pas les axes de coordonnées, les matrices de p et s ne sont pas

diagonales dans la base canonique (voir chapitre 8 et 9 du cours).

11.3 Valeurs propres et vecteurs propres

On voudrait savoir comment reconnaître les endomorphismes diagonalisables et trouver
des bases de diagonalisation. Cela passe par les notions vectorielles 8 de vecteur propre et
valeur propre.

8. C'est-à-dire indépendantes du repère.
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Dé�nition 11.6. Soit f un endomorphisme de R2. On dit qu'un vecteur −→v non nul est un
vecteur propre de f s'il existe un nombre réel λ tel que

f(−→v ) = λ−→v .

Le nombre λ associé à un vecteur propre −→v s'appelle une valeur propre.

Un endomorphisme f de R2 est diagonalisable s'il existe une base B = (−→u1,
−→u2) dans

laquelle la matrice de f soit diagonale. Il existe donc des réels λ1 et λ2 tels que

f(−→u1) = λ1
−→u1 et f(−→u2) = λ2

−→u2.

Les vecteurs −→ui de la base de diagonalisation sont donc des vecteurs propres de f et λ1, λ2

sur la diagonale des valeurs propres de f . On a donc par dé�nition.

Proposition 11.7. Un endomorphisme de R2 est diagonalisable si et seulement si il possède

une base de vecteurs propres.

Les endomorphismes de R2 ne sont pas tous diagonalisables. Voici deux exemples typiques.

Exemples d'endomorphismes de R2 non diagonalisables.

• Il existe des endomorphismes de R2 qui ne possèdent aucun vecteur propre.

Prenons par exemple une rotation d'angle θ non nul modulo π. On a

Rθ(
−→u ) = cos θ−→u + sin θ−→v

où −→v = Rπ/2
−→u (faire un dessin). Si −→u ̸= 0, on a donc Rθ(

−→u ) = λ−→u ssi sin θ = 0.

• Il existe aussi des endomorphismes de R2 qui possèdent une valeur propre mais ne sont

pas diagonalisable. Soit par exemple A =

(
0 1

0 0

)
. On a

A

(
x

y

)
= λ

(
x

y

)
⇔ y − λx = 0 et λy = 0.

Si λ ̸= 0 on trouve y = x = 0 et donc λ n'est pas une valeur propre. Par contre λ = 0 est
valeur propre et les vecteurs propres associés sont proportionnels à −→e1 = (1, 0). On ne peut
donc obtenir une base de vecteurs propres pour A.
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Comment reconnaître une valeur propre ? La notion d'espace propre.

L'équation f(−→v ) = λ−→v se réécrit f(−→v ) − λ−→v =
−→
0 c'est-à-dire (f − λId)−→v =

−→
0 . On a

donc
f(−→v ) = λ−→v ⇔ −→v ∈ ker(f − λId).

Proposition 11.8. Le nombre réel λ est une valeur propre de f ssi l'espace

Eλ = ker(f − λId) ̸= {−→0 },

c'est-à-dire ssi f − λId n'est pas inversible.

Lorsque λ est une valeur propre, le sous-espace vectoriel Eλ = ker(f − λId) s'appelle
l'espace propre associé à λ. C'est l'ensemble des vecteurs satisfaisant f(−→v ) = λ−→v . En di-
mension 2, lorsque λ est une valeur propre, Eλ est soit une droite, soit tout R2.

Exercice 11.9. Décrire f lorsque Eλ = R2.

Exercice 11.10. Trouver les valeur propres et vecteurs propres d'une matrice diagonale.

11.4 Le polynôme caractéristique

On va voir l'outil 'magique' qui permet de calculer les valeurs propres d'une matrice 2×2 9.

On a vu dans le chapitre 5.4 qu'une matrice A =

(
a c

b d

)
est inversible ssi son déterminant

detA = ad− bc ̸= 0. On a donc inversement que A n'est pas inversible ssi detA = 0.

Remarque 11.11. Si detA = 0, on voit directement que les colonnes de A sont proportion-
nelles. On peut aussi remarquer que les vecteurs (d,−b) et (−c, a) sont dans kerA.

D'après la proposition 11.8, λ est donc une valeur propre de A ssi

det(A− λI2) = 0.

Dé�nition 11.12. Soit A =

(
a c

b d

)
. La fonction λ 7→ PA(λ) = det(A − λI2) est un

polynôme de degré 2. Il s'appelle le polynôme caractérisque de A. On a

PA(λ) =

∣∣∣∣a− λ c

b d− λ

∣∣∣∣ = (a− λ)(d− λ)− bc

= λ2 − λTrA+ detA

avec TrA = a+ d et detA = ad− bc.

9. Quand elles existent, et même sinon ! ! ?
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On a donc �nalement le résultat suivant.

Théorème 11.13. Les valeurs propres (réelles) de A sont les (éventuelles) racines réelles

du polynôme caractéristique de A.

Le polynôme caractéristique PA(λ) = λ2−λTrA+detA de degré 2 a au plus deux racines
réelles, suivant la valeur du discriminant

∆ = (TrA)2 − 4 detA.

Cela donne au plus 2 valeurs propres (réelles). En fait PA possède toujours des racines

λ1 =
TrA−

√
∆

2
et λ2 =

TrA+
√
∆

2
(16)

mais elles sont complexes lorsque ∆ < 0 car alors ±
√
∆ = ±i

√
|∆| ∈ C. Lorsque ∆ = 0, P

possède une seule racine (double) λ = λ1 = λ2 =
1
2
TrA.

On a aussi toujours �nalement PA(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2) et les relations

λ1 + λ2 = TrA tandis que λ1λ2 = detA.

Lorsque λ est une racine complexe (non réelle) de PA(λ), on dit aussi que λ est une valeur
propre de A (mais complexe) cette fois. Cela correspond encore a une matrice A− λI2 non
inversible mais agissant sur les vecteurs à coordonnées complexes. Il existe donc un vecteur
−→v = (z1, z2) ∈ C2 avec A−→v = λ−→v . Attention, ce vecteur n'est pas réel et ne peut être utilisé
pour diagonaliser A dans R2. On verra malgré tout quoi en faire plus loin.

Exercice 11.14. Calculer les valeurs propres et vecteur propres complexes de A =

(
0 −1
1 0

)
.

A est-elle diagonalisable dans R2 ?

11.5 Synthèse

On peut maintenant faire la synthèse des résultats et énoncer le théorème principal de
diagonalisation dans R2.

Théorème 11.15. Soit f un endomorphisme de R2 de matrice A (dans une base quel-

conque). Soit

PA(λ) = det(A− λI2) = λ2 − TrAλ+ detA

le polynôme caractéristique de A et ∆ = (TrA)2 − 4 detA son discriminant. Alors :
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1. Si ∆ > 0, f possède deux valeurs propres distinctes λ1 et λ2 données par (16) et f
est diagonalisable dans une base B = (−→u1,

−→u2) de vecteurs propres avec f(
−→u1) = λ1

−→u1

et f(−→u2) = λ2
−→u2.

2. si ∆ = 0, alors λ = 1
2
TrA est la seule valeur propre de f et f n'est diagonalisable

que si f = λId.

3. Si ∆ < 0, f n'a pas de valeur propre réelle et n'est pas diagonalisable dans R2.

Démonstration. 1. Il faut juste véri�er que 2 vecteurs propres (non nuls) −→v1 et −→v2 associés
à des valeurs propres di�érentes λ1 et λ2 forment bien une base de R2. Il su�t de véri�er
qu'ils ne peuvent pas être colinéaires. En e�et, si on avait −→v2 = c−→v1 alors

λ2
−→v2 = f(−→v2) = cf(−→v1) = cλ1

−→v1 = λ1
−→v2 ⇔ (λ2 − λ1)

−→v2 =
−→
0 ,

ce qui n'est pas possible avec λ1 ̸= λ2 et
−→v2 ̸=

−→
0 .

2. Si f ne possède qu'une valeur propre λ est diagonalisable, alors il faut trouver une base
de vecteur propre B = (−→v1 ,−→v2) telle que f(−→v1) = λ−→v1 et f(−→v2) = λ−→v2 . Mais alors f(−→v ) = λ−→v

pour tout −→v et f = λId est une homothétie, avec Mat(f) =

(
λ 0

0 λ

)
diagonale dans toute

base !

3. Déjà vu. Le polynôme caractérisque PA(λ) n'a aucune racine réelle.

Que se passe-t-il si ∆ < 0 ?

On peut compléter la discussion quand il n'y a pas de valeurs propres réelles. (C'est à la
limite du programme mais utile pour traiter certains exemples du premier paragraphe.) Si
∆ < 0, le polynôme caractérisque possède 2 racines complexes conjuguées

λ =
TrA+ i

√
|∆|

2
et λ =

TrA− i
√
|∆|

2
.

Pour simpli�er les notations, on va noter λ = α + iβ. On va montrer le résultat suivant qui
permet de calculer quand même les puissances de A (de f).

Théorème 11.16. Avec les notations et hypothèses ci-dessus. Il existe une base B = (−→v1 ,−→v2)
de R2 telle que

MatB(f) = P−1AP =

(
α −β
β α

)
.

Autrement dit, f agit dans la base B comme une similitude hλ : z → λz avec λ = α+ iβ.

Si on écrit λ = α + iβ = |λ|eiθ alors on a pour n ∈ N,

MatB(f
n) = P−1AnP = |λ|n

(
cos(nθ) − sin(nθ)

sin(nθ) cos(nθ)

)
.
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Démonstration. La preuve va donner la méthode de calcul de la base B.

On sait que A− λId n'est pas inversible puisque PA(λ) = det(A− λI2) = 0. Il existe donc
un vecteur à coordonnées complexes −→v = (z1, z2) tel que A−→v = λ−→v . On a z1 = x1 + iy1 et
z2 = x2 + iy2 avec xi, yi réels. On peut décomposer le vecteur complexe −→v sous la forme

−→v = (x1, x2)− i(y1, y2) =
−→v1 − i−→v2

avec −→v1 = (x1, y1) et
−→v2 = (x2, y2) vecteurs réels.

On a alors

A−→v = A−→v1 − iA−→v2 = λ−→v = (α+ iβ)(−→v1 − i−→v2)
= (α−→v1 + β−→v2)− i(−β−→v1 + α−→v2).

On a donc, en identi�ant les parties réelles et complexes,

A−→v1 = α−→v1 + β−→v2 et A−→v2 = −β−→v1 + α−→v2 .

Cela donne le résultat à condition que B = (−→v1 ,−→v2) soit une base de R2. Sinon, −→v2 et −→v1
seraient colinéaires dans R2 et donc −→v serait aussi multiple de −→v1 ou −→v2 , ce qui contredirait
le fait que A ne possède pas de vecteur propre réel.

Comme la matrice de f dans B est celle de hλ, celle de fn est aussi celle de (hλ)
n = hλn

avec λn = |λ|neinθ. On peut aussi dire que si on note

S =

(
α −β
β α

)
= |λ|

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
,

alors S = P−1AP implique que

Sn = (P−1AP )(P−1AP ) · · · (P−1AP ) = P−1AnP.

Le résultat n'est pas évident, mais concrètement les orbites AnX(0) d'un vecteur X(0)

vont décrire des spirales divergentes si |λ| > 1, convergentes vers
−→
0 si |λ| < 1, et des ellipses

si |λ| = 1. La rotation est due à θ et la dilatation à |λ|. On verra des exemples en Python et
plus loin.

11.6 Applications aux problèmes d'évolution

Méthode générale.

Dans les applications, on a besoin de calculer des puissances de matrices An, ou de résoudre
des systèmes di�érentiels X ′(t) = AX(t) ou X ′′(t) = AX(t), avec des matrices A non
diagonales.
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On peut résoudre le problème si on sait diagonaliser A. En e�et, si on note P la matrice
de passage de la base canonique à la base B = (−→u1,

−→u2) de diagonalisation, on a

D = P−1AP =

(
λ1 0

0 λ2

)
⇔ A = PDP−1,

d'où

An = (PDP−1)(PDP−1) · · · (PDP−1) = PDnP−1

= P

(
λn
1 0

0 λn
2

)
P−1. (17)

Le principe est que les calculs deviennent diagonaux lorsque l'on travaille dans la base de
diagonalisation. Concrètement, si on utilise Y (n) = P−1X(n) qui donne les coordonnées de
X(n) dans la nouvelle base, on a bien

Y (n+ 1) = P−1APY (n) = DY (n).

Proposition 11.17. Finalement, on peut retenir que les solutions sont de la forme

X(n) = C1λ
n
1
−→u1 + C2λ

n
2
−→u2 (18)

où C1 et C2 sont obtenus par la condition initiale X(0) = C1
−→u1 + C2

−→u2.

Démonstration. C'est exactement ce que fait la formule (17) ! On a Y (0) = P−1X(0) =(
C1

C2

)
et

AnX(0) = PDnP−1X(0) = P

(
λn
1 0

0 λn
2

)(
C1

C2

)
= P

(
C1λ

n
1

C2λ
n
2

)
= C1λ

n
1
−→u1 + C2λ

n
2
−→u2,

puisque par dé�nition la matrice de passage P a pour colonnes −→u1 et
−→u2.

Systèmes di�érentiels. De la même façon, pour résoudre les systèmes di�érentiels

X ′(t) = AX(t) ou X ′′(t) = AX(t),

on utilise
Y (t) = P−1X(t).

Y (t) donne les coordonnées de X(t) dans la nouvelle base B = (−→u1,
−→u2). On a

Y ′(t) = P−1X ′(t) = P−1AX(t) = P−1APY (t)

= DY (t).
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Le système di�érentiel devient donc diagonal dans la base B. On a

Y (t) = (etλ1y1, e
tλ2y2)

dans la base B d'après le paragraphe 11.2.

La solution générale de X ′(t) = AX(t) dans la base canonique est de la forme

X(t) = PY (t) = y1e
tλ1−→u1 + y2e

tλ2−→u2, (19)

où y1 et y2 sont dé�nis par la condition initiale X(0) = y1
−→u1 + y2

−→u2.

• Dans le cas de X ′′(t) = AX(t) on obtient Y ′′(t) = DY (t), c'est-à-dire

y′′1(t) = λ1y1(t) et y′′2(t) = λ2y2(t),

pour Y (t) = (y1(t), y2(t)). On obtient alors

y1(t) = a1e
t
√
λ1 + b1e

−t
√
λ1 et y2(t) = a2e

t
√
λ2 + b2e

−t
√
λ2 , (20)

puis X(t) = PY (t). Les quatre inconnues a1, b1, a2, b2 sont déterminées ici par les données
de X(0) et X ′(0) (position et vitesse).

Attention ! Si λ1 (ou λ2) est< 0, les racines±
√
λ1 sont des nombres imaginaires±i

√
|λ1|.

Les solutions complexes sont de la forme

y1(t) = a1e
iω1t + a2e

−itω1t avec ω1 =
√
|λ1|.

Les solutions réelles sont les parties réelles de ces solutions. Elles sont oscillantes de la forme

y1(t) = a cos(ω1t) + b sin(ω1t) = r cos(ω1t+ φ). (21)

C'est le cas que l'on rencontre dans les problèmes mécaniques avec des forces de rappel
élastiques.

Retour sur la suite de Fibonacci.

On applique la technique à la suite de Fibonacci un+2 = un+1 + un avec u0 = 0 et u1 = 1

du début de chapitre 11.1. On a ici

X(n) =

(
un

un+1

)
et X(n+ 1) = AX(n) avec A =

(
0 1

1 1

)
.

Le polynôme caractéristique de A est

PA(λ) = det(A− λI2) =

∣∣∣∣−λ 1

1 1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − λ− 1.
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Le discriminant est ∆ = 5 > 0 donc la matrice est diagonalisable par le théorème 11.15, avec
des valeurs propres

λ1 =
1 +
√
5

2
et λ2 =

1−
√
5

2
.

Les vecteur propres de A satisfont

A

(
x

y

)
= λ

(
x

y

)
⇔

{
y = λx

x+ y = λy
⇔

{
y − λx = 0

(1 + λ− λ2)x = 0
(22)

La seconde équation est bien satisfaite lorsque λ est valeur propre et on a une base de
vecteurs propres en prenant −→u1 = (1, λ1) et

−→u2 = (1, λ2). D'après la proposition 11.17, on a

X(n) = C1λ
n
1
−→u1 + C2λ

n
2
−→u2

avec

X(0) = (0, 1) = C1
−→u1 + C2

−→u2 ⇔ C1 =
1√
5
= −C2.

Et �nalement, en prenant la première composante de X(n), on a calculé la suite de Fibonacci

un =
1√
5

((1 +√5
2

)n − (1−√5
2

)n)
.

Ce n'était pas évident ! C'est bien une suite d'entiers (malgré les apparences). Comme λ2 =
1−

√
5

2
≈ −0, 61, on a que λn

2 tend très vite vers 0 lorsque n tend vers +∞. Finalement, à un
très petit nombre près, on a

un ≈
1√
5

(1 +√5
2

)n
.

Et notre population de lapins s'étend exponentiellement avec une croissance

un+1

un

→ λ1 =
1 +
√
5

2
.

Remarque 11.18. Le nombre réel λ1 =
1 +
√
5

2
est célèbre ! Il s'appelle le nombre d'or. Il est

présent dans la nature, et cette � divine proportion � a été utilisée en peinture et architecture :
voir par exemple Wikipedia nombre d'or.

Remarque sur les suites récurrentes générales.

La méthode présentée s'applique à (presque) toutes les suites récurrentes de la forme

un+2 = aun+1 + bun

avec a et b réels (ou même complexes). En e�et, en posant X(n) = (un, un+1) elles se
modélisent de la même façon X(n+ 1) = AX(n) avec

A =

(
0 1

b a

)
.
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Le polynôme caractéristique est PA(λ) = λ2 − aλ− b, et l'équation des valeurs propres

PA(λ) = λ2 − aλ− b = 0

s'appelle l'équation caractérisque de la suite. Si le discriminant ∆ = a2 − 4b ̸= 0, on trouve
deux valeurs propres λ1 et λ2, et des vecteurs propres

−→u1 = (1, λ1) et
−→u2 = (1, λ2) comme

dans (22). En conclusion, les solutions sont aussi de la forme

un = C1λ
n
1 + C2λ

n
2 ,

avec C1 et C2 calculés par les valeurs initiales u0 et u1.

À vous de jouer !

Je laisse la résolution des problèmes de Bip bip et les coyotes et du couple glucose-insuline
en exercices, ou à illustrer en Python. Il s'agit de calculer les valeurs propres des matrices
pour savoir dans quelle situation on est en fonction des valeurs obtenues. A-t-on à faire à
des systèmes stables, instables, oscillants ? Les coucous-coureurs et les coyottes peuvent-ils
coexister ? Cela dépend-t-il des conditions initiales ?

Les oscillateurs couplés.

On va revenir pour �nir sur l'exemple des oscillateurs couplés. On doit étudier d'après
l'équation (15) le système di�érentiel

X ′′(t) = AX(t) avec A =

(
−ω2

0 − ω2 ω2

ω2 −ω2
0 − ω2

)
.

Le polynôme caractéristique de A est

PA(λ) = λ2 − (TrA)λ+ detA

= λ2 − 2(ω2
0 + ω2)λ+ (ω2

0 + ω2)2 − ω4.

Son discriminant est

∆ = 4(ω2
0 + ω2)2 − 4((ω2

0 + ω2)2 − ω4) = 4ω4.

• Le discriminant est nul pour ω = 0, ce qui correspond à un système de deux masses
découplées oscillant à la même fréquence ω0/2π, voir paragraphe 11.1.

• Si ω ̸= 0, la matrice A possède deux valeurs propres distinctes

λ1 = −ω2
0 et λ2 = −ω2

0 − 2ω2.

Comme ces valeurs propres sont négatives, les solutions seront oscillantes d'après l'équation
(21) et de la forme

X(t) = r1 cos(ω0t+ φ1)
−→u1 + r2 cos(ω2t+ φ2)

−→u2
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avec ω2 =
√
|λ2| =

√
ω2
0 + 2ω2, et −→u1,

−→u2 les vecteurs propres correspondants de A.

On trouve facilement que −→u1 = (1, 1), ce qui correspond à un oscillation simultanée des
masses, avec x1(t) = x2(t), tandis que

−→u2 = (1,−1) correspond à des oscillations en opposition
de phase des masses : x1(t) = −x2(t).

Un mouvement général (non périodique !) est une superposition de ces deux mouvements.

Les deux fréquences ω0/2π et ω2/2π s'appellent les fréquences propres ou fréquences de

résonance du système. Vous verrez en physique pourquoi ! Les mouvements correspondants
s'appellent des modes propres.
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