S2 PCST ORsAY 2025-2026
ALGEBRE LINEAIRE RENFORCEE

Correction de la feuille de TD 4
FAMILLES LIBRES, GENERATRICES, BASES, DIMENSION

Exercice 1 - Famulle libre ou liée ?
Solent v; = (1,1,0), v2 = (4,1,4) et v3 = (2, —1,4).

1. Vérifier que v1 et v2 ne sont pas colinéaires, puis qu’il en est de méme pour vy et vs, ainsi que
pour v et vs3.

2. La famille F = (v1, ve, v3) est-elle libre ? Sinon, donner une relation de dépendance linéaire.
Réponses. 1. Immédiat.

2. On étudie le systéme Ajv; + Aovo + A3v3 = 0 <

AL+ 4)o 4 2)3 = 0 [A]+4x + 223 =0 M ]+40 +2x3=0

MF+A—A3=0& 3 —3X3=0< (=32 |—3X3=0

4ho +4X3=0 4o +4X3 =0 0=0

Il y a des solutions, par exemple A3 = 1, Ao = —1 et A\; = 2, c’est-a-dire 2v; — vo + v3 = 0. La
famille F n’est donc pas libre. Elle engendre un plan. (Les vecteurs vy, ve et vs sont coplanaires.)

Exercice 2 - Coordonnées dans une base.
1. Vérifier que les vecteurs v1 = (1,0,0), v2 = (1,1,0) et v3 = (1,1,1) forment une base B de R3.
2. Calculer les coordonnées d'un vecteur v = (z,y, z) dans B.

3. Inversement, quelles sont les coordonnées dans la base canonique de R? du vecteur v = (2, ¢/, 2') g ?

Réponses.

11 1
1. B = (v1,v2,v3) est une base de R? ssi la matrice associée P = [0 1 1| est de rang 3, ce qui
0 0 1

est le cas (déja échelonnée).

2. Les coordonnées ', ¢, 2’ de v = (x,y, z) dans B satisfont 2'vq + y've + 2'vg = v &

x/ T d+y +2 =x d=r—y =2y
Ply|=|v|* y+id=yeqy=y-2=y—=z
7 z 2=z 2=z
T x/ x/ + y/ + Z/
3.Onvientdevoirque |y | =P |y | = y + 2 . (Pas de matrice a inverser dans ce sens
/ !/
z z z

de calcul.)

Exercice 3 - Extraction de base d’un systéme générateur.



Dans R* on considére les vecteurs

vy = (1,-1,2,0), vo = (0,2,1,1), v3 =(1,1,3,1), v4 = (2,0,5,1).

1. La famille F = (v1, va, v3,v4) est-elle libre ? Quel est son rang?

2. Soit E = Vect(F). Quelle est la dimension de E 7 Extraire de F une base de E.

Réponses.
1 01 2
. : . -1 2 10 ) .
1. Le rang de F est celui de la matrice associée A = 5 1 3 5| On échelonne en lignes
0 1 11
01 2 0 1 2
0 2 2 2 0 2 2
BE=l 11 1|70 0 0 0
0 1 11 0 0 0O

Comme rg F = 2 < 4 = Card(F) la famille F n’est pas libre.

En effet, on rappelle qu’une famille F est libre ssi c’est une base de ce qu’elle engendre, c’est-
a~dire que dim(Vect(F))(=rg F) = Card(F).

2. On adim F =rgF = 2. Le sev E est donc un plan. D’aprés un théoréme du cours, une base de
E est donnée par les vecteurs (v1,v2) qui correspondent aux indices des inconnues principales de A
(les deux premiéres colonnes de A).

Exercice 4 - Dimension et base d’un sev défini par un systéme d’équations.

1. Déterminer la dimension et donner une base du sev de R* défini par

E={v=(x,y,2t) €R* 2 —2y+ 32— 4t =0}.

2. Méme question avec

F={v=(z,y,2,t) eRY, 24+ 2y+24+20=0=—22—4y+ 2 —t}.

Réponses.

1. On a

v=(z,y,2,t) E E = x=2y—3z+4t
oo =y(2,1,0,1) + 2(—3,0,1,0) + £(4,0,0,1).

E est donc engendré par les 3 vecteurs v; = (2,1,0,1), v = (=3,0,1,0) et v3 = (4,0,0,1).
De plus ces vecteurs sont linéairement indépendants (a cause de leurs 3 derniéres coordonnées qui
décrivent la base canonique de R3). La famille B = (v, v2,v3) est donc une base de E qui est un
sev de dimension 3 de R*.



On a ici un cas particulier du théoréme du cours qui donne la dimension et une base d’un sev
E = Sol(S) défini comme solutions d’un systéme homogene (.5).

On rappelle que dans ce cas, dim E est le nombre d’inconnues non principales de (S), 3
ici : y, z et t. Et que chaque inconnue principale donne lieu & une solution particuliére dont la
collection forme une base de F.

2. On échelonne et résout le systéme définissant F'. On a v = (x,y, 2,t) € F &

T|=-2y—t
s+ 2+z+2=0 ([Z]+2y+z+2t=0 4

&S [z]=—t
—2r —4dy+z—1t=0 [32]+3t=0

y et t quelconques
sSv=(-2y—ty,—tt)
=9y(-2,1,0,0) +¢(—1,0,—1,1).

F est donc un plan (dimension 2) de base B = (v; = (—2,1,0,0),v3 = (—1,0,—1,1)).

Exercice 5 - Base incompléte.

1. Soient v; = (1,—2,1) et vy = (—1,2,1). Compléter la famille libre (v1,v2) en une base de R3.
2. Méme question avec v; = (1,—2,1) et v = (2,2, —1).

Réponses.

1.

Le théoréeme de la base incompléte affirme que 'on peut compléter une famille libre en une
base de R™ en rajoutant a cette famille libre certains éléments d’une famille génératrice de R™
choisie d’avance, comme par exemple la base canonique.

Ici, on peut essayer de compléter par B = (ve,v9,€1) avec e; = (1,0,0). On a

1 -1 1 -1 1 -1 1
rgB=rg|-2 2 0o|l=rgl0 0 2 |=rg|o0 ~1] =3.
1 0

1 0 2 -1 0o o0 [2]

C’est bien une base. Si cela ne marche pas avec e, on essaye avec ey etc.
2. Méme méthode. On trouve que rg(vi,ve,e1) = 2 (ne marche pas), mais rg(vy, ve, e2) = 3, d'oil
B = (v1, vz, e2) base de R3.
Exercice 6 - Soient E et F' deux sev non nuls de R™. On choisit une base Bg = (e1,--- ,ep,) de E
et Bp = (f1,---,fy) de F.
ﬁ
1. Montrer que la famille B U Bp = (e, ,ep, f1,- -+, fq) reste libresi ENF = {0 }.
2. En déduire que si dim E 4+ dim F' > n alors EN F # {6)}

3. Donner dans R" des exemples de couples de sev E et F' tels que dim E 4+ dim F' = n avec
EnF={0).

Réponses.



1. Soient A1, ---, Ay, p1, -+, pg tels que

%
Ater+ -+ Xpep tpfi+ -+ pgfe =0
Sv=Aer+- -+ Mpep=—(mfi+ -+ pgfy) EENFE

On a donc v = 6> par hypotheése sur ENF, puis Ay =--- =\, = 11 = -+ = iy = 0 car les familles
Bpg et Bp sont libres. La famille Bg LI Br reste donc libre.

2. La famille Bg U Br de R™ & dim E + dim F' éléments. Elle ne peut donc étre libre si
dim F + dim F' > n.

. e .
On a donc nécessairement £ N F # { 0 } dans ce cas d’aprés la question 1.

3. On peut prendre £ = Vect(ey,- - ,ep) et F' = Vect(epy1,--- ,en).



