S2 PCST ORsAYy 2025-2026
ALGEBRE LINEAIRE RENFORCEE

Correction de la feuille de TD 3
MATRICES INVERSIBLES

Exercice 1 - Matrices inversibles.

Décider si les matrices suivantes sont inversibles, et si oui, calculer leur inverse :

1 2 3 12 2 a 0 0 —c b
E=|012|,F=[13 2|,G=(0 b 0|, H= 0 —a
001 101 00 ¢ b a 0

Remarque. H est la matrice du produit vectoriel ¥ — W A ¥ avec & = (a,b,c).
Réponses.

e A n’est pas inversible car pas de taille carrée.
e En échelonnant B, on voit qu’elle est de rang 1 donc pas inversible. On peut aussi dire que

det B = _13 _62‘ =6 — (—3)(—2) = 0 = B pas inversible.

e On a det C = a? + b%, donc C est inversible ssi (a,b) # (0,0), et on a alors

1 a b
—1 _
¢ = a? + b2 <—b a> '

Remarque. C est la matrice de la similitude z — Az avec A = a + ib. Si A # 0, la réciproque
t la similitude d gl A _azib le voit ci-d
est la similitude de rapport — = — = ——— comme on le voit ci-dessus.
PPOEN T~ a2+ 02

e D est de rang 2 en I’échelonnant, donc pas inversible.

e F est de rang 3, donc inversible. On résout

T 2! r+2y+3z2=2a r=12"-2y—-3z=2" -2y +7
Elyl=1¢y]< y+2zz=9y o y=9y -2
z Z/ 0 _
zZ=2z z==z

T 1
sly|=E1'|y| avecEt=[0 1 =2
z 0



e Ona FX=X &
r+2y+2z2=2a
r+3y+22=y &

ac—l—z:z’

[@]+2y + 2z =2

{ y=y -2

2y—z=2 -2
[z]+2y + 2z =2

[z]=1"—2y — 2z = —32"+ 2y + 27
:y/—.’IJ/
[2]=32"—2y — 72

-3 2 2

D’oil F est inversibleet F~1 = [ -1 1 0 |. (Il vaut mieux vérifier que F~1F = I3 & la
3 -2 -1

PN :y,—.ZU/
—z=2 -2 420 —2')=-32" + 2y + 7
@{

fin du calcul!)
e La matrice G diagonale est inversible ssi a, b et ¢ sont non nuls, et on a directement

e Vous avez peut-étre vu en physique que WAW = 0. Cela s’écrit ici Hw = 0 (a veérifier!). Du
coup, soit (a,b,c) = (0,0,0) et la matrice H = 0 n’est pas inversible, soit on a que H n’est
pas injective puisque Hw = HO = 0 avec w # 0. H n’est donc jamais inversible.

Exercice 2 - Produit de matrices inversibles.

Soient A et B deux matrices inversibles de M, (R). Montrer que la matrice produit AB est aussi
inversible et donner une formule pour son inverse.

Réponse.

Soit Y € R"™ donné quelconque. On a ABX =Y < BX = A~'Y puisque A est inversible < X =
B~1A~'Y puisque B est aussi inversible. La matrice AB est donc inversible et (AB)~! = B~1A~L.

Remarque. Pour les mémes raisons, la composée f o g de deux bijections f et g (linéaires ou pas)
est toujours une bijection avec (fog) ™t =g 1o fL

Exercice 3 - Un probleme o méditer dans son bain !

Un joaillier de Syracuse utilisait pour confectionner ses bijoux un alliage d’or et d’argent ; métaux

de densités respectives 20 et 10 grammes par cm?®.

Le roi Hiéron II lui commanda une couronne de 5 kg, en exigeant que l'or en constitue au moins
90% de sa masse. Le joaillier lui procura une trés belle piéce, mais Archimeéde, I’ami du roi, doutait
de sa pureté. Alors qu’il prenait son bain, il eut une idée pour vérifier la composition de la couronne.
En la plongeant dans 1’eau, il constata que son volume était de 370 cm?.

1. Que s’est alors écrié Archimede?

2. Déterminer la matrice A qui, étant donné un bijou fabriqué par ce joaillier, applique le vecteur

masse d’or masse totale
, sur le vecteur Y = .
masse d’argent volume total



3. En déduire un calcul de la composition de la couronne.

4. Le joaillier a-t-il intérét a faire ses bagages rapidement ?

Réponses.
1. Euréka! (J’ai trouvé, en grec.)
2. D’aprés les données, on a :

masse totale = masse d’or 4+ masse d’argent

1 1
volume total = Q—Omasse d’or + Emasse d’argent

’ A 1 = = ! !
Cest-a-dire Y = AX avec A = (1/20 1/10>'

3. Comme det A = 1/20 # 0, la matrice A est inversible avec A~! = <_21 _2%0> D’ou

_ masse d’or _ —1v [ 2 —20\ [masse totale
X = <masse d’argent> =AY = <—1 20 > <V01ume total)
— (2099) o grammes
~ \2400) "8 '

4. La couronne contient 2600/5000 = 52% d’or. On est bien loin des 90% d’or demandés par le roi...

1 11
Exercice 4 - Soient A= |1 1 1] et I lamatrice identité de M3(R). Pour A parameétre réel, on
1 11

considére la matrice Ay = A — A\I.

1. Les matrices Ag = A et Ag sont-elles inversibles 7

2. Calculer A? et I’exprimer a I'aide A.

3. Pour X et p réels quelconques, développer le produit AyA, et I'exprimer & l'aide de A et I.

4. En déduire que pour A # 0 et 3, la matrice Ay est inversible et que son inverse est de la forme
kA, pour des réels k et p bien choisis .

Réponses.
11
1. On a en échelonnant rang A =rang | 0 0 0| =1 # 3 et donc A n’est pas inversible.
0 00
-2 1
De méme, rang A3 = rang = rang -3 3 | =2 # 3 et As n'est pas
3 -3

inversible.

2. On calcule A2 = = 3A.

W w w
W w w
w w w

3. On développe
ANA, = (A=A (A —pl) = A2 = XA — pAT + M\ul? = (3— X — p) A+ Al .
4. Soit A # 0 et 3. En prenant u = 3 — A, on obtient
AyAz_y = As_ AAA =AB-N1,

d’olt Ay est inversible et son inverse est A - Asz_y.
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