S2 PCST ORSAY 2023-2024
ALGEBRE LINEAIRE RENFORCEE

Examen du 14 mai 2024
DUREE 2H

La qualité de la rédaction interviendra dans 'appréciation de la copie. Les documents, calcu-
latrices et téléphones portables sont interdits.

Exercice 1 - Déterminer la dimension et une base du sev E de R* défini par

E={v=(2,y,2t) €ERY 2 —2y+ 32— 4t =0}.

Exercice 2 - On considére les deux vecteurs vy = (1,2) et vo = (1,3) de R2. On note By, = (€1, €2)
la base canonique de R2.

1. Vérifier que B = (v1,v2) est une base de R2. Donner la matrice de passage P de Bea, & B.
Calculer P~1. Quelles sont les coordonnées de e; = (1,0) et ex = (0,1) dans B?

Soit p la projection sur la droite D engendrée par vy le long de Dy engendrée par vs.
2. Que valent p(v1) et p(va) ? Quelle est la matrice M de p dans la base B = (v1,v2)?
3. Soit N la matrice de p dans la base canonique. Quelle est la relation entre M, N, P et P17
4. En déduire un calcul de N. Que vaut N2?
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Exercice 3 - Soient A = et I =10 1 0] la matrice identité de M3(R). Pour A
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parameétre réel, on note Ay = A — Al

1. Calculer les rangs de Ag(= A) et As.
2. Les matrices A et Az sont-elles inversibles 7 Sinon, donner des bases de ker A et ker As.

3. Déduire de ces calculs que 1’on peut trouver une base B = (v, vs,v3) de R3 dans laquelle la
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matrice de 'application linéaire f associée & A s’écrive D=0 0 0
0 0 3

4. La matrice A) est-elle inversible pour A # 0 et 37 (On pourra raisonner dans la base B.)
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Exercice 4 - Pour a paramétre réel donné, on considére la matrice M, = < 1 .
-1 a

1. Pour quelles valeurs de a la matrice M, est-elle diagonalisable dans Ma(R)?

2. On suppose désormais que |a| < 2 et on écrit a = 2 cosf pour un 6 €]0, «|.

Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de I'application linéaire f, associée & M,

o cosf —sinf
s’écrive Ry =

sind  cosd > (on ne demande pas de déterminer cette base).

Que vaut (Rg)"™ pour n € N*?

3. On considére une suite réelle (up,)nen satisfaisant w, o = atp41 —u, avec a = 2cos @ et 6 €]0, «].

Montrer & I'aide de la question précédente qu’il existe des réels Cq et Cy tels que

uy, = C1 cos(nf) + Caysin(nh) .



