S2 PCST ORSAY 2023-2024
ALGEBRE LINEAIRE RENFORCEE

Corrigé du partiel du 4 mars 2024

Exercice 1 - Echelonner et résoudre les systémes suivants :

r—2y+z=0 z+y+3z=0
(S1)§ —z+y+z=1, (S2)s2x+y+2z=1.
3r—3y+z2=1 x+y+z=2

Réponses. 2x[2 pts]

(S1) & —y+2z=1< +22:1<:>x:y:z:1.
3y —2:=1 1] = 4

[z]+y+32=0 [z]+y+32=0 r=-y—3z=1+z2
(S2) & —y—4z=1< —4z:1<:> y=—1—4z

—2y—8z2=2 0=0 z quelconque.

Exercice 2 - Montrer que
D={(z,y,2,t) ER* |z +y+z+t=0=x+2y+3z+4t =2+ 3y + 4z + 5t}
est une droite vectorielle et en donner un vecteur directeur u.

Réponses. |2 pts] On a v = (z,y,2,t) € D &

[z]+y+2z+t=0 [z]+y+2z+t=0 [z]=-y—2—-t=0
y+22+3t=0 < —|—22+3t:0<:) :—22—3t:t < ov=1t(0,1,-2,1),
2y +32+4t =0 —2t:0 [z] = —2t, t quelconque

c’est-a-dire que v appartient a la droite engendrée par u = (0,1, —2,1).

Exercice 3 - On s’intéresse au probléme suivant : étant donnés 5 nombres réels Ly, Lo, Cy, Cs, Cs,
a b c

d e f
Li=a+b+c, Ly=d+e+ f,Ci=a+d, Co=b+e, C3=c+ f.

trouver une matrice A = < ) dont les sommes de chaque ligne et colonne soient ces nombres

1. Ce probléme peut-il avoir, pour certaines valeurs de L1, Lo, C1, Co, (3, une unique solution ?
(Justifier.)

2. Ce probléme a-t-il toujours au moins une solution 7 Indication. Considérer L1+ Lo et C1+Co+4Cj.

Réponses.
1. [1,5 pt] Le systéme linéaire a résoudre a 6 inconnues (les coefficients de A) et 5 équations (les
valeurs des sommes). Il posséde donc au moins une inconnue non principale.

Il ne peut donc jamais avoir une solution unique (il peut en avoir aucune ou une infinité suivant
qu’il soit compatible ou non).



2. [1,5 pt] Si A est solution alors nécessairement
Li+Leo=a+b+c+d+e+ f=C1+Cy+ Chs.

Le probléme n’a donc pas de solution si Ly + Lo # Cy + Cy + Cs.
Remarque. Lorsque la condition Ly + Ly = C1 + Cy + Cj5 est satisfaite, il y a bien des solutions,

0 0 I A
Cl 02 f) avec f = L2 Cl 02 = 03 Ll.

par exemple A = (
-1 1

Exercice 4 - Soit A = (_2 5

) et f: X — AX lendomorphisme de R? associé.

1. Calculer f(X) pour X = (5)

2. Calculer A%. Que vaut (f o f)(X)?
3. Déterminer I'image par f de la droite vectorielle D engendrée par u = (1,2).

4. Déterminer I'image par f de la droite affine A passant par e; = (1,0) et de direction v = (1,1).

) B [ —z+y
Réponses. 1. [1 pt] On trouve f(X) = AX = <—2:U + 2y>'
-1 1

2. [1 pt] On obtient A? = (_2 5

> = A, dou (fo f)(X) = A2X = AX = <_‘2iigy>

3.[1pt]Ona f(uy=A4 <;) = (;) = u. image de D par f est engendrée par f(u) = u. C'est

donc D elle méme.

4. |1 pt] Les vecteur w de A sont de la forme e; + tv, et donc f(w) = f(e1) +tf(v) avec f(v) =
A (}) = <8> On a donc f(w) = f(e1) = (—1,—2) et 'image par f de A est réduite au vecteur
(—1,-2).

1 -2

Exercice 5 - Soient A = 121 et B=1[-1 2
011 5

1. Calculer, lorsque c’est possible, les produits A%, B2, AB et BA.
2. Que vaut BABA?

Réponses.

1. [1 pt] Les matrices A et B ne sont pas carrées, et donc A? et B? n’existent pas.
1 0 -1

) [1 ptlet BA=|-1 0 1 | |1 pt].
1 0 -1

0 0

On trouve AB = (0 0

2. |1 pt] On a alors BABA = B(AB)A = BOA = 0 (matrice nulle 3 x 3).

Exercice 6 - Pour t paramétre réel, on considére la matrice

1 0 ¢
My=10 1 0
0 01



1. Pour quels ¢ la matrice M; est-elle inversible ? Calculer son inverse (M;)~! dans ce cas.
2. Calculer le produit M - My .
3. En déduire un calcul de (M7)20%4. (Justifier.)

Réponses.

1. [0,54+1 pt] La matrice 3 x 3 M est inversible quel que soit ¢ car (déja échelonnée) de rang 3.
On a

1 0¢ | 1 00 100 | 1 0 —t
01 0] 010|]<|010]010
001 ] 001 001 1] 00 1
d’ou (Mt)_l = M,t.
1 0 t+¢t
2. [1 pt] On trouve Mt . Mt’ = 01 0 = Mt-‘y—t"
0 0 1

3. [1 pt] D’aprés la question précédente, on a M, M; = M, ; pour tout entier n. On a donc
(M1)2 = MQ, d’ou (M1)3 = (M1)2M1 = M2M1 — Mg.

Ceci nous améne a montrer par récurrence sur n que (M;)" = M,. En effet, cela est vrai pour
n=1,etsi (M)" = M, alors (My)"*! = (My)"My = M,M; = My, ;1.

On a donc (M7)?924 = Mogg, finalement.



