S2 PCST ORSAY 2023-2024
ALGEBRE LINEAIRE RENFORCEE

Corrigé de ’examen du 14 mai 2024

Exercice 1 - Déterminer la dimension et une base du sev E de R* défini par

E={v=(xy,z21t) R z—2y+32z—4t=0}.

Réponse.
[1 pt] E est donné par une équation avec 3 inconnues secondaires. On a donc dim F = 3.
[1 pt] On a

veEE S r=2y—3z+4t < v=1y(2,1,0,0)+ 2(-3,0,1,0) + ¢(4,0,0,1)

avec y, z et t quelconques.

Les 3 vecteurs v; = (2,1,0,0), va = (—3,0,1,0) et v3 = (4,0,0,1) forment une base de E car
¢’est une famille génératrice de E qui est de dimension 3.

Exercice 2 - On considére les deux vecteurs vy = (1,2) et vo = (1,3) de R2. On note Beap, = (€1, €2)
la base canonique de R2.

1. Vérifier que B = (v1,v2) est une base de R%. Donner la matrice de passage P de Beu, & B.
Calculer P~L. Quelles sont les coordonnées de e; = (1,0) et ez = (0,1) dans B?

Soit p la projection sur la droite D engendrée par vy le long de Dy engendrée par vs.
2. Que valent p(v1) et p(vz) ? Quelle est la matrice M de p dans la base B = (v1,v2) 7
3. Soit N la matrice de p dans la base canonique. Quelle est la relation entre M, N, P et P17

4. En déduire un calcul de N. Que vaut N2?

Réponses.

1. [0,5 pt] Les vecteurs v; et vg ne sont pas colindaires et forment donc une base de R?

[0,5 pt] La matrice de passage de Beg, & B est P = (; 21;)

3 -1

[0,5 pt] Son inverse est P! = <_2 )

), matrice de passage de B & Begp.

[0,5 pt] Ses colonnes donnent e; = 3v; — 2v9 = (3, —2)p et €2 = —v; +vo = (—1,1)p.

2. [3x0,5 pt] On a par définition p(vy) = v1, p(v2) = 0 d’ot M = Matg(p) = ((1] 8)

3.[1pt]Ona M =P NP N=PMPL
4. [1 pt] On calcule

verr = (0GOS -GG -0 )

[0,5 pt] On a N2 = N, comme pour toute matrice de projection.
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parameétre réel, on note Ay = A — Al
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Exercice 3 - Soient A = et I =(0 1 la matrice identité de Ms3(R). Pour A
0 0

= o O

1. Calculer les rangs de Ag(= A) et As.
2. Les matrices A et Az sont-elles inversibles 7 Sinon, donner des bases de ker A et ker As.

3. Déduire de ces calculs que I'on peut trouver une base B = (v, v9,v3) de R3 dans laquelle la

000
matrice de I'application linéaire f associée & A g’écrive D= [0 0 0
0 0 3

4. La matrice A) est-elle inversible pour X\ # 0 et 37 (On pourra raisonner dans la base B.)

Réponses.

1. [2 pts| On échelonne A et As. On a rang(A) =rang | 0 =1let
0

O O =

rang(Asz) =rang | 0 —3/2 3/2 | =rang 3/2 | =2.

1
0
0
0
0 3/2 =3/2 0 0 0
2. [1 pt] Les matrices 3 x 3 A et Az ne sont pas inversibles car de rangs différents de 3.
[0,5 pt] Onav = (z,y,2) EkerA s Av=0<2x4+y+2=0<x=—y— 2z ker A est donc le
plan engendré par v; = (—1,1,0) et v3 = (—1,0,1).
[0,5 pt] On a v = (z,y,2) € ker A3 & A3v =0 <

2 +y+2=0 ([=2z]+y+2=0
r=2y+2=0&1<-3y/2+32/2=0x=y=2=2.
r+y—22=0 3y/2—32/2=0

L’espace ker A3 est donc la droite engendrée par v3 = (1,1,1).

3. [1,5 pts] Comme Avs = 3vs # 0, vs n’est pas dans ker A = Vect(vy,v2) et la famille B =
(v1,v2,v3) est une base de R3. Par constrution, on a Av; = Avs = 0 et Avg = 3v3 et donc dans
cette base

000
Matg(f)={0 0 0| =D.
00 3
-2 0 0
4. [1 pt] Dans la base B la matrice de fy = f — A s’écrit Dy=D—- A= 0 —-X 0
0 0 3-=-2AX

Elle est de rang 3 et donc inversible si A # 0 et 3. Cela signifie que f) est un isomorphisme et
donc que Ay est inversible dans ces cas. (Le rang d’une application linéaire est la dimension de son
image, et ne dépend donc pas de la base de travail.)
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Exercice 4 - Pour a paramétre réel donné, on considére la matrice M, = ( 1 .
-1 a

1. Pour quelles valeurs de a la matrice M, est-elle diagonalisable dans Ma(R) ?



2. On suppose désormais que |a| < 2 et on écrit a = 2 cosf pour un 6 €]0, «|.

Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de 'application linéaire f, associée a M,

e cosf) —sin6
s’écrive Ry =

sing  cos > (on ne demande pas de déterminer cette base).

Que vaut (Rg)"™ pour n € N*?

3. On considére une suite réelle (uy,)nen satisfaisant w49 = aty41 —uy, avec a = 2cosf et 6 €0, 7.

Montrer & 'aide de la question précédente qu'’il existe des réels C et C tels que

u, = C1 cos(nB) + Caysin(nh) .

Réponses.

1. [1 pt] Le polynéme caractéristique de M, est
Prr,(\) = det(My — M) = A2 — (Tr M)A+ det M, = A2 —a\ + 1.

Le discrimininant est A = a2 — 4.

[3x0,5 pts] e Si |a| > 2, on a A > 0. La matrice M, posséde 2 valeurs propres réelles discinctes
et est diagonalisable dans Ms(R).

eSila| <2< a€]—22[,onaA <0et M, n’est pas diagonalisable dans Ma>(R).
e Sia=+2 A =0. La matrice M, a une valeur propre double A = a/2. Comme M, n’est pas

(déja) diagonale, elle n’est pas diagonalisable.

2. [1 pt] Pour a = 2cosf, on a Py, (\) = A2 —2Xcosf + 1 avec A = 4cos? ) — 4 = —4sin? 0 < 0.
Les valeurs propres complexes de M, sont

2cosf £ 2:sind
+ = 2

=cosf Lt isinf.

D’aprés le cours, il existe une base B dans laquelle

cosf) —sin6
Matp(fa) = (sin& cosé > =Ry

[0,5 pt] Ry est la matrice de la rotation d’angle . On a donc (Ry)"™ = Rpg = <cos(n9) - sm(n9)>.

sin(nf)  cos(nh)
Un+1

U U 0 1 u
X D= ") = ntl = ") = M,X(n).
(n+1) (Un+2> (—un + aup41 -1 a Un+1 «X(n)

[1 pt] On a donc X (n) = M X(0), avec

= et p (S0 SO

3. |1 pt] En posant X(n) = < tn >, on a

Les composantes de X (n), et en particulier u,,, sont des combinaisons linéaires fixes de cos(n#f)
et sin(nf) (dépendant des coefficients de P, P~!, ug et u1), comme souhaité.



