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Feuille TD 8 - Applications linéaires

Exercice 1. Montrer que les applications ci-dessous sont linéaires, les caractériser géométriquement et faire un dessin.

L fi(z,y) = (=, —y),
2. falx,y) = (3z,3y),
3. fa(z,y) = (z,—y),
4 fa(z,y) = (—z,y),
5. fs(z,y) = (*I— e+ By).
Exercice 2 (symétrie axiale). Soit D = {(z,y) € R? : ax + by = 0}.
1. Montrer que D est une droite vectorielle de R2, c'est & dire que c’est un sous-espace vectoriel de dimension
1 de R2. En donner un vecteur directeur.

2. Soit s : R? — R? I'application définie par s(z,y) = 2“’§+2§( b,a) — (x,y). Montrer que s est une application
linéaire.

3. Calculer I'image d'un vecteur qui appartient & D puis calculer I'image d'un vecteur orthogonal a D, par
exemple le vecteur (a, b).

4. En déduire la nature de I'application linéaire s.

Exercice 3. Soit f : R? — R? définie par f(x,y,2) = (22 — y, 2,0).
1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Calculer le rang rg(f) de f.
3. Déterminer le noyau ker(f) de f puis donner sa dimension. L'application f est-elle injective 7
4. Que vaut rg(f) + dimker(f)? Commenter.

Exercice 4 (projecteur orthogonal). Soit @ = (a,b,c) € R? \ {(07 0,0)} et soit f : R? — R I'application définie par

ax + by + cz

a? 4+ b2 + ¢2 (u, v, w).

V(l’,y,Z) € RB» f(lvyvz) =

1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Montrer que fo f = f.
3. Déterminer |'image et le noyau de f.

Exercice 5. Soit f : R? — RY et soit g : RY — R" deux applications linéaires. Montrer que g o f est aussi une
application linéaire.

Exercice 6. Soit f : R — R?, (2,y,2) — (z+y—2z,2—2y+3z). Donner la matrice de f dans les bases canoniques
de R3 et R?.
Exercice 7. Soit B = {e1,ez,e3} une base de R®. On note f I'application linéaire définie par f(e1) = e3, f(e2) =
—ep + eg + ez et fes) = es.

1. Ecrire la matrice Mats(f) de f dans la base .

2. Déterminer le noyau de f.

3. On pose f1 =e; —e3, fo =e1 —eg et f3 = —ey + ex + e3. Calculer e, e, e3 en fonction de f1, fo, fs.

4. Montrer que B’ = {f1, fa, f3} est une base de R3.
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5. Ecrire la matrice Mats (f) de f dans la base B’. En déduire la nature de I'application f.

6. On introduit la matrice P suivante :

Montrer que P est inversible et donner son inverse P!
7. Montrer que Matp (f) = P~'Matg(f)P.
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