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Feuille TD 7 - Bases et dimension des sous-espaces
vectoriels de Rn

Exercice 1. Donner un exemple de famille F1 qui est libre mais pas génératrice et un exemple de famille F2 qui est
génératrice mais pas libre dans R3.

Exercice 2. Montrer que les vecteurs v⃗1 “ p0, 1, 1q, v⃗2 “ p1, 0, 1q et v⃗3 “ p1, 1, 0q forment une bases de R3. Est-ce
que les vecteurs v⃗1 et v⃗2 forment une base de R3 ?

Exercice 3. Montrer que l’ensemble F “
␣

px, y, z, tq P R4 : x ` y ` z ` t “ 0
(

est un sous-espace vectoriel de R4

et en donner une base. Quel est la dimension de F ?

Exercice 4. Soit F1, F2 Ă Rn deux sous-espaces vectoriels tels que F1 Ă F2. Montrer que dimpF1q ď dimpF2q.

Exercice 5. Soit F “
␣

v⃗1, . . . , v⃗d
(

une famille de vecteurs de Rn. Montrer que F est liée si et seulement l’un des
vecteurs de F est une combinaison linéaire des autres vecteurs de F .

Exercice 6 (Idempotence des bases). Soit F Ă Rn un sous-espace vectoriel. Le but de cet exercice est de montrer
que toutes les bases de F ont le même cardinal.

1. Soit k, ℓ P N ∖ t0u tels que k ă ℓ et soit A P Matk,ℓpRq. Montrer qu’il existe un vecteur colonne non nul
X P Rℓ tel que AX “ 0. On pourra commencer par le cas où la matrice A est échelonnée.

Soient F1 “
␣

u⃗1 . . . , u⃗ku une famille génératrice de F et soit F2 “
␣

v⃗1 . . . , v⃗ℓu une famille libre de F . Par
définition du fait que F1 est génératrice, on peut trouver pour tout j P t1, . . . , ℓu des scalaires a1,j , . . . , ak,j P R tels
que

v⃗j “ a1,j ¨ u⃗1 ` ¨ ¨ ¨ ` ak,j ¨ u⃗k

et soit A “
`

ai,j
˘

.

2. Soit X “

˜

x1

...
xℓ

¸

. Montrer que si AX “ 0, alors
řℓ

j“1 xj v⃗j “ 0.

3. En déduire que k ě ℓ.

4. Conclure que toute les bases de F ont le même cardinal.


