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Exercice 1.1.— Soit f la fonction définie par

f(x) = x2 − 2x+ 1− 1

4
cosx.

(1) Calculer f ′(x) et f ′′(x) pour x ∈]0, 2[.
(2) Montrer que |f ′′(x)| ≤ 9

4 pour tout x ∈]0, 2[.
(3) Montrer que f(x) ≤ 3

4 − 2x+ 9
8x

2, pour tout x ∈]0, 2[. En déduire que f(1) < 0.
(4) Montrer que la fonction f s’annule au moins une fois sur chacun des intervalles ]0, 1[ et

]1, 2[. On énoncera soigneusement le théorème utilisé.
(5) En déduire que f ′ s’annule au moins une fois sur l’intervalle ]0, 2[. On énoncera soigneuse-

ment le théorème utilisé.

Exercice 1.2.— On considère l’équation différentielle

(E) x′′(t)− 4x′(t) + 5x(t) = sin t.

1) Résoudre l’équation homogène associée.
2) Résoudre l’équation (E). On cherchera d’abord une solution particulière de (E).
3) Déterminer l’unique solution de (E) telle que x(0) = x′(0) = 0.

Exercice 1.3.—
Soit f :

]
−1

2 ,+∞
[
→ R la fonction définie par f(x) = (1 + 2x)

1
2 .

1) Calculer f ′, f ′′, f ′′′. Montrer que

0 ≤ f ′′′(x) ≤ 3, pour x ∈ [0,+∞[.

2) Montrer que :

1 + x− x2

2
≤ f(x) ≤ 1 + x− x2

2
+

x3

2
, ∀x ∈ [0,+∞[.

Exercice 1.4.—
Soit f : R+ → R la fonction définie par f(x) = (1 + x)−1/3.

(1) Calculer f ′, f ′′, f ′′′.
(2) Montrer que

1− 1

3
x+

2

9
x2 − 14

81
x3 ≤ (1 + x)−1/3 ≤ 1− 1

3
x+

2

9
x2, ∀x ≥ 0.

Exercice 1.5.—
Soit a < b et f : [a, b] → R une fonction deux fois dérivable. On suppose que f(a) = 0, que

f(b) = 0 et que f ′′ < 0. Démontrer que pour tout x ∈ [a, b], f(x) > 0.

Exercice 1.6.—
Démontrer les inégalités suivantes :

(1) ∀x, y ∈ R, | arctan(x)− arctan(y)| ≤ |x− y|.
(2) ∀x ≥ 0, x ≤ ex − 1 ≤ xex.
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Exercice 1.7.—
Résoudre les équations différentielles suivantes :

(1) y′ + y = 1
1+ex sur R ;

(2) (1 + x)y′ + y = 1 + ln(1 + x) sur ]− 1,+∞[ ;
(3) y′ − y

x = x2 sur [0,+∞[.
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