Université Orsay-Paris-Saclay Année 2024-2025

LDD/S6 MDD354 Structures algébriques : Graphes, groupes, algebre
linéaire, topologie ...

Corrigé Des exercices I1.7

I1.7 . —Exercices
II.7.1 .—Magmas, groupes
Exercice I1.7.1.1 Faire les détails de la preuve de la proposition 11.4.5.14.

,

11.4.5.14.i Sie€ et € sont neutres, alors

11.4.5.14.ii Siy et z sont des symétriques de x pour *,
ThY = Y*T = Tx2Z = 24T = €.

11 s’ensuit que
Yy =yxe =yx(zxz) = (yxx)*xz = €xz = z.

. J

Exercice IL.7.1.2 Etant doné un morphisme f : M — N, (de magmas associatifs ,) montrer que :

1) sicest’élément neutre de M son image f(€) n’est pas nécessairement 1’ élément neutre de N ;

C’est un contre exemple qui n’est pas particulierement immédiat a construire parce que cette propriété est en fait souvent
vraie. Nous ne connaissons pas nécessairement beaucoup d’exemples de magmas qui ne soient pas des groupes; et dans

le cas des groupes I'image de I’élément neutre est I’élément neutre .

Méme quand un magma n’est pas un groupe I’ensemble N pour I’addition par exemple, il s’injecte naturellement dans
un groupe 7 et les morphismes de magma vont naturellement s’étendre en morphisme de groupes , envoyant neutre sur

neutre ; et interdisant du méme coup de construire un contre exemple.

Le fait de pouvoir se plonger dans un groupe correspond, pour un magma, ou a tout le moins pour un monoide, a la

propriété d’étre integre. Si I’on y déroge, on peut espérer construire un contre exemple.

Soit M = R muni de la multiplication (ou tout autre anneau bien siir) et N = R x R muni de la multiplication
(z,y) * (2,t) = (x * z,y *t). Pour cette derniére loi I’élément neutre est (1,1).

Considérons enfin I’application

¢: R > RxR,z — (z,0).
On a bien entendu
V(z,y) ERXR, ¢z xy) = (zxy,0) = (2,0)x(y,0) = d(z) x d(y)
ce qui assure que ¢ est un morphisme de magma. Cependant

¢(1) = (1,0) # (1,1).

2) siy estle symétrique de x dans M, f(y) n’est pas nécessairement le symétrique de f(x) dans N.

Cette propriété est fortement liée a la précédente. En reprenant les notations ci-dessus, pour z # 0, % est le symétrique
de x dans M. Or ¢(x) = (z,0) n’a tout simplement pas de symétrique dans N, ce ne peut donc, a fortiori étre ¢(+).

Exercice 11.7.1.3 Donner la preuve de la proposition 11.4.5.21.



11.4.5.21.i Ceci revient a dire que f * ;= g est une application bien définie de E' dans M
V(f,9) € MP x MP, ;
ce qui est clair.
I1.4.5.21.ii Sion veutque f — f(x) soit un morphisme, nécessairement
Y(f,g) € ME x ME, (f e g)(z) = f(z)*g(z);
ce qui définit bien * ;= de maniére unique.
11.4.5.21.1ii
Y(f,g9,h) € M x ME x MP Nz € E, ((f*me g) *me h)(x) = (f *ume g)(z) x h(z)
= (f(@)*g(x)) * h(z)
associativité dans M = f(z)* (g(z) * h(x))
= f(z)* (9 *pME h) ()
= (f *pE (g %05 h))(ﬁ) ;
c’est-a-dire que (f *pre g) *pye h = f e (g %2 h) ie. *)r5 est associative.
11.4.5.21.iv
V(f,9) € MP x M®, Yz € E, (f*mzg)(z) = f(z)*g(z)
commutativité de M = g(z)* f(z)
= (9*me g)(z) .
c’est-a-dire que f xe g = g*pE [ ie *ye est commutative.
11.4.5.21.v
VfeMEP Ve e E, (f*yeeys)(x) = f(x)*e
= f(@);
i.e. f*ye€eyrs = f.Onmontrerait de méme que € r x ;e f = f; sibien que €)= est bien un élément neutre
pour * 5.

Exercice I1.7.1.4 1) Compléter la preuve de la proposition 11.4.5.17.

2) a) Sieestun élément neutre de M est-il encore un élément neutre d’un sous-magma N ?

11 se pourrait tres bien que € n’appartienne méme pas N (cf. la question 1 de I’exercice I11.7.1.2 .)

b) Si N possede un élément neutre 1 celui-ci est-il nécessairement celui de M 7

‘ Non! (cf. la question 1 de I’exercice I1.7.1.2 .)

¢) Siz € N possede un symétrique dans M celui-ci est-il aussi son symétrique dans N 7

On peut considérer (N, +) comme un sous-magma de (Z,+). Or dans Z tout élément a un opposé tandis que dans N,
seul 0 en a un.

d) Sixz € N possede un symétrique dans NV est-il aussi son symétrique dans M ?

Non! (cf. la question 1 de I’exercice I11.7.1.2 .)

Remarque 2.5 Le fait qu’on ait fréquemment recours a I’exercice 11.7.1.2 pour trouver ici des contre exemple vient de
ce qu’étre un sous-magma signifie que Id M|y : N — M estun morphisme. Il est certes injectif ce qui pourrait aranger
certaines choses; mais de fait a I’exercice I1.7.1.2 nous avions déja construit des contre exemples avec un morphisme
injectif ...




Exercice I1.7.1.5 Soit (M, %) un magma associatif, d’élément neutre € et N un sous-magma tel que e € N. Montrer que :

1) cestl’élément neutre de N.

On ajoute ici I’hypothése que e € N dont on va voir qu’elle n’est pas anodine : En effet pour toutx € N,z *y € =
x s € puisque N est un sous-magma. Donc x *y € = x. De méme

EXNT = €X)py T = T .

2) six € N auninverse y dans IV, c’est aussi son inverse dans M.

Puisque N est un sous-magma

Y*MT = Y*NT = € = T*XNY = T*p Y.

Exercice 11.7.1.6 Faire la preuve de la proposition 11.4.5.24.

11.4.5.24.1 Si p est un morphisme

V((:z:,y),(z,t)) € (M X N) X (M X N), p((a:,y) T (z,t)) = p(x,y) xp(z,1)

= Txz;

le méme raisonement pour g prouve que T est bien définie de maniére unique.
— I1.4.5.24.ii On a déja vu dans ce contexte (cf. I’exercice 1.5.1.5 et le point iii de la proposition 1.1.13.15,) qu’il
existe une unique application
h:P — MxN,z v~ (f(z),9x))

répondant a la question. Reste donc a voir que cette derniére est bien un morphisme or :

V(x,y) € P, h(zfy) = (f(xﬁy),gé

(I
E\“ﬁ.&m
= —
—_]R K
e

Exercice I1.7.1.7 (Unicité des éléments remarquables) Soit (F, ) un ensemble muni d’une loi associative.

11 s’agit en définitive d’un magma (cf. cours définition II.4.5.1) associatif; et I’on pourra se borner ici a rappler les
résultats de la proposition I1.4.5.14 et de I’exercice I1.7.1.1.

1) (Elément neutre)
Montrer que si (F, ) posséde un élément neutre ¢ celui-ci est unique.

(cf. le point i de la proposition 11.4.5.14.)

2) (Symétrique)
Montrer que si (F, ) posséde un élément neutre ¢, tout élément x € E possede au plus un symétrique.

(cf. le point ii de la proposition I1.4.5.14.)

Exercice 11.7.1.8 (Morphismes de groupes) Soit
f : (G7*36G) — (Hy'yeH)

un morphisme de groupes .



Cet exercice est évidemment a mettre en rapport avec exercice 11.7.1.2 et I’on va constater que I’hypothése que
I’on a des groupes et non plus simplement des magmas donnent des propriétés supplémentaires :

1) (Elément neutre)
Montrer que f(eg) = €en-.

Onaeg *x€g = € ; ce qui entraine, puisque f est un morphisme

fleg) - fleg) = fleg xeq) = flea) -

Or H est un groupe si bien que f(eq) a un symétriquen € H. L’égalité précédente entraine alors :

en = n-fleg)a= n-fleg) - flea) - flec) = flea) -

2) (Symétrique)
Montrer que pour tout x € G, si y est son symétrique, f(y) est le symétrique de f(x).

Si(z,y) € G x G sont symétriques I’'un de I’autre

TkY=Y*xT €G
= flxy)=flyxz) = f[flea)
= f@)-fy)=f)- - flx) = eun;

en utilisant bien entendu question 1.

3) (Image)
Montrer que Im f est un sous-groupe de (H, -).

Puisque G est un groupe il est non vide et par conséquent Im f = f(G) est non vide.
De plus pour tout (u,v) € Im f x Im f, il existe (z,y) € G x G tel que

u = f(@)etv = f(y).

Or(cf.2)u~t = f(z=1);sibienque-~*v = f(x~!*vy) quiappartient aIm f, qui et donc ien un sous-groupe de H.

4) (Noyau)
Montrer que Ker f est un sous-groupe de (G, *).

Puisque (cf. 1,) f(ec) = €m, ec € Ker f ; si bien que Ker f # ().

De plus :
Y(z,y) € Ker f x Ker f, f(z™!xy) = fla™h) - f(y)
= @70
— € €
= (323
= rlxy € Ker f .

ce qui prouve que Ker f est un sous-groupe de G.

5) (Isomorphisme)
Montrer que si f est bijective et que g est son applications réciproque, alors g est un morphisme de groupe.

Ici il n’est pas utile d’avoir affaire a des groupes puisque le résultat est déja vrai pour des magmas associatifs (cf.
11.4.5.6.)




Exercice I1.7.1.9 (Le groupe (S(E), o)) Soit E un ensemble.

1) Vérifier que o est une loi interne sur S(E).

La composée de deux bijections de E dans E est encore une bijection de E dans E.

2) Montrer qu’il existe un élément neutre pour la loi o dans S(E) et le caractériser.

,

11 est immédiat de constater que

VfES(E),IdEOf: fOIdE :f

c’est-a-dire que I’applicationIdg : E — FE caractérisée par
Ve e E, IdE(z) = x

est un élément neutre pour o dans S(E).

3) Montrer finalement que (S(F), o) est un groupe.

On a vu a la question 1 que la loi o sur S(FE) est une loi interne. Elle est évidemment associative. Elle posséde un élément
neutre Idg (cf. la question 2 .)
De plus pour toute bijection f : E — FE il existe une bijectiong : E — F telle que

Ve e E, g[f(z)] = flg(@)] = «

c’est-a-direque f o g = g o f = Idg (cf. I’exercice 1.5.1.4,) donc que g est le symétrique de f pour o qu’on notera
usuellement f 1.

Exercice I1.7.1.10 (La bijection S(E) = S(F')) Soient E et I’ deux ensembleset v : E — F une bijection de E dans F
dont on notera v la bijection réciproque i.e.

v:F — FE:vou=Idg,uov=Idp.
Montrer que I’application
Oy 2 (S(E),0) = (S(F),0), f = uo fouw

est un isomorphisme de groupes.
,

i) (Application)
On constate d’abord que, pour tout f € S(E), ¢, (f) = wo f owv est bien une application de F' dans Iui-méme qui est
de plus, une bijection comme composée de trois bijections. C’est donc bien un élément de S(F).

ii) (Morphisme)
De plus,
V(f,g9) € S(E) x S(E), ¢u(fog) = uo fogow

= wofovouogow
= Sulf) © 9(9);

c’est-a-dire que ¢,, est bien un morphisme de groupes .

iii) (Isomorphisme)

Notons
Pv 2 (S(F),0) = (S(E),0), fr>vo fou
Alors :
VfES(E)’ ¢U[¢u(f)] = Uo¢u(f)ou
= wowo fovou
= f
= $y © Pu = IdS(E),




etde plus :

VfGS(F)v ¢u[¢v(f)] = uo¢v(f)01)

= wowvofouow
= f
= u O Gy = IdS(F)

1 prouve que ¢y, un i isme, d’i I 2l ue @,
Ceci prouve que est un isomorphisme, d’isomorphisme réciproque

. J

Exercice I1.7.1.11 (Sous-groupes) 1) (Intersection de deux sous-groupes)
Pour deux sous-groupes H et K d’un groupe G, H N K est un sous-groupe de G.

Puisque H et K sont des sous-groupese € H ete € K ;sibienquee € H N K qui est donc non vide.
De plusV(z,y) € (HNK) x (HNK), ,

t'xy € Hetz 'sxy € K

puisque H et K sont des sous-groupes. Par conséquentz~! xy € H N K qui est donc un sous-groupe.

2) (Union de deux sous-groupes)
Etant donnés des sous-groupes H et K d’un groupe commutatif (G, +), montrer que H U K est un sous-groupe de (G, +) si
et seulementsi i C K ou K C H.
Indication : Montrer qu’il revient au méme de démontrer que [H ¢ K et H U K sous-groupe entraine K C H ] puis prouver
cette derniére assertion.

Etant donnés un groupe commutatif (G, +), H et K des sous-groupes, si H C K (resp. K ¢ H,) HUK = K
(resp. H) qui est bien évidemment un sous-groupe.

Si H U K est un sous-groupe de (G, +) supposons que H n’est pas inclus dans K. Il existe alorsx € H tel que x ¢ K.
Alors pourtouty € K, x ety sontdes éléments de HU K et par conséquentx+y € HUK c’est-a-direquexz+y € K
ouz+yec H . Siz+ye K,commey € K,z+y—y € K c’est-a-dire quex € K ce qui est contraire a I’hypothése.
1l s’ensuit que nécessairement x +y € H. Commex € H,x +y — x € H c’est-a-dire quey € H. Nous avons donc
démontré que tout élémenty € K estdans H c’est-a-dire que K C H.

3) (Famille filtrante)
Faire la preuve du point iv de la proposition I1.5.6.22.

Notons K := U H.vVn € N, , H, est un sous-groupe de G par hypothése; et H,, est donc non vide; si bien que
neN

K # 0.
Par ailleurs pour tout (x,y) € K x K, ilexiste (p,q) € NxNtelquex € H,ety € H,.
Or il existe, par hypothése,r € N telque H, C H, et H, C H, ; si bien que

x € H.ety € H, .

Or H, étant un sous-groupede G,z ' xy € H, ;comme H, C K,z 'y € K ;ce qui achéve de prouver que K
est un sous-groupe de G.

Exercice 11.7.1.12 (Groupe des automorphismes) Complétez la construction de I’exemple 11.5.6.21.

Etant donné un groupe G,
— on constate d’abord que Aut(G) # (), puisqu’on a remarqué (cf. 'exemple I11.5.6.14,) que Idg € Aut(G).
— De plus pour tout ¢ € Aut(G), puisque ¢ € S(G), ilexisty € S(G) tel que

poyp =19o¢=Idg.

Il résulte alors lemme IL4.5.5 que i) et également un morphisme et donc un automorphismei.e. ¢ € Aut(G).
— EnfinV¥(¢, ) € Aut(G) x Aut(G), , poyp € S(G), puisqu’on sait déja que S(G) est un groupe. De plus ¢ o)
est un morphisme d’apres le point ii du lemme I1.5.6.8.




Il résulte alors des vérifications ci-dessus et de la proposition I1.5.6.20 que (Aut (G), o) est un sous-groupe de (S(G), o) .

Exercice I11.7.1.13 On suppose que E est munie d’une relation d’équivalence ~ et d’une loi
- ExE — E.
On suppose que - et ~ sont compatibles c’est-a-dire que
V(z,y,2,t) EEXEXE, (x~y ANz~t =x-2 ~y-t).
Onnoter : E — E/ ~ lasurjection canonique
1) Montrer qu’il existe une uniqueloi { : E/ ~ xE/ ~ — FE/ ~ tel que 7 soit un morphisme c’est-a-dire que

V(z,y) € Ex B, (n(z-y) = n(z) t7(y)) .

On parle alors de structure quotient.

i) (Unicité)
Pour tout (o, ) € E/ ~ xXE/ ~, il existe (x,y) € E x E tel que

a=mx(z)et B = 7(y).
Alors nécessairement, des I’instant ou I’on exige que 7 soit un morphisme
atf = m@) 1 n(y) = n(z-y);

ce qui assure que T est au plus définie d’une maniére.

ii) (Existence)
Reste a voir si la formule ci-dessus définit bien T ; en d’autres termes s’il n’y a pas d’ambiguité sur la définition. En effet,
si(z,t) € E x E vérifie
a = 7(z)et f = w(t),

on a, également nécessairement

11 faut alors remarquer que :

ST~z N y~t
=
~ et - sont compatibles -y ~ z-t
= m(z-y) = 7w(z-t);

ce qui assure que t est bien définie.

2) Montrer que si - est associative, (resp. possede un élément neutre ) (resp. est commutative) il en est de méme de . Montrer
quesiz € E possede un symétrique y pour - alors 7(y) est le symétrique de 7(x) pour 7.

i) (Associativité)
Supposons que - est associative. Alors :

V(a,B8,7) € E/ ~XE/ ~XE/ ~, 3z,y,z) € EXEXE, a=mn(z),5=7(y),y=mn(z)
at(Bty) = () 1[r(y)tn(z)]
= m(z)in(y-2)
= mlz-(y-2)]
= 7l(z-y)- 2|
= n(z-y)fn(z)
= [r(@) T (y)] T n(2)
= (atB)1v;




ce qui prouve que | est associative.

i) (Commutativité)
C’est un calcul a peu prés identique a celui fait ci-dessus.

iii) (Elément neutre)
On pourrait légitimement penser que si e € E est un élément neutre pour -, w(’e) est un élément neutre pourt. On a
cependant vu (cf. la question 1 de I’exercice I1.7.1.2 ,) qu’en toute généralité I’image du neutre n’est pas nécessairement
le neutre ; méme si c’est le cas dans le contexte des groupes (cf. la question 1 de I’exercice I1.7.1.8 .)
Cependant ici, pour tout« € E/ ~, ilexistex € E telqueaw = 7(z). Alors:

atmle) = n(@)in(e)

ce qui prouve que 7(e) est bien un élément neutre . On pourrait laisser le lecteur réfléchir encore un peu a ce qu’on a
ajouté ici® par rapport a la question 1 de I’exercice IL.7.1.2 .

iv) (Symétrique)
découle du point ci-dessus.

a. la surjectivité de 7 !!!

3) Donner des exemples déja connus des constructions précédentes.

I1.7.2 . —Morphismes

Exercice I1.7.2.1 (Morphismes) 1) (Identité)
Faire la démonstration du point i du lemme II.1.3.

2) (Composé)
Faire la démonstration du point ii du lemme II.1.3.

Exercice I1.7.2.2 (Inverse) Faire la démonstration du lemme I1.3.3.

i) (IL3.3.0)
C’est exactement le point ii de la proposition 11.4.5.14.

i) (IL.3.3.ii)
C’est une conséquence immédiate du point i qui assure I’unicité et qui assure I’existence.

Exercice 11.7.2.3 (Isomorphismes) Compléter la démonstration de la proposition I1.3.5.

On doit donc montrer que entraine .
£
£(6) —=2— &(H)
Si E(g)J’ <(H) est un isomorphisme de graphes  au sens , il existe un morphisme de graphes
)

V(@) x VG LA (1) x V(H)




E(Y)

(H) (@) telquey o ¢ = Idg et ¢ o ¥ = Idy . Ceci entraine, en particulier que :

V(H) x VHY LY (@) x v(©@)

ldygy = V@og) = V(¥)oV(9),
ldyiy = Vi(goy) = V(p)oV(¥),
ldegy = E@Wog) = EW)o&(¢),
ey = E(poyy) = E(@)o&(Y).

Ceci entraine que V(o) et £(¢) sont bijective s.

Exercice I1.7.2.4 (Groupe des automorphismes) Soit G un graphe (resp. un graphe a involution ) (resp. un graphe non-
orienté .)

1) Montrer que Autgpn(G) (resp. Autgpnin(G),) (resp. Autgppeo(G),) est un groupe pour la loi de composition  o.

,

Loi interne On sait (cf. le point ii du lemme 11.1.3 (resp. ,) (resp. ,) ) que le composé de deux morphismes est un
morphisme (pour la structure correspondante.) Ainsi la loi de composition o est-elle interne sur Endgpn (G),
(resp. Endgppin (G),) (resp. Endgppno(G).)

Associative La loi o de composition des applications est associative.

Elément neutre L'identité Idg est un élément neutre  (cf. le point iii du lemme I1.1.3 (resp. ,) (resp. .))

Inverse Enfin un automorphisme  est en particulier un isomorphisme et possede donc un inverse (cf. (resp.,)
(resp. ,) ) lequel est encore un automorphisme

V(@)

= S
2) Montrer que I’application
) q pp = V(6)

Autgpn(G) (resp. Autgpnin(G), ) (Autgphn—o (@), )
o)

est un morphisme de groupes .

On rappelle que I’ensemble S(V(G)) des bijections de V(G) sur lui-méme est un groupe pour la loi de composition o
d’élément neutre  1dy(g)-

(9,¢) € Autgpn(G) x Autgpn(G)

Pour tout resp. Autgppin(G) X Autgpnin(G),) V(¢ o @) = V() o V(¢) ; ce qui assure le résultat.
resp. Autgppio(G) X Autgppro(G),)

3) Etant donné un graphe (resp. un graphe a involution ) (resp. un graphe non-orienté ) H et ¢ : G = H un isomor-
phisme de graphes  (resp. un isomorphisme de graphes a involution ) (resp. un isomorphisme de graphes non-orientés )
construire un isomorphisme de groupes

Autgpn(G) = Autgpn(H) ,
(resp.  Autgpnin(G) = Autgppm(H) , )
(resp.  Autgpneo(G) = Autgppeo(H) )

Pour tout o € Aut(G) le composé ¢ o o o ¢! est (cf. le point ii du lemme II.1.3, (resp. ,)= (resp. ,)) est un mor-
phisme , donc un endomorphisme de H ; c’est aussi un isomorphisme donc un automorphisme . On définit ainsi une
application

ap: Aut(G) — Aut(H)
a —> ¢oaocpl.

V(a, B) € Aut(G) x Aut(G), ag(aof) =
= ¢oaog lopofog !
= ag(a) o ag(P) ;

goaofog!

ce qui assure que ay est un morphisme de groupes .




On définit, de la méme maniére ay— : Aut(H) — Aut(G), 8 — ¢ ' oo ¢;quiest, de méme un morphisme de
groupes . On vérifie immédiatement que

ag-1 0 ay = Idaug) et ag 0 ag—1 = Idaw(m) ;

ce qui prouve que a4 €t ag—1 sont des isomorphismes inverses I’un de I'autre.

I1.7.3 . —Sous-graphes

Exercice 11.7.3.1 (Sous-graphes) Faire la démonstration de la proposition I1.2.1.

Reste donc a montrer que le point b de la proposition I1.2.1 entraine le point a.

Si la restriction de I'identité a

(V(H),E(H)) est un morphisme de graphes , elle vérifie en particulier

I’axiome MorGphs de la définition IL1.1 ou sa formulation équivalente . Ainsi pour tout e € E(H), si
E(H)(e) = (uv U) € V(H) X V(H)a E(G) (IdS(G)|5(H) (e)) = (IdV(G)W(H) X IdV(G)‘V(H))(ua 'U) = (ua 'U) ; c’est-
a-diree(H)(e) = e(G)(e) ; ce qui correspond bien au point a de la proposition I1.2.1.

Exercice 11.7.3.2 (Sous-graphe) Faire la démonstration de la proposition I1.2.3.

I1.2.3.a=> 11.2.3.b Il suffit d’utiliser la caractérisation II.2.1.a.
11.2.3.b = II.2.3.a Dans ce cas, (VV7 F, E(G)‘F) est bien un graphe ; et toujours d’apres le point a de la proposi-
tion II.2.1 c’est bien un sous-graphe de G.

L’unicité de H résulte de ce que si un tel sous-graphe existe, nécessairement, toujours d’apres le point a de la proposi-
tionI1.2.1,e(H) = &(G) p ; et le sous-graphe H est donc (W, F,e(G) ) -

.74 .-

Graphes finis simples non-orientés

Exercice I1.7.4.1 (Chemins et cycles dans un graphe) Soit G := (V(G),&(G),e(G)) un graphe fini  (non vide.) On note
0(G) = min, ¢ v (dg(u)) .

1) Montrer que G contient un chemin de longueur 0(G) i.e. un sous-graphe isomorphe aPsc).

On va en fait montrer un résultat plus fort; a savoir que pour tout sommet u € V(G), il existe un chemin dontu est un
sommet ; en d’autres termes un chemin contenantu ou « passant par u. »

Soitu € V(G) et P I'ensemble des chemins P tels que w € V(P). L’ensemble P est non vide puisque il contient
au moins le chemin de longueur 0 constitué du seul sommet u (isomorphe au graphe isolé 1;.) La longueur des
éléments de P est majorée par #(V(G)). 1l existe donc Ppa, € P de longueur maximale .

Notons V(Prax) = {0, ..., un} et E(Prmax) = {{wi, qu}}O <i<no1’
Si uy, a un voisin v ¢ V(Pmax), en posant un,y1 = vetV(Q) = {ug,...,Tn+1}, @ € P est un chemin de
longueur n + 1 ; ce qui contredit le fait que Pp,x est de longueur maximale dans P.

Les voisins de uy, appartiennent donc tous 3 V(Pray) ; ce qui entraine que #(V(Pnmax)) > 6(G) + 1 ; ce qui entraine
finalement que la longueur de P,y est supérieure ou égale 4 §(G).

2) Sié(G) > 2, montrer que G contient un cycle de longueur > 6(G) i.e. un sous-graphe isomorphe a Cy, £ > §(QG).

Soit Ppax un chemin de longueur maximale construit comme & la question 1 ; et notons V(Ppax) = {uo,...,Un}
Tous Ies voisins de ug appartiennent 4 V(Pp,y) ; sans quoi, comme nous I’avons observé a la question 1, Pp,y ne serait

pas de longueur maximale . Puisque 6(G) > 2,1 := {i € [1;n]; u; € Ng(uo)} # 0. Posonsdoncj := max(I).
Comme j > 6(G), le C le cycle tel que V(C) = {uo,...,j;} aaumoins §(G) + 1 sommets et est donc de longueur
strictement supérieure a 6(G).
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Exercice 11.7.4.2 (Exemples de groupes d’automorphismes) Soit n € N.

1) Déterminer le groupe Autgppno(Iy,) du graphe isolé  an sommet s.

On a montré , que l'application o : Aut(I,) — S([1;n]), ¢ — V(o) est un morphisme de groupes . OrE(I,) =
(), si bien qu’un automorphisme ¢ € Aut(L,) est nécessairement de la forme (V(fb), 0 — @) ; ce qui prouve que o
est une application bijective et donc un isomorphisme .

Le groupe des bijections de I’ensemble [1;n] est usuellement appelé groupe symétrique et noté S, ; si bien que o

donne un isomorphisme de groupes
Aut(I,) = S, .

2) Déterminer le groupe Autgppno(Ky,) du graphe complet a n sommets

On dispose du méme morphisme de groupes qu’a la question 1 , (toujours donné par ,)
o Aut(K,) — S,, ¢ — V(o).
Pour tout s € S, il existe
¢ € Aut(K,) tel que o(¢p) = s, si et seulement si il existe une bijection t : E(K,) — E(K,) tel que (s,t) soit un
morphisme de graphes .
Unicité det Pours € S, s’ilexistet € S(E(K,,)) tel que (s,t) € Aut(K,), nécessairement
pour toute € E(K,) tel que e(Ky)(e) = {u,v} € P2(Ky), e(Kn)(t(e)) = {s(u),s(v)} . Or, puisque
s € Sy, s(u) # s(v) ; et par conséquent e(K,) ' ({{u,v}}) est un singleton : si bien que t(e) est
uniquement déterminé.

Existence det Reste a vérifier que la construction ci-dessus définit bien un morphisme de graphes non-orientés  ;
ce qui est, pour ainsi dire, immédiat.
On vient donc de montrer, comme a la question 1 , que o est une application bijective et donc un isomorphisme de

groupes . On a donc
Aut(K,) = S, .

Exercice 11.7.4.3 (Automorphismes) 1) Déterminer le groupe des automorphismes du graphe fini simple non-orienté
P, pourn > 2.

— Sionnote Py = ({a,b}, {{a,b}}), les seules bijections de {a, b} sont I’identité et la transposition (ab) qui sont
des automorphismes de P2. Le groupe des automorphismes de Py est donc Sy = 7./27.

— Sionnote Ps = ({a,b,c}, {{a,b},{b,c}}), un automorphisme envoyant un sommet sur un sommet de méme
degré, si o est un tel automorphisme, o(a) = aouoc(a) = c et nécessairement o(b) = b. Il en résulte que les
deux seuls automorphismes de Ps sont I’identité et la transposition (ac). Le groupe des automorphisme est ici
encore Z./27.

— Notons P,, := (z1,...,x,). Les mémes considérations sur les degrés entrainent que pour tout automorphisme
ocdeP, o(x1) = 1 0uo(x1) = z,. Alors {o(x1),0(x2)} est une aréte de P,,, ce qui entraine (puisque le
seul voisin de x1, (resp. x,,) est xo (resp. Tp—_1,)) que o(x2) = o (resp. o(x2) = XTp_1.)

Par récurrence, il en résulte que pour tout 1 <i <n, o(x;) = x; (resp. o(x;) = Tpt+1—i.)
Les deux seuls automorphismes de P,, sont donc I’identité et la syméttrie v; — x,11—; ; i bien que le groupe
des automorphismes de P, est encore isomorphe a Z./27.

2) (Automorphismes de C,)
OnnoteI' := Autgp,pno(Cy) le groupe des automorphismes du cycle C,.

a) Montrer que 'application V qui a tout « = (V(),&(a)) € T associe V(a) est un morphisme de groupes — (cf.
la définition I1.5.6.6,) de I" dans le groupe symétriqgue Sy.

L’ensemble des sommets V(Cy) de Cy est (cf. 1.4.12,) est Z/AZ ; si bien que pour tout o € T', V(«) est bien une
bijection de Z/AZ ; S(Z/AZ) étant lui-méme isomorphe a4 Sy.

CommeV(a,8) €T x T, V(o ) = V(a) o V(B), I'application est bien un morphisme de groupes

b) Le morphisme V est-il surjectif ?
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Soit
T ZJAL — ZJAZ
0 — 0
1 = 2
2 = 1
3 = 3
S’ilexistew € T'tel que V(a) = T, il existe E(ar) : E(Cq) — E(Ca) tel que

Ve € £(Cy), Pra(m)(e(Ca)(e)) = £(Ca)(E(a)(e)) -

En particulier () ({0,1}) € e(Ca) ™" ({{r(0),7(1)}}) = &(Ca) ' ({{0,2}}) = 0; ce qui contredit I'existence de
E(«) si bien que V n’est pas surjective .

¢) Est-il injectif ?

Puisque V est un morphisme de groupes , il suffit de considérer son noyau (cft. le point i de la définition I1.5.6.24.)

Soit o« € Ker V. Pour toute € £(Cy), il existe (v,w) € V(C4) X V(Cy) tel que e(e) = {v,w} . Il s’ensuit que
e(afe)) = {a(v),a(w)} . OrV(a) = Idy(c,), par hypothése; si bien que

e(ale)) = {v,w} = e(e).

Il sensuit donc que e(afe)) € e '({{v,w}}) . Or puisque Cy est un graphe simple (cf.
la définition 1.4.1,) # (e~ ({{v,w}})) < 1.Commee € e~!({{v,w}}),

e ({{ow}}) = {e}.
Il en résulte que a(e) = e; c’est-a-dire que E(a) = Idg(c,) ; si bien que « = Idg ; d’oui I'on déduit finalement que
KerV = {Ildg} .

1l résulte alors de la proposition I1.5.6.26 que V est injectif

A noter que la seule propriété de C4 qu’on a utilisée est q’uil est simple ; et le résultat vaudrait donc pour n’importe
quel graphe simple non-orienté (cf. la proposition 11.6.4.1.)

d) DéterminerI'.

V(p):  Z/AZ — ZJAZ
. T — 1+1 s
Soitp = o) 4 £(Cs) — E(Ca) est un élément deT'.
{i,i+1} — {i+1,i+2}
PourtoutT € T, ilexistek € Z (etmémek € Netmémek € |0;3] tel que
V(1)(0) = V(p)*(0) = V(p*)()0 1

Reste donc a déterminer les élément & € T tels que V(£)(0) = 0. Un tel £ vérifie nécessairement 0 € £(£)({0,1}) ;

ce qui entraine
£(6)({0,1}) = {0,1} ou{0,3} .

Ceci entraine V(£)(1) = 1ouV(£)(1) = 3.

Soit V(€)(1) = 1. Le méme raisonnement que ci-dessus a propos des arétes d’extrémités 1, entraine que
V(€)(2) = 20uV(€)(2) = 0.0rV(§) étant injective , nécessairement V(§)(2) = 2 ; et pour la méme raison
d’injectivité ,V(£)(3) = 3 ; c’est-a-dire que V() = Idy(c,) ; ce qui entraine, en utilisant le point c , par
exemple, ¢ = Idc, .

Soit V(€)(1) = 3. sommets Comme on a toujours V(§)(3) € {0,3}U{0,1}, par injectivité de V(¢),

V(€)(3) = 1. Toujours en vertu de I'injectivité  de V(£), V(£)(2) = 2.
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aréte s Soit o défini par :

V(o): V(Cy) =Z/4Z — V(C4)=1Z/AZ
0 — 0
1 - 3 2
2 = 2
3 = 1,
5(0) : 5(04) — 5(04)
{0,1} — {0,3}

{1,2} +— {273}
{2,3} — {1,2}
{3,0} — {0,1}.

On vérifie que o € T'; ce qui est a peu prés immédiat et que c’est le seul vérifiant 2 et, par conséquent
le seul vérifiant V(o)(0) = 0et V(o)(1) = 3.

Remarquons finalement que o o o = Idc, .

Pour toutT € T, ilexiste k € [0;3] tel que V(7)(0) = V(p*)(0) ; si bien que V(p~* o 7)(0) = 0. Il en résulte que
k

p¥or = Idg, oup* o1 = o sibien que
7 = p* oldg,our = p* o o;

et finalement
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