OPTIMISATION ET CALCUL DIFFERENTIEL UNIVERSITE PARIS-SACLAY
MDD 301 2025-2026

TD I — Révisions I

1 Topologie des espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 1.1 (NORMES). Pour x € R", on note

n

Izl = lwil 5 ol =

. 1<i<n
=1

n
Zazf i 1z]lco = max |x.
=1

1. Vérifier que ces trois fonctions sont des normes.

2. Rappeler la démonstration de 'INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ : pour tous z,y € R,
(z,y) < [lzll2llyll2-

3. Montrer que pour tout z € R",

[7]loo < llzlls S nllzllcc & flzfloo < l2ll2 < V|2 ]|oo-

Dans toute la suite, pour un vecteur € R™, on note ||z| (sans l'indice 2) sa norme euclidienne, qui est
associé au produit scalaire canonique noté (, ).

Exercice 1.2 (TOPOLOGIE DES BOULES). 1. En utilisant la définition du cours, montrer que les boules
ouvertes sont des ouverts.
2. En utilisant la définition du cours, montrer que les boules fermées sont des fermés.
3. Soit x € R™ et r > 0. Montrer que si F' est un fermé tel que B(x,r) C F, alors By(x,r) C F.

4. En déduire 'adhérence d’une boule ouverte.

Exercice 1.3 (CARACTERISATION SEQUENTIELLE DES FERMES ). Montrer qu'une partie F' de R" est
fermée si et seulement si pour toute suite (zx)ren d’éléments de F' qui converge vers une limite z, on a
xzeF.

Exercice 1.4 (BORD ). Pour une partie A de R"™, on définit le bord de A (aussi appelé frontiére de A)
comme

dA=1A\ A
1. Montrer que R"\ A = R? \ A. En déduire que dA est fermé.
2. Montrer que
0A={zeR"|Ve>0,B(x,e)NA#0D & B(z,e)n(R"\ A)#0}.



3. Montrer que le bord de A et celui de son complémentaire sont égaux.
4. Montrer que A est fermé si et seulement si 9A C A.

5. Montrer que A est ouvert si et seulement si 9A N A = (.

Exercice 1.5 (PARTIE DEFINIE PAR DES INEGALITES ). Soit U un ouvert de R™ et soient hy,--- ,hy :
U — R des fonctions continues. On considére ’ensemble

D ={zeU]|hi(x) <0 pour tout 1 <1i < p}.
1. Montrer que D est fermé.

2. Montrer que ’ensemble
D' ={x €U | hizr) <0 pour tout 1 <i < p}

est ouvert.
3. Soit x € U, montrer qu’il existe 1 < i < p vérifiant h;(z) = 0.

4. Donner un exemple pour lequel D’ n’est pas égal & I'intérieur de D.

Exercice 1.6 (NORMES SUR LES ESPACES DE MATRICES). On fixe un entier n € N et on définit sur M,,(R)
la quantité suivante :

N1(M) = sup
T£0 |zl

1. Montrer que Nj est une norme sur M, (R).

2. Montrer que pour tout x € R™, on a

[Mz| < Ni(M)l|].

3. On définit maintenant une autre fonction

Ny(M) = /Tr(MM).

Soit @ : M,,(R) — R" I’application qui a une matrice associe le vecteur obtenu en écrivant ses colonnes
les unes sous les autres. Montrer que Ny(M) = ||®(M)|| et en déduire que N3 est une norme.

Exercice 1.7 (FORMES LINEAIRES % ). Soit f : R” — R une forme linéaire.
1. Montrer qu’il existe un vecteur vy € R" tel que
f(x) = (vg, x)
pour tout x € R".

2. Le vecteur vy est-il unique ?



2 Continuité

Exercice 2.1 (POUR SE FAIRE LA MAIN). Pour chacune des fonctions suivantes, donner son ensemble de
définition et dire en justifiant en quels points elle est continue.

1. fi(z,y) =In(z +y) ;
1
2. fo(z,y) = cos@+9) ;

3. f3(z,y) = 2ya® +y* ;

a:2y

4. fa(z,y) = o

Exercice 2.2 (CARACTERISATIONS DE LA CONTINUITE ). Soit f : R” — R une fonction.
1. En partant de la définition du cours, montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

i) La fonction f est continue ;
ii) Pour tout ouvert U de R™, sa préimage f~1(U) par f est un ouvert ;

iii) Pour tout fermé F de R™, sa préimage f~(F) par f est un fermé.

2. On suppose maintenant f linéaire. Montrer que ker(f) = {x € R" | f(z) = 0} est fermé.

Exercice 2.3 (INVERSION DE MATRICES). Soit n un entier.
1. Montrer que lapplication déterminant det : M,,(R) — R est continue.
2. En déduire que 'ensemble GL,,(R) des matrices inversibles est ouvert.
3. Montrer que Iapplication A — A~! est continue.
4

. Est-ce un homéomorphisme ?

Exercice 2.4 (MATRICES DE TRACE NULLE). 1. Soit (Aj)ren une suite de matrices de taille n x n qui
sont toutes de trace nulle. Si Ay — A, justifier que A est également de trace nulle.

2. Qu’en déduit-on sur I'ensemble M,,(R) des matrices de trace nulle 7

3. Retrouver ce résultat a 1’aide de lapplication trace Tr : M, (R) — R.

3 Compacité

Exercice 3.1 (CARACTERISATION DE LA COMPACITE % ). Le but de cet exercice est de démontrer que les
compacts de R™ sont les parties fermées et bornées.

1. Soit K C R™ un compact.

(a) Montrer que K est fermé.

b) Supposons que K ne soit pas borné et considérons une suite (zx)reny d’éléments de K telle que
pp q p
||zk|| — 4o00. Utiliser la compacité pour obtenir une contradiction.

2. On considére maintenant une partie F' C R™ fermée et bornée. Soit (x)ren une suite d’éléments de
F.



(a) On note (i) la i-itme coordonnée du vecteur zj. Montrer qu'il existe une sous-suite

(T (k) (1)) ken
de la suite (z(1))ren qui converge vers une limite ¢;.
(b) Montrer de méme qu’il existe une sous-suite (T, o4, (k) (2))ren de la suite (74, (1)(2))ren qui con-
verge vers une limite /5.

(c) En s’inspirant des deux questions précédentes, conclure que F' est compacte.
3. Montrer que ’ensemble O, (R) des matrices orthogonales est compact.

4. L’ensemble des projecteurs de R" est-il compact ?

Exercice 3.2 (FONCTION TENDANT VERS L'INFINI % ). On dit qu'une fonction f : R” — R tend vers I'infini
si

(x) — +oo.
]| =00

Nous allons montrer qu’une fonction tendant vers I'infini admet toujours un minimum global.

1. Ecrire & laide de quantificateurs la définition précédente.

2. Montrer que si f tend vers l'infini, alors il existe R > 0 tel que pour tout x vérifiant ||z|| > R, on a
f(x) > f(0).

3. En déduire que f admet un minimum global.

4 Optimisation a une variable

Exercice 4.1 (LA FORMULE DE WILSON). Une entreprise produit des biens en utilisant un matériau
particulier. Il lui faut donc régulierement commander une certaine quantité de ce matériau, qui sera ensuite
utilisée progressivement jusqu’a épuisement. Le but de cet exercice est de déterminer la meilleur périodicité
pour la commande : si on commande tous les T jours, quel est le T' qui minimise le cout 7 En notant & la
quantité de matériau nécessaire chaque jour, on commandera donc une quantité @Q = Tk tous les T' jours.

1. Une premiere partie du cout est due au stockage (ce qui inclut la manutention, la conservation,
'utilisation d’espace, etc.) du matériau. On suppose que stocker une quantité () de matériau pendant

un jour cotite cs@) pour une constante c; > 0. Quel est le colit de stockage moyen par jour sur 1" jours
?

2. La seconde partie du cout est due a 'achat (ce qui inclut la transaction commerciale, mais aussi le
transport, les frais bancaire, les impdts). On note ¢, le cott d’achat, ce sorte que le cotut d’achat
par unité de temps est ¢,/T. En déduire le cotit total C(T') par unité de temps quand la période de
commande est égale a T'.

3. Déterminer la valeur de T' qui minimise C(T).

4. Quelle est la quantité () de matériau a acheter a chaque fois ?

Exercice 4.2 (ETUDIER PLUS POUR REUSSIR PLUS). Vous planifiez vos révisions pour deux examens F; et
FEs>. Les deux ont le méme coefficient, mais vous étes meilleur dans la matiere de E7 que dans celle de FEs.
Concretement, vous estimez qu’en fonction du temps ¢ passé a travailler, votre note sur 100 a chacun des

examens sera
Nl(tl) =20+ 20\/E & Ng(tz) = —80 + 3to.

Vous disposez de 60 heures de révisions, a répartir entre le temps t1 passé a préparer E7 et le temps to passé
a préparer Fs.



1. Pour quelles valeurs de t; et ¢y les expressions ci-dessus ont-elles un sens 7

2. Quelle est la répartition du temps de travail qui vous donnera la meilleur moyenne finale 7
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