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Les téléphones portables et autres appareils de communication doivent étre éteints et déposés avec les affaires personnelles de I'étudiant. Toute sortie
est définitive, excepté en cas de force majeure, et I'étudiant doit obligatoirement rendre sa copie avant de quitter la salle.

Tous les calculs et les raisonnements doivent étre justifiés rigoureusement et
détaillés, en s'appuyant sur les définitions et les résultats vus en cours.

Les différents exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans n'importe quel
ordre.
Il est toujours possible d'admettre clairement le résultat d'une question pour

traiter les suivantes. Ne perdez pas de temps sur les questions qui vous résistent.
Table des dérivées usuelles :

D(f) R R R R 10; +oo[  |[0, + oof
f(x) C,constante ax+b X", n entier | X", N X', a Jx =xR
positif entier nombre
négatif réel
D' (f) R R R R 10 ;400 []10; +oo]
f'x) |0 a nx"? nx"? ax*! 1 :—lx%]
2Vx 2
D(f) IR IR R \{n2+kn,kezZ.} |10;+o[ |R
f(x) sin x COoS X tan x In x exp(a x), a nombre
réel
D' (f) R R R'{n2+kn,keZ.} [10;+o] [R
f'(x) COS X -sin x 1+ tan’ x 1/x a exp(ax)

u,v désignent des fonctions définies et dérivables sur un méme intervalle.

Fonction [u+v  |uxv u au(aclR) | n exp(u In(u u
i ( ) u , n nombre p(W) (u) v
Dérivée |u'+v'|uxv+uxv | u'v—uv’' lau’ n-1 , |u exp(u) u' u'
v

v désigne une fonction définie sur un intervalle I, u une fonction dérivable sur l'intervalle v(I).
Fonction | u(v)
Dérivée |[v'x u'(v)
Quelques développements limités usuels : € désigne une fonction ayant pour limite 0 en 0.
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Exercice 1 2 points/30

In(5+x)—In(5)

Rappel : Vous devez vous fonder sur les définitions et les propriétés du cours. Si vous utilisez une propriété qui
n'est pas dans le cours, il vous faut d'abord la démontrer.

Question 1 Evaluer lim ( ) a l'aide d'une dérivation — on pourra remarquer que x = x — 0 --.

x>0

Exercice 2 2,5 points/30

Question 2 Résoudre — on demande une expression exacte, pas une approximation -- 1'équation d'inconnue j,
nombre réel : (1+j) = 2.
(1+:)"%(1+i)

2
J1+i=2
(1+1) ’

On considere I'équation d'inconnue i , nombre réel positif:

Question 3 Simplifier cette expression
Question 4 Puis résoudre cette équation — on demande une expression exacte, pas une approximation —.

Exercice 3 11,5 points/30

On consideére les vecteurs suivantsde IR*:s=(1;-1; -9), u=(1;2;3),v=(2;3;2),w=(-m; -1; 1+ m),
m désigne un nombre réel.

Question 5 Pour quelle(s) valeur(s) de m les vecteurs u,v,w forment-ils une base de IR * ?

Question 6 On suppose ici m = 1. Trouver les coordonnées dans la base (u,v,w) du vecteur (0;1;4) en détallant
bien les calculs.

On considére le sous-ensemble E de IR® défini ainsi: E={(x;y;z)€R’;5x — 4 y+z=0]

Question 7 Montrer, sans utiliser le résultat de la question suivante, que E est un sous-espace vectoriel de IR®,
Question 8 Trouver une famille génératrice, puis une base, de E.

Question 9 Trouver la dimension de E. Ne pas oublier de justifier votre réponse, en vous fondant sur les
résultats du cours.

Question 10 Montrer que les vecteurs s, u et v appartiennent a E.

Question 11 Montrer que u et v forment une base de E.

Question 12Evaluer avec le moins possible de calculs le rang de la famille de vecteurs s,u,v.

Exercice 4 6 points/30

pour tout xde |—5;0[U]0; +o] f(x)= In(5+x)—In(5)

On définit une fonction f sur ]-5; + oo[ ainsi :
pour x =0 f(x)=r(0)=

Question 13 Trouver un développement limité a I'ordre 2, au voisinage de x = 0, de In(1+x).
2 .
Question 14 Montrer que pour tout x de ]-5;+oo[, In(5+x)=In(5)+> —2—+x%¢(x) avec lm e(x)=0

5 50 x>0
(ln(5+x)—ln(5)

Question 15 Evaluer lim ) a I'aide d'une méthode différente de celle utilisée a la

x>0 X
question 1.
) . [In(5+x)—In(5)—(x/5)
Question 16 Evaluer lim >
x>0 X
Question 17 f est-elle continue en 0 ? Question 18 f est-elle dérivable en 0 ? Si oui, quelle est sa dérivée
en 0?
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Exercice 5 4,5 points/30

On définit sur IR * une fonction g ainsi : (pour tout (x,y) de R ?) g(x,y) =x2y + y*+1
Question 19 Calculer la différentielle de g au point (x,y) .
Question 20 Donner en particulier la différentielle de g en (2; -1) et indiquer la signification de chacun des

termes présents dans cette expression.
Question 21 Calculer les dérivées partielles secondes de g, vérifier si les conditions d'application du théoréme
de Schwarz sont réunies et comparer le résultat a ce qu'annonce ce théoréme.

Exercice 6 3,5 points/30

On définit une fonction q sur [0, + oo[ ainsi : (pour tout x de [0, + o) g(x) = 4+ x+exp(3x—3)
Question 22 Etablir les variations de q.

Question 23 Montrer que g est une bijection de [0, + o[ dans [exp(-3), + oo[.

g admet donc une fonction réciproque, notée dorénavant g~

Question 24 Calculer g(0), g(1), g'(5). Question 25 Calculer g ' (5), dérivée en 5 de g™
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