Université Paris Saclay
OLMA 152 : Algébre linéaire 2024/2025

Corrigé- Examen final de Mai — algebre linéaire

Exercice 1. (5 points) Soit f: R* — R?, f(z,y,2,t) = (x +y,y — 2,7 + t).

1. Montrer que f est une application linéaire.
On prend A\, XN e Ret u = (2,9,2,t),u = (2/,y,2,t') € R%. Alors

FOu+XNu') = fOx+ N2/, y+ Ny, z + N2/ e+ N't)
=z + N+ Ay + Ny g+ Ny — Az + N2), Az + N’ + X+ N't)
= (A\x + My, \y — Az, Az + M) + (V' + Ny, Ny — N2/ Na' + Nt
= M(u) + XN f(u).

2. Montrer sans calculs que f ne peut pas étre injective.
Par le théoréme du rang, 4 = dimKer f + rg f. Or rg f < 3 car f est & valeurs dans R3,
donc dimKer f > 1 et f n’est pas injective.

3. Ecrire la matrice de f sur les bases canoniques de R* et R3.
C’est une matrice dans Ms 4(R) :

11 0 0
A= 0 1 -1 0
10 0 1

4. Déterminer le rang de f par la méthode de votre choix (expliquer).
Le rang de f est au plus égal & 3 et il est égal au rang des vecteurs colonnes de la matrice.
Il suffit de garder 3 vecteurs colonnes au plus. Si on prend les 3 derniers vecteurs colonnes,
et qu’on échelonne le systéme obtenu en faisant Lo — Ly — Lo, on voit qu’il y a trois pivots
et donc les trois derniers vecteurs colonnes forment une famille de rang 3. Le rang de f est
donc égal a 3.

Exercice 2. (5 points) On considére dans R? les sous-espaces vectoriels Dy et Dy définis par
D, = {(x,y)eR2|x:—y}, Dy := {(Z‘,y)ER2|Z‘:O}

1. Montrer que D @® Dy = R2. Pour tout u = (z,y) € R?, donner en coordonnées (en fonction

de x et y) les vecteurs u; € Dy et us € Dy de la décomposition v = uy + us associée a la
somme directe.
Siu = (z,y) € Dy nDy,onax=—yeta =0 Doncu= (0,0). La somme est donc
directe. Si u € R?, on écrit u = (z,—z) + (0,2 + y). Donc en posant u; = (z,—x) € D;
et us = (0,2 + y) € Dy, on a aussi montré que u = u; + ug € D1 + Da. On a donc que
R? = D; + D,.

2. Soit s: R? — R?; s(u) = u1; — ug oil up et up sont les vecteurs calculés dans la question 1.
Calculer les coordonnées de s(x,y) pour tout (z,y) et calculer la matrice de s sur la base
(pourquoi est-ce une base de R??) ((0,1), (1,—1)) de R2.

Siu = (z,y), on a s(x,y) = s(u) = ug —uz = (x,—2x) — (0,2 +y) = (x,—2z —y).
D’ou s(0,1) = (0,—1) et s(1,—1) = (1,—1). Les deux vecteurs sont indépendants car non

o . . . -1 0
co-linéaires, donc ils forment une base et la matrice de s sur cette base s’écrit ( 0 1 > .



Exercice 3. (10 points) Dans R3, on considére les vecteurs suivants : u; = (3,2,1), us = (1,1,0),
uz = (1,1,1). On admet que B = (u1, ug,u3) est une base de R®. On pose F' = Vect(us) et on
pose G = Vect(ug, uz).
1. Déterminer un systéme d’équations (cartésiennes) de G.
On cherche les équations de compatibilité du systéme (z,y, z) = AMu; + A2uz. On a

3\i + X = =z 3\ + A = T 0 = 2—32—(3y—2x)
21 + A = oy ~ Ao = 3y—2x ~ Ay = 3y — 2x
)\1 = Z )\1 = z )\1 = z

en faisant 3Lo — 2Ly — Loy puis Ly —3L3 — Ly — Ly. En simplifiant, I’équation cartésienne
deGestx—y—2=0.
2. Déterminer les dimensions de G et F' et montrer que ce sont deux espaces vectoriels sup-
plémentaires de R3.
G est engendré par deux vecteurs non liés car extraits d’une base. Donc dim G = 2. F est
engendré par un vecteur non nul donc dim F' = 1. On sait que G + F = Vect(uy, ug, u3) =
R3. De plus, u3 ¢ G car ug ne vérifie pas 'équation cartésienne de G. Donc F n G = {Os}.
3. Soit f: R? — R3 Iapplication linéaire déterminée par f(uy) = 0, f(ug) = 0, f(u3) = us.
Quelle est la matrice A de f dans la base B 7 Reconnaissez-vous de quel type d’application
linéaire il s’agit 7 si oui, laquelle ?
La matrice de f dans la base B est

0 0
0 0
0 0

0
A= 0
1
C’est une matrice de projection : f est donc une projection.

4. Ecrire la matrice de passage de la base canonique Be,, de R? & B.
On range les coordonnées de w1, us, u3 en colonnes :

3 11
Pg.,..B=1 2 1 1
1 0 1

5. Calculer la matrice de f dans la base canonique. On utilise la formule de changement de
base Mathnf = PBCO,,L,BAPB,B
Il faut inverser Pp_,, . On procéde par la méthode par échelonnage et réduction. On fait
successivement 3Lo —2L1 — Lo,3Ls—3Ly — L3, puis Lo+ L3 — L3 et %Lg — L3, ensuite
L1 _L2 i Ll,LQ —L3 — LQ et %Ll — Ll.

can ®

31110 0 31 1] 1 00

211 ]010|~[0 1 1] =230

101 ] 001 0 -1 2| -1 0 3
311 ] 1 00
~(0 1 1] -2 30
003 ] -3 3 3
311 ] 1 00
~(0 1 1] -2 30
001 | -1 11
300 1] 3 =3 0
~{0 1 1] -1 2 -1
001 ] -1 1
100 1 -1 0
~(01 1] -1 2 -1
001 ] -1 1 1



Donc

1 -1 0
PBvBcan: -1 2 -1
-1 1 1
Le calcul pour la matrice dans la base canonique de f donne
3 11 0 0 0 1 -1 0 3 1 1 0 0 0 -1 1 1
2 11 0 0O -1 2 -1]=12 11 0 0 Of=1(-1 1 1
1 01 0 0 1 -1 1 1 1 0 1 -1 1 1 -1 1 1

Exercice 4. (10 points) Soit R3[X] l'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal
a 3. Pour toute la suite de l’exercice, on appelle f: R3[X] — R3[X], 'application définie par si
f(P)=P+2P" +4P" ou P’ est le polynome dérivé de P et P” le polynome dérivée seconde.

1. Vérifier que f est une application linéaire.
Si PQeRs[X]et \,ueR,ona (AP + puQ) = AP + puQ’ et (AP + p@)” = AP" + pQ".
Donc

FOP 4+ pQ) = AP + pQ + 20\P" +2uQ" + 4AANP" + 4uQ" = Mf(P) + uf(Q).
2. Calculer f(X7) pour j =0,1,2,3.

On trouve
fy=1
fX)y=X+2
F(X?)=X?+4X +38
FX3) = X3 +6X% +24X.

3. Ecrire la matrice A de f sur la base canonique (1, X, X2, X3).
On trouve que la matrice A vaut

1 28 0
0 1 4 24
A=10 01 6
000 1

4. Calculer l'inverse de la matrice A par la matrice augmentée ou par le systéme associé.
On choisit le systéme associé d’inconnues (ag, a1, a2,a3) et de données (b, b1, ba,b3). En
remplacant successivement de la derniére ligne vers la premiére

ag “+2a1 +8as = by ag = by —2a4 —8as
aq +4ay +24a3 =by N a1 = b —4(b2 — 6b3) —24bs
as +6as3 = by as = by —6bs
as = b3 asz = bg
apg = bo —2(b1 — 4b2) —8(b2 — 6b3)
al = b1 741)2
ag = bQ —6b3
az = b3
ag = by —2b; +48b3
) ay; = bl 74[)2
ag = b2 —6b3
az = b3
Donc
1 -2 0 48
. 0 1 —4 0
AT = 0 O 1 -6
0 O 1



5. A T'aide du calcul de A~! de la question précédente, montrer que pour tout P € R3[X],
f~Y(P) = P —2P" +8P" ou P" est le polynome dérivée troisiéme de P.
Par linéarité de f~1, il suffit de vérifier que la formule est juste pour P = 1, X, X2, X3. On
lit f~1(X7) sur les vecteurs colonnes de A=!. On a

i) =1=(1)-2(1) +8(1)"
X)) =X—-2=X—-2(X) +8(X)"”
FHX?) = X2 —4X = X2 —2(X?) +8(XH)”
FHX3) = X3 —6X +48 = X2 — 2(X3) +8(X3)”



