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Contrôle continu 2 – algèbre linéaire -CORRIGÉ

Exercice 1 (vrai/faux). Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses, en justifiant par
un contre-exemple lorsque l’assertion est fausse, et en donnant une démonstration ou en citant
convenablement le cours sinon. Soit E un espace vectoriel. Les familles considérées sont des
familles de E.

1. L’intersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.
Vrai. cf cours.

2. L’union de deux sous-espaces vectoriels est un espace vectoriel.
Faux. Dans le cours il est présenté l’exemple de Rp1, 0q Y Rp0, 1q qui ne contient pas le
vecteur p1, 1q.

3. Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E alors dimF ` dimG “ dimpF `Gq.

Faux. Si on prend F “ G “ Ru avec u vecteur non nul, alors F `G “ Ru et donc on aurait
2=1.

4. La composée d’applications linéaires est linéaire.
Vrai, cf cours.

5. Une application linéaire f est surjective si Ker f “ t0Eu.
Faux. Si f : R ÝÑ R2, x ÞÑ px, 0q, alors f est linéaire, son noyau est bien t0Ru mais son
image ne contient pas p0, 1q.

6. Une application linéaire f : R2rXs ÝÑ R3 est injective si rgpfq “ 3.
Vrai. C’est une conséquence du théorème du rang entre deux espaces vectoriels de dimension
3.

7. Une application linéaire f : R2 ÝÑ R3 n’est jamais surjective.
Vrai. On a que dimpIm fq est inférieure à la dimension de R2 par la formule du rang. Donc
Im f est un sous-espace vectoriel strict de R3.

8. Soit h P F pR,Rq. L’application ϕ : F pR,Rq Ñ F pR,Rq : f ÞÑ fh est linéaire.
Vrai. Il s’agit du produit des fonctions f et h : pfhqpxq “ fpxqhpxq pour tout x P R. Donc
si λ1, λ2 P R et f1, f2 P F pR,Rq alors ϕpλ1f1`λ2f2q “ pλ1f1`λ2f2qh “ λ1f1h`λ2f2h “
λ1ϕpf1q ` λ2ϕpf2q.

Exercice 2. Dans R5, on prend le sous-espace vectoriel

E “ tu “ px1, x2, x3, x4, x5q P R5 : x1 ` x4 ´ x5 “ 0, x1 ´ x4 “ 0, 2x4 ´ x5 “ 0u.

Soient ei les vecteurs de la base canonique de R5 : e1 “ p1, 0, 0, 0, 0q, e2 “ p0, 1, 0, 0, 0q, etc. Soit
F “ Vectpe4, e5q.

1. Montrer que E X F “ t0R5u.
Si u “ px1, x2, x3, x4, x5q P E X F , alors x1 “ x2 “ x3 “ 0 car u P F . Ensuite, comme
u P E, x4 ´ x5 “ 0 et x4 “ 0, et enfin x5 “ 0. Ceci montre u “ 0R5 .

2. Déterminer une base de E. Quelle est sa dimension ?
Soit u “ px1, x2, x3, x4, x5q P R5. Alors u P E ssi x4 “ x1 et x5 “ 2x1 ssi u “ x1p1, 0, 0, 1, 1q`
x2e2` x3e3. On a trois inconnues secondaires x1, x2, x3. Donc une base est déterminée par
la famille pp1, 0, 0, 1, 1q, e2, e3q. La dimension de E est donc 3.

1



3. Montrer sans résoudre un système que F est un sous-espace vectoriel supplémentaire de E
dans R5.
On applique la formule de la dimension. Sachant que EXF “ t0R5u, on a donc dimpE`F q “
dimE ` dimF . Or dimF “ 2 car la famille pe4, e5q est génératrice de F et libre. Par la
question précédente, on a que dimE “ 3. Donc dimpE ` F q “ 5. Comme E ` F est un
sous-espace vectoriel de R5 avec la même dimension, on a d’après le cours que E`F “ R5.
Avec la question 1, cela montre que F est un sous-espace vectoriel supplémentaire de E.

Exercice 3. On note R2rXs l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à 2. Soient
P´1pXq “

1
2 pX ´ 1qX, P0pXq “ p1´Xqp1`Xq et P1pxq “

1
2Xp1`Xq.

1. Montrer que B “ pP´1, P0, P1q est une famille libre de R2rXs.
Soient λ´1, λ0, λ1 trois réels tels que λ´1P´1pXq ` λ0P0pXq ` λ1P1pXq “ 0. On voit que
pour i, j P t´1, 0, 1u, Pipjq “ 1 si i “ j et 0 si i ‰ j. Donc en faisant successivement
X “ ´1, puis X “ 0, puis X “ 1, on trouve λ´1 “ 0, puis λ0 “ 0, puis λ1 “ 0.

2. En déduire sans calculs que B est une base de R2rXs.
Comme dimR2rXs “ 3 et que la famille B est libre et a 3 éléments, elle est une base de
R2rXs (cours).

3. Donner l’expression dans la base B du polynôme X.
On écrit X “ λ´1P´1pXq ` λ0P0pXq ` λ1P1pXq. On utilise les relations de la question 1.
Pour X “ ´1, on trouve ´1 “ λ´1. Pour X “ 0, on trouve λ0 “ 0 et pour X “ 1, λ1 “ 1.
On a donc X “ ´P´1pXq ` P1pXq. (On peut vérifier (mais ce n’est pas nécessaire de le
faire) qu’en développant ´P´1pXq ` P1pXq, on trouve bien X.)

4. Plus généralement, déterminer les coordonnées dans la base B d’un polynôme quelconque
P P R2rXs en fonction des valeurs de P en ´1, 0 et 1.
On écrit P pXq “ λ´1P´1pXq ` λ0P0pXq ` λ1P1pXq. Si on fait X “ i pour i P t´1, 0, 1u,

on voit que P piq “ λi. Les coordonnées de P dans la base B sont donc

¨

˝

P p´1q
P p0q
P p1q

˛

‚

B

.

Exercice 4. Soit M2pRq l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 à coefficients réels. On
définit l’application f : M2pRq ÝÑ M2pRq par

fpMq “

ˆ

d ´b
´c a

˙

si M “

ˆ

a b
c d

˙

.

1. Montrer que l’application f est une application linéaire.
Si M,M 1 sont deux matrices et λ, λ1 P R, on a

λM ` λ1M 1 “

ˆ

λa` λ1a1 λb` λ1b1

λc` λ1c1 λd` λ1d1

˙

.

Donc

fpλM ` λ1M 1q “

ˆ

λd` λ1d1 ´pλb` λ1b1q
´pλc` λ1c1q λa` λ1a1

˙

“ λ

ˆ

d ´b
´c a

˙

` λ1
ˆ

d1 ´b1

´c1 a1

˙

“ λfpMq ` λ1fpM 1q.

2. Calculer f ˝ f et montrer que f ˝ f “ Id, l’application identique sur M2pRq.

pf ˝ fqpMq “ fpfpMqq “ f

ˆˆ

d ´b
´c a

˙˙

“

ˆ

a b
c d

˙

.

3. Donner l’expression de la matrice fpMq`M pour toutM P M2pRq. Déterminer Impf`Idq
et en déduire que sa dimension est 1.
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On a
fpMq `M “

ˆ

d ´b
´c a

˙

`

ˆ

a b
c d

˙

“

ˆ

d` a 0
0 d` a

˙

.

Comme Impf ` Idq “ tfpMq `M ;M P M2pRqu, on a que Impf ` Idq est constitué des

matrices qui sont multiples de la matrice
ˆ

1 0
0 1

˙

. On sait que c’est un sous-espace

vectoriel de M2pRq (cours), et sa dimension est donc 1.
4. Déterminer kerpf`Idq et montrer que sa dimension est 3. Pouvait-on savoir avant le calcul

que dimkerpf ` Idq “ 3 ? Pourquoi ?

SoitM “

ˆ

a b
c d

˙

. AlorsM P kerpf`Idq ssi
ˆ

d` a 0
0 d` a

˙

“

ˆ

0 0
0 0

˙

ssi d`a “ 0

ssi M “

ˆ

a b
c ´a

˙

. Il y a 3 paramètres, donc kerpf ` Idq est de dimension 3.

Oui. Le théorème du rang affirme que dimkerpf ` Idq “ dimM2pRq ´ dim Impf ` Idq. Or
dimM2pRq “ 2ˆ 2 “ 4 (cours). Donc dimkerpf ` Idq “ 4´ 1 “ 3.

Exercice 5. Soit f : R3 ÝÑ R3, fpx, y, zq “ pz´y, x´z, y´xq. Soient e1 “ p1, 0, 0q, e2 “ p0, 1, 0q
et e3 “ p0, 0, 1q les trois vecteurs de la base canonique de R3.

1. Vérifier que f est une application linéaire. Donner la matrice A de f dans la base canonique.
Pour la linéarité, on écrit

fpλpx, y, zq ` λ1px1, y1, z1qq “ fpλx` λ1x1, λy ` λ1y1, λz ` λ1z1q

“ pλz ` λ1z1 ´ λy ´ λ1y1, λx` λ1x1 ´ λz ´ λ1z1, λy ` λ1y1 ´ λx´ λ1x1q

“ λpz ´ y, x´ z, y ´ xq ` λ1pz1 ´ y1, x1 ´ z1, y1 ´ x1q

“ λfpx, y, zq ` λ1fpx1, y1, z1q.

On calcule fpe1q “ p0, 1,´1q, fpe2q “ p´1, 0, 1q et fpe3q “ p1,´1, 0q qu’on range en colonne

pour donner A “

¨

˝

0 ´1 1
1 0 ´1
´1 1 0

˛

‚.

2. Donner une base de ker f et sa dimension.
On a px, y, zq P ker f ssi fpx, y, zq “ p0, 0, 0q ssi x “ y “ z ssi px, y, zq “ xp1, 1, 1q. On a 1
inconnue secondaire donc pp1, 1, 1qq est une base de ker f .

3. Extraire une famille libre de pe2 ´ e3, e3 ´ e1, e1 ´ e2q. En déduire une base de Im f .
On a e1´ e2 “ ´pe2´ e3q ´ pe3´ e1q, donc on ne garde que les deux premiers vecteurs. Ils
ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre.
On remarque que e2 ´ e3 “ fpe1q, e3 ´ e1 “ fpe2q, e1 ´ e2 “ fpe3q. Donc les trois vecteurs
engendrent Im f . On déduit que pe2´ e3, e3´ e1q est une base de Im f . Sa dimension est 2.

4. Calculer A2. Donner l’expression de f2px, y, zq.

A2 “

¨

˝

0 ´1 1
1 0 ´1
´1 1 0

˛

‚

¨

˝

0 ´1 1
1 0 ´1
´1 1 0

˛

‚“

¨

˝

´2 1 1
1 ´2 1
1 1 ´2

˛

‚.

A2 est la matrice de f ˝ f “ f2 dans la base canonique donc

f2px, y, zq “ p´2x` y ` z, x´ 2y ` z, x` y ´ 2zq.
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