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Contrdle continu 2 — algébre linéaire -CORRIGE

Exercice 1 (vrai/faux). Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses, en justifiant par
un contre-exemple lorsque 'assertion est fausse, et en donnant une démonstration ou en citant
convenablement le cours sinon. Soit E un espace vectoriel. Les familles considérées sont des
familles de E.

1.

L’intersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.
Vrai. cf cours.

. L’union de deux sous-espaces vectoriels est un espace vectoriel.

Faux. Dans le cours il est présenté I’exemple de R(1,0) u R(0,1) qui ne contient pas le
vecteur (1,1).
Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E alors dim F' + dim G = dim(F' + G).

Faux. Si on prend F' = G = Ru avec u vecteur non nul, alors F'+ G = Ru et donc on aurait
2=1.

. La composée d’applications linéaires est linéaire.

Vrai, cf cours.

Une application linéaire f est surjective si Ker f = {0g}.

Faux. Si f: R — R2 2 + (,0), alors f est lindaire, son noyau est bien {Og} mais son
image ne contient pas (0, 1).

Une application linéaire f: Ry[X] —> R? est injective si rg(f) = 3.

Vrai. C’est une conséquence du théoréme du rang entre deux espaces vectoriels de dimension
3.

Une application linéaire f: R? — R3 n’est jamais surjective.

Vrai. On a que dim(Im f) est inférieure & la dimension de R? par la formule du rang. Donc
Im f est un sous-espace vectoriel strict de R3.

Soit h € Z(R,R). L’application ¢: Z#(R,R) —» .Z(R,R) : f — fh est linéaire.

Vrai. Il s’agit du produit des fonctions f et h : (fh)(z) = f(x)h(z) pour tout z € R. Donc
si A, Ao eRet f1, fo € f(R, R) alors (p(/\lfl + /\Qfg) = ()\1f1 + /\Qfg)h =M N fih+ Ao foh =
Ap(f1) + A2(f2).

Exercice 2. Dans R®, on prend le sous-espace vectoriel
)

5. _ _ _
E = {u=(z1,22,23,74,25) ER’: &1 + 24 — x5 = 0,27 — x4 = 0, 224 — x5 = 0}.

Soient e; les vecteurs de la base canonique de R® : e; = (1,0,0,0,0), ez = (0,1,0,0,0), etc. Soit
F = Vect(ey, e5).

1.

Montrer que E N F = {Os}.
Siu= (x1,22,23,24,25) € E N F, alors x1 = x5 = x3 = 0 car u € F. Ensuite, comme
u€eFE, g —x5=0¢et x4 =0, et enfin z5 = 0. Ceci montre u = Ops.

. Déterminer une base de E. Quelle est sa dimension ?

Soit u = (1, 22, 3,14, 75) € R®. Alorsu € Essizy = 21 et 5 = 221 ssiu = x1(1,0,0,1,1)+
Toes + x3ez. On a trois inconnues secondaires 1, o, 3. Donc une base est déterminée par
la famille ((1,0,0,1,1), ez, e3). La dimension de E est donc 3.



3. Montrer sans résoudre un systéme que F' est un sous-espace vectoriel supplémentaire de F
dans R5.
On applique la formule de la dimension. Sachant que EnF = {Ogs}, on a donc dim(E+F) =
dim E + dim F. Or dim F' = 2 car la famille (e4,e5) est génératrice de F et libre. Par la
question précédente, on a que dim E = 3. Donc dim(F + F) = 5. Comme E + F est un
sous-espace vectoriel de R® avec la méme dimension, on a d’aprés le cours que E + F = R?.
Avec la question 1, cela montre que F' est un sous-espace vectoriel supplémentaire de E.

Exercice 3. On note Ry[X] I'ensemble des polyndomes de degré inférieur ou égal a 2. Soient
P(X)=3(X-1)X, P(X)=(1-X)1+X) et Pi(z) = $X(1+X).
1. Montrer que & = (P_1, Py, P;) est une famille libre de Ry[X].
Soient A_1, Ag, A1 trois réels tels que A1 P_1(X) + A Py(X) + A1 P1(X) = 0. On voit que
pour 4,5 € {—1,0,1}, P;(j) = 1sii = j et 0 si i # j. Donc en faisant successivement
X = —1, puis X =0, puis X =1, on trouve A_; = 0, puis A\g = 0, puis A\; = 0.
2. En déduire sans calculs que £ est une base de Ro[X].
Comme dimR3[X] = 3 et que la famille & est libre et a 3 éléments, elle est une base de
R5[X] (cours).
3. Donner 'expression dans la base # du polynéme X.
On écrit X = A_1P_1(X) + Mo FPo(X) + A P1(X). On utilise les relations de la question 1.
Pour X = —1, on trouve —1 = A_;. Pour X = 0, on trouve \y =0 et pour X =1, \; = 1.
On a donc X = —P_1(X) + P1(X). (On peut vérifier (mais ce n'est pas nécessaire de le
faire) qu’en développant —P_1(X) + P;(X), on trouve bien X.)
4. Plus généralement, déterminer les coordonnées dans la base Z d’un polynéme quelconque
P € Ry[X] en fonction des valeurs de P en —1,0 et 1.
On écrit P(X) = A_1P_1(X) + MPo(X) + M P (X). Si on fait X =4 pour i € {—1,0,1},
P(-1)
on voit que P(i) = A;. Les coordonnées de P dans la base % sont donc P(0)

P) /4

Exercice 4. Soit .#>(R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels. On
définit application f : #3(R) — #>(R) par

(4 2) w2 4)

1. Montrer que 'application f est une application linéaire.
Si M, M’ sont deux matrices et A\, \' € R, on a

! 7 aN;
M N — ( Aa+XNa' b+ Nb )

e+ N M+ Nd
Donc

1 o 1
f()\M+)\,M,):(>\d+/\d ()\b+)\b)>

(Ae+XN)  Aa+Nd
—)\< d _ab ) +X< a _ab ) — AF(M) + N F(M).

—c c
2. Calculer f o f et montrer que f o f = Id, 'application identique sur .#5(R).

gonon=seam-s(( 4 P))-(40):

3. Donner l'expression de la matrice f(M)+ M pour tout M € .#5(R). Déterminer Im( f + Id)
et en déduire que sa dimension est 1.



d -b a b d+a 0
f(M)+M_(—c a )+(c d>_( 0 d—i—a)'
Comme Im(f + Id) = {f(M) + M; M € .#2(R)}, on a que Im(f + Id) est constitué¢ des
0

0 1
vectoriel de .#5(R) (cours), et sa dimension est donc 1.

matrices qui sont multiples de la matrice ( ) On sait que c’est un sous-espace

4. Déterminer ker(f + Id) et montrer que sa dimension est 3. Pouvait-on savoir avant le calcul
que dimker(f + Id) = 37 Pourquoi ?

. a b . d+a 0 0 0 .
Sth—(C d .AlorsMeker(f+Id)ss1< 0 d+a>_<0 O)bs1d+a—0
ssi M = < Z _ba > . Il y a 3 parameétres, donc ker(f + Id) est de dimension 3.

Oui. Le théoréme du rang affirme que dimker(f + Id) = dim .#5(R) — dim Im(f + Id). Or
dim #5(R) = 2 x 2 = 4 (cours). Donc dimker(f + Id) =4—1 = 3.

Exercice 5. Soit f: R® — R3, f(z,y,2) = (2—y,x—2,y—x). Soient e; = (1,0,0), e = (0,1,0)
et e3 = (0,0, 1) les trois vecteurs de la base canonique de R3.

1. Vérifier que f est une application linéaire. Donner la matrice A de f dans la base canonique.
Pour la linéarité, on écrit

F\(z,y,2) + N (@', 2") = fOx + Na', dy + Ny, Az + N2
=N+ N2 = dy =Ny de+ Na' = dz = N2 Ay + Ny — Az — Nah)
=ANz—y,x—z,y—x)+ N -y, =2y — )
= N(z,y,2) + Nf(2', v/, 7).

On calcule f(e;) = (0,1,—1), f(e2) = (—1,0,1) et f(e3) = (1,—1,0) qu’on range en colonne
0o -1 1

pour donner A = 1 0 -1
-1 1 0

2. Donner une base de ker f et sa dimension.
On a (z,y,2) € ker f ssi f(x,y,2) = (0,0,0) ssix =y = 2 ssi (z,y,2) = 2(1,1,1). On a 1
inconnue secondaire donc ((1,1,1)) est une base de ker f.
3. Extraire une famille libre de (es — e3,e3 — e1,e; — e2). En déduire une base de Im f.
On ae; —ey = —(ea —e3) — (e3 —e1), donc on ne garde que les deux premiers vecteurs. Ils
ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre.
On remarque que ez —e3 = f(e1), es —e1 = f(ez2), e1 —ea = f(e3). Donc les trois vecteurs
engendrent Im f. On déduit que (ex — e3, es — e1) est une base de Im f. Sa dimension est 2.
4. Calculer A2. Donner I'expression de f2(z,y, 2).
0 -1 1 0 -1 1 -2 1 1
A= 1 0 -1 1 0 -1 |=| 1 -2 1
-1 1 0 -1 1 0 1 1 -2

A? est la matrice de f o f = f2 dans la base canonique donc

fz(z,y,z) =(—2x+y+z,x—2y+z,x+y—22).



