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[Fiche n°3 : applications linéaires]

(enwviron 5 séances)

On rappelle que 4, (R) désigne P’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a
coefficients réels, .7 celui des suites réelles, R[X] celui des polynomes réels, .7 (I,R)
celui des fonctions de I dans R, et €*(I,R) celui des fonctions continues, au moins k
fois dérivables dont toutes les dérivées f, f”, ..., f*) sont continues sur I, ou k € N
et I est un intervalle de R.

APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 1 — reconnaitre une application linéaire définie sur R? ou R?.

Parmi les applications suivantes, dire lesquelles sont des applications linéaires. Justifier
les réponses.

f1 : RB — R3
(,y,2) — (Bxr+2y—=z,x+2,—2y+42)
f2 : ]R2 — RS
(z,y) — (ry—=,-y)
f3: R} — R3
(,y,2) > (322 42y — z,cos(x), —2y + 42)
fa: R? — R3
(z,y) — (ry—=z1-y)
Exercice 2 — reconnaitre une application linéaire définie sur des espaces

vectoriels variés.

Parmi les applications suivantes, dire lesquelles sont des applications linéaires. Justifier
les réponses. On commencera par vérifier que les ensembles de définitions et d’arrivées
sont bien des espaces vectoriels!

©1: %Q(R) — %Q(R)
A — 3A

p3: Ma(R) —  AMo(R)
v ()
g s — S
(un)nso — (Liug+1,ur,ug, .. Un,...)n>0
es: €°([0,1],R) ([0, 1], R)

3f/ + f//

—
—

we: €¢°(0,1,R) — R
—

w7 R[X]

NOYAUX ET IMAGES D’APPLICATIONS LINEAIRES

Dans les exercices qui suivent, vérifier briévement que les applications sont bien li-
néaires lorsqu’on demande de déterminer le noyau, l'image, la matrice dans une base,
ete.

Exercice 3 — calcul explicite du noyau et de I’image d’une application li-
néaire donnée.

Soient E = {(a,b,c) €ER3: a+b+c=0} et
f: R — E
(x,y,2) +—> %(2x7y7z,fx+2yfz,fxfy+22).

1. Déterminer le noyau de I’application linéaire f. L’application f est-elle injective ?

2. Calculer I'image de f. L’application f est-elle surjective ?

Exercice 4 — utilisation du théoréme du rang pour calculer le rang d’une
application linéaire.
Quel est le rang de l’application linéaire f: Ry[X] — Ry[X] ?

P —— 4P
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Exercice 5 — rang d’une application linéaire donnée.
Soit ’application linéaire

R3 — R4

I (x,y,2) — (z+y+2z20+y+3z,x+ 2y, 2z + 2y + 22).

Calculer le rang de f et en déduire que f n’est pas injective.

Exercice 6 — utilisation du théoréme du rang pour déterminer I’image d’une
application linéaire.
Soit
f: R — R3
(r,y,2) — (y—2x+z,2—2y+222z—xz—y).
1. Donner une base de Ker f. En déduire le rang de f.

2. Donner une base de Imf.

MATRICE D’UN ENDOMORPHISME DANS DES BASES

Exercice 7 — Calculs explicites en taille 2.
Donner les applications linéaires R?> — R? dont les matrices dans la base canonique

sont les suivantes.
3 7 4 16 x -y
G5 G0) () mem

Exercice 8 — D’autres calculs explicites.
Soit %= la base canonique de R? et %ys la base canonique de R3. On note par ailleurs,
dans R?, %, la base (f1, fa, f3) avec fi = (1,0,0), fo = (1,1,0) et f3 = (1,1,1) (on
justifiera que %, est une base). Soit enfin f : R? — R? I’application linéaire donnée
par
Va,y,z €R, f(z,y,2) = 2z +y— 32,4y + 2).
1. Ecrire les matrices My := Mg, 3.5 (f) et My :=Mg_,. 2, (f)

2. on pose g1 := (—6,1,-4), g2 = (=5,1,-3) et g3 = (—1,1,—4). Vérifier que
P> = (g1, 92, 93) est une base de R? et écrire la matrice Mgg_, 2z, (f)

Exercice 9 — Encore d’autres calculs explicites.

Soit % la base canonique de R? et % la base (justifier rapidement) (e1, e2, €}) avec

er = (1,0,0), e = (0,1,0) et e5 = (0,—3,1). On considére I'application linéaire
g : R3 — R3 donnée par

v(xaywz) € R37 g(xvyaz) = (ZC, _2y - Z,Z).

1. Ecrire la matrice de g dans la base %, (au départ et & I'arrivée).
2. Exprimer g(e;) en fonction de ey, eq, e5. Puis faire de méme avec g(ez2) et g(e}).

3. Ecrire la matrice de g dans la base %, (au départ et a I’arrivée).

Exercice 10 — noyau et image d’une application linéaire dans un espace de
polynémes.
Soient n € N* et f Papplication qui & tout polynéme P de R, [X] associe 3X P’ +
(X2 -1)P".
1. Vérifier que f est un endomorphisme de R, [X] et écrire sa matrice dans la base
canonique.

2. L’endomorphisme f est-il un automorphisme ?

3. Déterminer une base de chacun des sous-espaces vectoriels Ker f et Imf.

# Exercice 11 — un calcul de puissance de matrices a ’aide de ’endomor-
phisme de dérivation.

Considérons la matrice

0 -3 -1 1
0 0 0 0
M= 0o 3 0 0
0 1 2 0

L’objectif de cet exercice est de calculer les premiéres puissances de M via une méthode
détournée.
Soit d: R3[X] — R3[X], P — P’ I’endomorphisme de dérivation.

1. Donner la matrice de d dans la base canonique de R3[X].

2. Considérons la famille ' = (1, X3 +2X? + X +1, X2+ X +1, X + 1) de R3[X].
Montrer que %’ est une base de R3[X].

3. Donner la matrice de d dans la base £'.

4. Déduire des questions précédentes les matrices M2, M3, M*.

Exercice 12 — recherche d’une base dans laquelle la matrice d’un endomor-
phisme a une allure préalablement fixée.
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1. Soit f ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

A= (_21 _42>.

1.1 Vérifier que f2 =0 et f # 0.
1.2 & Justifier qu’il existe une base & = (v1,v2) de R? dans laquelle la matrice

0 1
defestN_<0 0).

1.3 Ecrire la formule de changement de bases entre les matrices A et N, et vérifier
sa cohérence.

2. & Plus généralement, soient F un R-espace vectoriel de dimension 2, f un en-

domorphisme de E vérifiant f2 = 0 et f # 0. Justifier qu’il existe une base
P = (v1,v2) de E dans laquelle la matrice de f est N.

MATRICES DE PASSAGE ET CHANGEMENT DE BASE

Exercice 13— composée n-iéme d’une application linéaire pour calculer la
puissance d’une matrice.

On considére I'application linéaire f: R? — R? dont la matrice dans la base canonique
est
-1

1

1

A:

O NN
O NN

1. Que vaut f(1,2,3)?

2. Calculer le rang de f.

3. Soient u; = (1,—1,0),us = (1,1,0),us = (0,1,1/2). Montrer que (uy,us,us) est
une base de R3? et donner la matrice de f dans cette base.

4. Calculer f202!, En déduire A%02!,

Exercice 14 — un exemple d’automorphisme explicite.
On considére 'application linéaire suivante
u: R — R3 .
(x,y,2) — (=bx+4z,—8x+ 2y + 5z, —6x + 52)
1. Donner la matrice de v dans la base canonique 4.

2. On note u; = (2,1,3),us = (1,1,1),us = (0,1,0). Montrer que &' = (u1, uz, us)
est une base de R? et donner la matrice de passage de la base canonique % 4 %'.

3. Ecrire la matrice de u dans la base %',
4. Montrer que u est un automorphisme de R3.
5. Calculer u™!.
Exercice 15 — matrices de passages entre bases de R>.
Soient Z = (e1,e2) la base canonique de R?, c’est-a-dire e; = (1,0) et es = (0,1), et
u=1(2,4), v=(3,-1).
1. Vérifier que &’ = (u,v) est une base de R? et écrire la matrice de passage
P= P@7@/ de B a A'.
2. Calculer l'inverse de P. Quelle est la matrice de passage Py 2 de ' & #?
3. Quelles sont les coordonnées du vecteur (7,—1) dans la base &' = (u,v)?

Exercice 16 — matrices de passages entre bases de R? et puissances de
matrices.

On consideére différents vecteurs de R? :
€1 = (la O) €2 = (Oa 1) U= (4a 3) v= (574) w = (67 5)

On note B = (e1,e2), B' = (u,v), B" = (v,w).
1. Montrer que %’ est une base de R? et donner la matrice de passage de & & %'.
Quelle est la matrice de passage de ' a4 A7

2. Montrer que %" est une base de R? et donner la matrice de passage de % a A"
Quells est son inverse 7

3. Quelle est la matrice de passage de %' & %" ?
4. Soit u = (3,2) € R2. Donner les coordonnées de u dans les trois bases %, %’ et

B
5. Soit
Lo L (-3
“5a\ -2 33
A laide la matrice de passage de Z a %', calculer A3 puis A7.

# Exercice 17 — recherche d’une base particuliére dans un espace de poly-
noémes.

On se place dans le R-espace vectoriel Ry[X] des polynomes de degré au plus 2 & coef-
ficients dans R. Montrer qu’il existe une unique base Z de Ry[X] telle que, pour tout
P € Ry[X], les coordonnées de P dans la base % soient P(—1), P(0), P(1).

Exercice 18 — matrice dans des bases d’une application linéaire donnée.
Soit
f: R? — R?
(x,y) +— (=Tz+ 3y,—18z + 8y).
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1. Donner la matrice de 'application linéaire f dans la base canonique de R2. On
note A cette matrice.

2. Montrer que f est un automorphisme de R2.
3. Déterminer f~!. Exprimer la réponse sous la forme f!: RZ — R?.
(,y) —
4. Posons u; = (1,3) et ug = (2,4). Montrer que (u1,uz) est une base %; de R? et
donnez la matrice de f dans cette base. On note A’ cette matrice.

5. Justifier sans calcul pourquoi A’ est inversible. Ecrire la matrice de changement
de base P de la base canonique & la base %, et calculer son inverse. Quel est le
lien entre A et A’?

6. Soit (z,y) € R2. Déterminer f2°2%(z,y) en fonction de x et y.

PROJECTIONS ET SYMMETRIES

Exercice 19 — symmeétrie par rapport a une droite dans le plan.
Soient D et A les deux droites de R? d’équations respectives x — 2y = 0 et 22 —y = 0.
1. Dessiner D et A dans le plan.

2. Veérifier que D@ A = R?. On note s la symmétrie par rapport & D parallélement
a A. Représenter un vecteur quelconque v € R? et son image s(v) sur le dessin
précédent.

3. Que vaut s(s(v)) pour un vecteur quelconque v € R?? En déduire Kers et Ims.
Montrer que pour tout v € R?, ’équation s(u) = v a une unique solution u € R2.

4. Ecrire la matrice de s dans la base canonique et en déduire s ((x,y)) pour tout
(z,y) € R?.

Exercice 20— un exemple de projection de R3.
On se place dans l’espace vectoriel R3.

1. Construire une base (u1,u2) du plan vectoriel
P={(z,y,2) ER® |z +y+2z=0}.
2. Soit D la droite de R3 engendrée par le vecteur uz = (1,1,1). Montrer que

R3 = P @ D. En déduire que (u1, uz,u3) est une base de R3.

3. Ecrire la matrice de la projection vectorielle de R? sur le plan P parallélement
a la droite D dans la base (u1,us,us), puis dans la base canonique (eq, €2, €3)
de R3.

4. Ecrire la matrice de la projection vectorielle de R? sur la droite D parallélement

au plan P dans la base (u1,us,u3), puis dans la base canonique (ey, €2, e3) de R3.

5. Ecrire la matrice de la symétrie vectorielle de R® par rapport au plan P pa-

rallélement a la droite D dans la base (ug,us,us), puis dans la base canonique
(e1,e2,e3) de R3.
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