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PARTIEL DE PHYSIQUE STATISTIQUE
mercredi 12 mars 2025

Durée de l’épreuve : 3h
L’utilisation de documents, téléphones portables, calculatrices, ... est interdite.

Recommandations : Lisez attentivement 1’énoncé et rédigez succinctement et clairement votre
réponse. Vérifiez vos calculs (analyse dimensionnelle, etc) , et n’oubliez pas de vous relire.

Pensez aux informations en annexe.

1 Questions de cours: L’ensemble canonique

Nous considérons un systeme caractérisé par un ensemble de niveaux d’énergie discrets Ey, non
dégénérés que nous allons décrire dans le cadre de I’ensemble canonique.

1/ Quelle situation physique est décrite par cet ensemble? Donner les probabilités canoniques
Py
l

2/ Rappeler la définition de la fonction de partition canonique Z. Demontrer les relations
permettant d’obtenir I’énergie moyenne (E),. et la variance de I’énergie Var(E) = (E?). — (E)?
a partir de Z ou (-). désigne la moyenne canonique.

3/ Considérons maintenant un ensemble N de particules indentiques de masse m obéissant a
un hamiltonien classique H(ry,r2,...,rN;P1,P2,--.,Pn). Comment peut-on écrire la fonction
de partition dans ce cas 7 Utiliser le résultat pour calculer (E). pour un gaz parfait :

H(r17r27"'7rN;p17p27"'7pN):

2 Défauts dans les cristaux

Défauts de Schottky

Le type de défauts le plus courants est celui de Schottky, qui correspondent & des lacunes
atomiques au sein du réseau cristallin. Dans ce cas, des atomes quittent leurs positions aux
neeuds du réseau et migrent vers la surface comme montre la Figure[I} On considérera que 1’état
du cristal est caractérisé par I'occupation des N sites cristallin par des atomes. Localement, un
site occupé correspond a une énergie de référence prise a zéro, tandis que ’absence d’un atome
diminue la cohésion cristalline et cotite une énergie eg > 0 (proche de I’énergie a fournir pour
extraire un atome du cristal). Dans la suite, on négligera les effets de surface et on considérera
que les excitations thermiques créent n lacunes parmi les IV sites.

4/ Décrire un micro-état du systeéme et donner l’énergie F,, correspondant a la présence de n
lacunes dans le systeme.
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Figure 1: Les défauts de Schottky et de Frenkel. Figure inspirée de Introduction to solid state
physics, Charles Kittel, Wiley & Son.
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Réponse

Un micro-état est donné par 'arrangement de N — n atomes parmi les IV sites disponibles.
Dans le systeme, nous avons n lacunes, N — n atomes et NV sites disponibles. L’énergie est

donnée simplement par : E, = neg.

5/ Combien y-a-t-il de micro-états Qg(E;,) avec la méme énergie E,, ?

Réponse

Le probleme est réduit a calculer le nombre de fagons de placer n lacunes parmi N places,

donc : o <N> ) W(NL'_H)‘

n

6/ Rappeler l'expression de l'entropie S de Boltzmann. Calculer I'entropie du cristal dans la
limite o n > 1 et N —n > 1 et écrire sous une forme qui montre clairement son extensivité en

utilisant la densité de défauts d = %

Réponse

L’entropie de Bolzmann est donnée par : S = kpln(Q2). Dans notre cas, l'entropie est
donnée par :

|

N!
S(n) = kpln (m> = k3<ln(N!) —In(n!) — In((N — n)'))
En utilisant Stirling (i.e: In(z!) = zIn(z) — 2+ O(In(z))), on arrive a ’expression suivante :
S(n) = kg <Nln(N) —nln(n) — (N —n)In(N — n))
En utilisant la notation d = , nous arrivons a | éxpression suivante :

= —[dlog(d) — (1 — d)log (1 — d)]

&
kN




7/ Calculer la température microcanonique a N et n fixés.

Réponse

Nous utilisons la formule :

1 [oSy 1 0S

T \O0E) &N \od)’
ol nous avons utilisé ’expression £ = e, /Nd. Nous pouvons maintenant calculer la derivée
souhaitée :

1 1 [0S\ _ ko o B ks 1-d
e ESN<8d>_ 558d<d1n(d) (1 —-d)In(1 d)>—...—8sln<d >

8/ En déduire que la densité d de lacunes vaut :

d_n_ 1
TN ess/keT {17

Réponse

Nous utilisons le résultat antérieur pour écrire :
€S 1—d
=In{——],
kT d

1
:> 8S/k‘BT:7_1’
‘ d

n 1

A= N = et 11

9/ Définir les limites d’haute et basse température et analyser la valeur de la densité de lacunes
dans ces deux limites.

Réponse

La limite d’haute température (kgT > eg) :

..n . 1 1 1
TIE}I;O N Tlgrolo T 1 - 141 2 (beaucoup de lacunes).

La limite de basse température (kT < €g) :

1
lim o lim

e i m =0 (aucune lacune).

10/ Dériver I'expression de la capacité thermique a volume constant Cy = (%)V’ Quelles
sont les limites de températures hautes et basses 7 Le comportement de Cy est ce que 'on
appelle l’'anomalie de Schottky. Quelle est ton intuition sur son origine physique ?



Réponse

Nous pouvons facilement calculer la chaleur spécifique :

OF 1 (OE 5  ecs/ksT
\% <8T>V kBﬁz <85>V B (/855) (1+655/k’BT)2

La forme adimensionnelle (x = eg/kpT) limite est donc :

T

CV 2 (&
— =C(2) =2 ——— |z=g.
kN - OO =T

Limite de température élevée x < 1 :
C(x — o0) ~ 22 =0
Limite de température basse z > 1 :
Clr—o0)~e =0

L’anomalie de Schottky est D'existence d’un maximum dans la chaleur spécifique avec une
chute conséquente & haute température !

Défauts de Frenkel

On s’intéresse maintenant aux défauts de Frenkel. A lintérieur du réseau cristallin, il existe
des sites appelés interstitiels dans lesquels les atomes peuvent se loger bien que cela soit moins
favorable énergétiquement. On notera N; le nombre de sites interstitiels accessibles, et on va faire
I’hypothese que tous ces sites sont équivalents. Un défaut de Frenkel correspond au transfert
d’un atome depuis 'un des N sites du réseau vers 'un des N; sites interstitiels, comme montré
dans la Figure[ll Il en cotute une énergie e > 0 par défaut. On notera n le nombre de défauts
créés et on supposera N et N; fixés et du méme ordre de grandeur.

11/ Décrire un micro-état du systéme et donner ’énergie E,, correspondant a la présence de
n lacunes dans le systeme.

Réponse

Un micro-état est donné par 'arrangement de N atomes parmi les IV + NN; sites disponibles.
Dans le systéme, nous avons n défauts, IV atomes et IV; sites interstitiels accessibles.

12/ Combien y-a-t-il de micro-états Qp(E,) avec la méme énergie E,, 7 Remarque : Combien
y a-t-il de fagons de choisir les n atomes qui quittent les sites N du réseau ¢ Combien de fagons
pour ces n atomes d’occuper les sites interstitiels N; ¢

Réponse

Pour calculer Qp(E,), il faut calculer la fagon d’arranger (indépendamment) (N —n) atomes



dans les IV sites du réseau, et n atomes dans les IV; sites interstitiels accessibles :

Qp(En) = <N]X n) (Zl) (N _N:l)!n! (Ni ]—Vi)!n!

13/ Montrer que dans le cas de N > n et N; > n, on obtient la forme limite :

(NN;)"
nl?

Qr(Ey,) =

Réponse

Pour arriver a cette expression limite, il faut utiliser Stirling pour N!, N;!, (N — n)! et
(Nz - n)' .

o Nlx NNeg=N
o Nl NNie=Ni
N—n
—n)! ~ —p)N-ne—(N-n) _ ,—(N-n) N=n\ A1 (_ ) \N—n—3 ~ ,—(N—n) A\TN—
o (N—n)l=(N—-n)"""e " =e "J;O(j YN/ (—n)N=""0 ~ e n NN

Ni—n ) )
o (N;—n)! =~ (N,-—n)Ni_”e_(Ni_”) = ¢~ (Ni—n) ZO (Ni;")NZ?(—n)Ni_"_J R~ e_(Ni_")NZN"_
J:

En utilisant ces approximations, nous arrivons a l’expression suivante :

(NNJ" g (N No)"

Qr(E,) ~ o "

14/ Détermine 'entropie dans la limite n > 1 (toujours avec N > net N; > n):

Réponse

Nous calculons I’entropie en utilisant le résultat précédent :

S(E,) = kp In(Qp(Ey)) ~ kg ln (W) = kg (n In (N N;) — 21n(n!)>

Stirlin,
"R"E kp (n In (N N;) — 2(nln(n) — n)>

15/ Montrer alors que dans la limite de basse densité n < N, la densité de défauts dp = n/N

dF ~ \/E e_eF/Ta

et donner les expressions de d; et de O en fonction des données.

suit la loi :

Réponse



Nous calculons d’abord la température T:

1 <8S> 1 <85’ )

T OE )y er \On V7N'
Nous utilisons le résultat de la question précédente pour calculer séparément la dérivée
partielle :

<8n> :kBln(NNi)—2kB(ln(n)—|—n—1):kBln< 2 >

Nous arrivons alors a ’expression suivante :

T efp n2
N N;
kT %
:>65F/ B n2
=n= \/NNie_EF/QkBT
n N; _
= d P 2'e EF/QkBT
F N N € ’

avec d; = NZ/N et Op = EF/2/€B.

3 Polymere dirigé

On considere un polymere isolé constitué de N monomeres de longueur a. Les monomeres
sont libres de choisir une parmi trois orientations dans le plan Oy : vers la gauche, vers
la droite ou vers le haut (mais pas vers le bas, c’est pourquoi on parle de polymere dirigé).
Les monomeres sont indépendants. Une extrémité du polymere est fixée a 1’origine en (0, 0)
et 'autre se trouve aux coordonnées (x,y). Les microétats du polymere sont donnés par les
différents choix d’orientation des monomeres.

1 (x,y)

[ ]

Ta

d
—

° | Les 3 ¢tats _
X (0,0)T_' des monomeres:

% <—T—>

On note n4 et n_ les nombres de monomeres orientés respectivement vers la droite et vers
la gauche, et m le nombre de monomeres orientés vers le haut. On note N =ny +n_ +m le
nombre total de monomeres.



1/ Dans un premier temps, on suppose que n, n_ et m sont fixés. Donner le nombre de mi-
croétats accessibles Q(n4,n_, m). Vérifier le résultat en calculant le nombre total de microétats
accessibles & N fixé Q1 (N) (ce qui revient a sommer sur ni, n_ et m, avec la contrainte
ny+n_+m=N)

Réponse

Le nombre de microétats correspond au nombre de fagons d’arranger n, monomeres orientés
vers la droite, n_ monomeres orientés vers la gauche et m monomeres orientés vers le haut
parmi N monomeres totaux indépendamment les uns des autres :

Q(m’n_’m):( N ) N

ny,n_,m) niln_!m!’

En faisant la somme de toutes les configurations :

N=m+ny4+n_ NI
Qeor(N) = Z . el
L= nyln Iml
ShbUEl

La formule du binéme (en annexe) donne :
Quot(N) = 3V,

En effet, ce sont toutes les configurations possibles d’une variable d’état pouvant prendre 3
valeurs répétée IN fois.

2/ Montrer que 'entropie microcanonique du polymere, dans la limite N,m,ny > 1, est
donnée par

* ~_ + n- @)
S*(ng,n_,m) ~ —kp <n+1n N +n_1In N —|—mlnN

Réponse

N!
S*(ngy,m_,m) =kplnQ(ny,n_,m)=kpln | ————
nyln_!m!
Stirli —
tgmg —kp <n+ln% +n_ lnnﬁ —|—mln%)

3/ On souhaite relier ny et m a x, y, et L = Na. Donner l'expression de m et montrer que
nt = (L—y+z)/2a.

Réponse

Pour la coordonnée verticale y, chaque monomere vers le haut contribue +a a la coordonnée
y, donc y = ma. Pour la coordonnée horizontale x, chaque monomere orienté vers la droite
contribue +a a la coordonnée x, et chaque monomere orienté vers la gauche contribue —a.
Par conséquent:

r=nya—n_a=any —n_).




Enfin le nombre total de monomeres est donné par : N = % On en déduit :

_L-y+z

e 2a

4/ Calculer g—i et g—‘; en fonction de m(x,y), ny(z,y) et n_(x,y). En déduire les valeurs de m,

ny et n_ (en fonction de V) qui maximisent cette entropie. On les note m*, n et n*. Donner
les valeurs correspondantes de x* et y* (en fonction de L).

Réponse
On a :
0S _ Ony 0S +8n, aS +87m5)75
dr  Ox On, Ox On_  Ox Om
9S _ Ony OS Gn_85+67m@
dy Oy On, dy On_ Oy Om
otl, & partir de la question précédente : Bg—; = &, % = -, %—ZL = 0 and 85—; = —4,
On- _ 1 9m _ 1
dy ~—  2a’ dy = a
Apres un peu d’algebre, cela donne :
oS k. n_
=—In—

dr  2a ny

oS @ I /Mymn_

dy  a m

Et en mettant ces équations a zéro et avec la contrainte sur le nombre de monomeres, nous
obtenons :

m = ./nyn_
ny =n—
N=ny+n_+m

qui sont résolus pour nf =n* = % et m* = ];’7

, o . . . . . . * * * _ * *
ParNconsequent, la position qui maximise I’entropie est : x* = a(n h= n*)=0y* =am* =
a3 =3

5/ On introduit la grandeur ¢, (z,y) = T*g—g ou T™ est la température microcanonique. Que
représente physiquement cette grandeur 7 Donner son expression en fonction de x et y. Préciser
pour quelle valeur de y on a ¢,(0,y) = 0 et tracer soigneusement ¢,(0,y) pour des valeurs de y
dans [0, L]. Interpréter physiquement le comportement autour de y*.

Réponse

Comme nous 'avons vu en classe, le 1" principe de la thermodynamique dit :

dE = TdS + dW
N~~~ ~—
Chaleur Travail




ou dW est le travail effectué sur le systeme. Pour une série de déplacements de couple
généralisés {X} avec une force généralisée associée {J}, nous montrons qu'on a :

dw = Z Jidz;.

Dans notre cas, nous avons X = {z,y} et J = {fs, fy }.
Le systeme est isolé, donc dE = 0 et par conséquent :

~TdS = fudx + fydy

A partir de la, nous voyons facilement que

oS

dy(@y) =T 5

est la force exercée par le polymere (il y a donc un signe moins) dans la direction y, plus
précisément :

by(2,y) =T 55 1 YOI

— In
a m

k:BT*l a\/L—y—{—xL—y—m
= n —_
a Y 2a 2a

T* 1

a 2y
Pour x = 0 on trouve :
L—y
2y

 kpT*

®y(0,y) In

et donc ¢, (0,y) = 0 pour y = L/3.

Le comportement de ¢,(0,y) en unités réduites (% et L = 1) est représenté ci-
dessous. L’étoile marque le point d’équilibre stable. Pour y < y* la force est positive, et
pour y > y* la force est négative, ce qui montre bien que le polymere est attiré vers cette
position d’équilibre.




Force(a.u.)

—4

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.0

Potential(a.u.)

-0.2 1

-0.41

0.0

Annexe

Formule de Stirling :

Formule du binéme :

@1+ o)V = >

Intégrale Gaussienne :

Inn! ~nlnn —n pour n>> 1

my+-+mpy=N N

mi!...my!
M1,...,,M M 1 M

/dace_sz =/7m/A
R

10

ma
M
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