Ecrit 1 du 30/01/25 M1 et M2 MEEF - 2024/2025

CONCOURS BLANC

Ce sujet est composé de deux problemes indépendants.

Rappel : Le groupe symétrique S,, est le groupe des bijections de
I'ensemble {1,...,n} munit de la loi de composition. Deux éléments
o1 et o9 de S,, sont dits conjugués s’il existe un élément 7 € S, tel
que o1 = 7097 L Soit 1 < k < n. Un élément o de S,, est appelé un
k-cycle, s'il existe {iy,...,ix} C{l,...,n} tel que o(i;) = o(ij4+1) pour
tout 1 < j < ket o(ig) = o(iy). On le note (iy io ... ix_1 ig).

Probléme 1 : Vrai-Faux

Pour chacune des assertions suivantes, préciser si elle est vraie ou
fausse puis justifier la réponse donnée. Toute réponse non argumentée
ne sera pas prise en compte.

1) Soit f une fonction continue de R dans R.
a) Si pour tout (z,y) € R? f(x)+ f(y) = f(z + y) alors

f(0) = 0.
b) Si pour tout (z,y) € B2, f(x +y) = £(x) f(y) alors /(0) =
1.
2) L’ensemble S des solutions dans Z /20 Z de 1’équation :
2z = 10 mod 20
est S = {5}.

3) Soit p un nombre premier. Alors /p est irrationnel.

4) Toute fonction f: R — R continue sur R est dérivable sur R.

5) Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R. Si [} f(z)dz =0
alors f est la fonction identiquement nulle.

6) Soient M;, M, et Mj trois points du plan complexe et 2y, 2an, , 20,
leur affixe respective. Les points M, My et M3 sont alignés si
et seulement si il existe A\, € R tels que 2y, = A2y, = p2ns -

7) Soient n € N* et k € N, z = e'n est une racine n-ieme de
I"unité.

8) Soit n € N*. L’ensemble des racines n-iéme de I'unité muni de
la loi + forme un sous-groupe de (C, +).

Université Paris-Saclay 1



Ecrit 1 du 30/01/25 M1 et M2 MEEF - 2024/2025

9) On consideére le groupe symétrique Sy.
a) Les deux permutations (1234) et (1324) sont conjuguées
dans S,.
b) La relation de conjugaison sur Sy est une relation d’équi-
valence.

10) Soit M,,(R) ’ensemble des matrices n x n a coefficients réels.
Soient A, B € M,(R). AB = 0 implique que A ou B est la
matrice nulle.

11) Soient A, B deux sous-ensembles d’un ensemble E. On note A
le complémentaire E'\ A de A dans E.

a) (AN B)Y = AY U B°.
b) La négation de : "A n’est pas inclus dans le complémentaire
de B" est "A est inclus dans B".
12) Votre voisine a deux enfants dont vous ignorez le sexe. On consi-
dere les trois événement suivants :
e A : "les deux enfants sont de méme sexe'.
e B : " l'ainé est une fille".
e C: " le cadet est une fille".
a) Les événements sont deux & deux indépendants.
b) Les évenements sont mutuellement indépendants, cad, que
p(ANBNC) = p(A)p(B)p(C).

13) Considérons le sous-ensemble suivant de R® :

F={(z,y,2) eR* |z +2y — 2 = 0}.
a) F est un sous-espace vectoriel de R®.

b) Posons u; = (—2,1,0) et us = (1,0, 1). L’ensemble {uy, us}
forme une base de F.
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Probleme 2 : Extrait de 1’écrit 1 de 2018

Notations
N désigne ’ensemble des entiers naturels et N* I’ensemble des entiers naturels non nuls.
Pour m et n deux entiers naturels, [m; n] désigne 'ensemble des entiers & tels que m < k < n.
Z désigne ’ensemble des entiers relatifs.
Q@ désigne I'ensemble des nombres rationnels.
R désigne ’ensemble des nombres réels.
On note e le nombre exp(1), image de 1 par la fonction exponentielle.
On rappelle que, pour tout nombre réel z, il existe un unique entier relatif E(z) tel que
E(z) < z < E(z) + 1. Cet entier E(z) est appelé partie entiére de x.

Partie A : suites adjacentes

Etant donné deux suites réelles (@n)nen €t (by)nen, on rappelle qu’elle sont dites adjacentes
si I'une des deux est croissante, 'autre décroissante et si lim (a, —b,) = 0.
n—+00

I. On suppose dans cette question que la suite (an)nen est croissante et que la suite
(bn)nen est décroissante.

II.

1.

1
Pour tout entier naturel n non nul, on pose a, = Z — et b, =a, +

. En déduire que pour tout entier naturel n non nul, 0 < e —a, <

Montrer que la suite (a,, — b,),en €st monotone et en déduire que pour tout entier
naturel n, a, < bp.

. Justifier que les suites (a,)nen et (bn)nen sont convergentes vers une méme limite

£ vérifiant :

VneN, a,</l<b,.

. On suppose de plus les suites (a,)nen €t (bn)nen Strictement monotones. Montrer

que :
VneN, a,</l<b,.

—'.
=0 P n X n!

. Montrer que les suites (a,)nen+ €t (b,)nen+ sont adjacentes.

1

1
. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, e — a, = gor J (1 —t)"e'de.
n!

0
Indication : on pourra procéder par récurrence.

nxn!
En déduire la limite de la suite (a,)enx.

Indication : on pourra étudier les variation de la fonction ¢ — (1 — t)e’.

En déduire une valeur de n telle que a,, soit une valeur approchée de e & 107° prés.
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5. On suppose que e est un nombre rationnel.

a. Montrer qu'il existe un entier naturel non nul ¢ tel que le nombre e g! soit un

entier naturel.
q

1
b. Montrer que z = ¢! (e - Z ) est un entier naturel.
= pl
=
c. Montrer que 0 < z < 1.

. Conclure.

Partie B : écriture d’un entier en base deux

Le but de cette partie est de démontrer que tout entier naturel N supérieur ou égal a 2
s’écrit de maniére unique

n-1
k i n— 2 d 1
N=de2k avec n = 2et VE[O,TL ]L kE{O’ }7
k=0 dp1 =1

L’égalité précédente se note N = d,,_1d, 2. ..dy (écriture de N en base deux); la suite finie
(di.)o<ken—1 s'appelle la suite des chiffres dans P’écriture de NV en base deux.

Dans toute cette partie, N désigne un entier naturel supérieur ou égal 2.

n—1 -
IV. On suppose que N = Z ;28 avec Vke[0; n-2] dpe{0,1} et d,y=1.
k=0
1. Montrer que 2" ' < N < 2" — 1.
2. Montrer que d, est le reste de la division euclidienne de N par 2.
3. Démontrer que la suite (dy,...,d,_) est déterminée de maniére unique.

V. On définit deux suites d’entiers (y)rew et (di)rew Par yo = N et pour tout entier
naturel k, ypy1 et dp désignent respectivement le quotient et le reste de la division
euclidienne de y;, par 2.

1. On fixe k € N*. Exprimer N en fonction de k, dy,...,dr_; et .
2. Démontrer que la suite (4 )rew est nulle & partir d’un certain rang et qu'il existe
un entier n = 1 tel que d,,_1d,,_5 ... dy soit 'écriture de N en base deux.

3. Eerire un algorithme qui, pour tout entier naturel N supérieur ou égal 2 donné,
renvoie la suite (dy, dy, ..., d,—1) des chiffres de son écriture en base deux.

4. Ecrire en base deux le nombre qui s’écrit 391 en base dix.

VI. On se propose a présent de calculer le nombre N qui s'écrit d,,_1d,_3...dy en base
deux.

1. Premiére méthodle : méthode « naive ».
pigds

On écrit N = Z d;2%. Combien d’opérations (additions et multiplications) doit-
k=0
on effectuer a priori pour calculer N avec cette méthode?
2, Deuxiéme méthode : méthode de Horner.
On écrit N = ((((dn-1 x 2+ dp2) x 2+ dp3) x 2+ ...) x 2 + dy. Combien
d’opérations (additions et multiplications) doit-on effectuer a priori pour calculer
N avec cette méthode ?

3. Ecrire un algorithme qui, pour toute suite de chiffres (dy, . . . ,d,_,) donnée, renvoie
la valeur de N calculée i 1'aide de cette deuxiéme méthode.

4. Quel est le nombre dont P'éeriture en base deux est 101001000100001 ?
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Partie C : nombres dyadiques

L’ensemble Dy = {;ip isa€Z, pe N} est appelé ensemble des nombres dyadiques. On
note DF l'ensemble des nombres dyadiques positifs ou nuls.
VII. Montrer que Z est strictement inclus dans D et que D est strictement inclus dans
Q. Indication : on pourra montrer que 3 ¢ Dsy.

VIII. Soit z € D;\N. On se propose de démontrer qu’il existe un unique entier n = 1 et
une unique suite (ag, ai, . - ., a,) avec ag € N et (ay,...,a,) € {0,1}" tels que

n
T = Z (1192_'“j avec a, # 0.
k=0

Le membre de droite de cette égalité s’appelle le développement dyadique de z.
1. On suppose qu'une telle suite existe. Montrer que ay = E(z) puis montrer que la
suite (ag,ay,...,a,) est déterminée de maniére unique.

a9

2. On souhaite & présent montrer I'existence d’une telle suite. A I’aide de la partie
précédente, montrer 'existence d’un entier ag, d'un entier p = 1 et d’une suite de

nombres entiers dy, ...,d,_; égaux 4 0 ou 1, non tous nuls, tels que
p—1
T =ap+ Z d2kP.
k=0

3. Conclure.

35
IX. Donner le développement dyadique de T

Partie D : développement dyadique illimité

On appelle suite dyadique toute suite (ay,)gen= 0l pour tout & € N*, a, est un élément de
{0,1}. De plus :
— une suite dyadique (a)ren+ est dite impropre s’il existe un entier m € N* tel que pour
tout k = m, a, = 1;
— une suite dyadique (a)ren+ est dite propre si elle n’est pas impropre.

X. On suppose que a = (ay)ren* est une suite dyadique.

1. Démontrer que la série de terme général a2 * est convergente. On note sa somme

+oo
s(a) = Z ap2™*.
k=1

+oo
2. Soit N un entier naturel. Que vaut Z 27k9
k=N
3. Vérifier que s(a) € [0, 1].
4. Montrer que si a est une suite dyadique propre, alors s(a) € [0, 1[.

5. Montrer que si @ est une suite dyadique impropre, alors s(a) est un nombre dya-
dique.
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6. Soit a = (ar)ren+ la suite définie par

{U si k est impair,
ap =

1 si k est pair.

1
Montrer que s(a) = -.

3
XI. Soit z un nombre dyadique compris dans l'intervalle [0, 1[.

1. En utilisant les résultats de la partie C, montrer qu'’il existe une suite dyadique

propre a telle que
+o0
T = Z akZ”“.
k=1

2. Montrer que si z est non nul, alors il existe également une suite dyadique impropre

b telle que
40
= Y b,
k=1

A

Partie E : suite extraite de la suite (cos(nmf)),en

XVI. Dans cette question, # désigne un nombre réel strictement positif. On pose
¢, = cos(nmh), 8, = sin(nwf).
1. Vérifier que pour tout entier naturel n,

Cnt1 + a1 = 2¢, cos(nh),
Cntl — Cn—1 = —28psin(nd)
ci + 5,2, =1.

2. En déduire que la suite (¢n)nem converge si et seulement si # est un entier relatif
pair.
Indication : on pourra raisonner par disjonction de cas, suivant la valeur de cos(78).

XVIIL. On s'intéresse & présent a la suite (can ) ey extraite de (¢, )qen. Pour tout entier naturel
n, 0N pose :
Uy, = €0 = cos(2"70).

1. On suppose (dans cette question uniquement) que @ est un nombre dyadique.
Quelle est la nature de la suite (u,)nen ?

2. On suppose (dans cette question uniquement) qu’il existe un nombre dyadique z
tel que 8 = = + % Quelle est la nature de la suite (u,)nen ?

3. On suppose (dans cette question uniquement) qu'il existe un nombre dyadique
tel que 8 =z + 3 Quelle est la nature de la suite (un)nen ?

4. Justifier que, pour tout entier naturel n, ., = 2u2 — 1.

5. Lorsque la suite (u,)nen converge vers £, quelles sont les seules valeurs possibles
pour le réel £7
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On suppose a présent qu’on a démontré que pour tout réel x € [0, 1], il
existe une unique suite dyadique propre {a, },en+ telle que

XVIII.

“+o0o
T = Z ak2_k.
k=1

. Soit (@n)nen+ la suite définissant le développement dyadique propre de 6 — F(8).

Montrer que, quel que soit ’entier naturel n, il existe un entier relatif k, et un
réel €, appartenant a I'intervalle [0, %] tels que :

a
29 = 2k, + a, + —

+ En.

. Démontrer que :

— 8l @, = Gy,41, alors u, = 0;
— sl a, # ayy1, alors u, < 0.
Puis que :

— si u, > 0, alors a, = ap41;
— si u, < 0, alors a,, # a,41.

. On suppose que la suite (u, ),en converge vers un nombre réel £ > (. Montrer qu’a

partir d'un certain rang, a, = 0. En déduire que # est un nombre dyadique.

. On suppose que la suite (uy )new converge vers un nombre réel £ < (. Montrer qu’a

2
partir d'un certain rang, @,+1 # @,. En déduire que 6 — 3 ou f — 3 est un nombre

dyadique.

Enoncer et démontrer une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (un)uEN
converge. On justifiera ce résultat et on précisera le cas échéant la valeur de sa limite.
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