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Eval 4 : MG2

Important : Toutes les questions des exercices hormis ’exercice 1 doivent étre justifiées soi-
gneusement, argumentées. Elles sont évaluées avec la grille critériée.

» Exercice 1.

Soit F' un sev de dimension finie d’un espace préhilbertien E, soit u € E, alors

d(u, F) = ||lu — pr(u)||2

ol pr est la projection orthogonale sur F'.

Preuve :

On procéde par double inégalité cad qu’on montre tour a tour que d(u,F) < ||lu — pr(u)||2 et
d(u, F) = [[u = pr(u)|]2-

e Comme d(u, F') = inf{||u — v||2,v € F'} et pp(u) € F, alors d(u, F') < ||u — pr(u)||2.
1)
e Soit v € F, alors pr(u) —v € F et u — pr(u) € F* alors :

llu = oll3 = [lu — pr(u) + pr(u) = vl3 5 llu = pr(W)3 + [lpr(u) =l > |lu—pr)l]3.

Donc d(u, F)? Z [lu = pr(u)]l3 done d(u, F') 2 ||u = pr(wll2-

Dans la preuve ci-dessus, justifiez chaque point marqué par un chiffre. Vous devez choisir parmi les arguments
suivants :

— car l'inf est un minorant. — car la fonction x — /7 est croissante sur R..
— car la fonction @ +— 2 est croissante sur R — car la norme euclidienne vérifie I'inégalité tri-
— car la norme euclidienne est définie. angulaire.

— car l'inf est le plus grand des minorants. — d’aprés le théoréme de Pythagore

— car la variable de sommation est muette. — car la norme euclidienne est homogéne.

» Exercice 2.
1. Déterminer les extremas locaux de f : (x,y) — % +y* 42y +2x — 2y en utilisant la matrice Hessienne.

2. Déterminer & nouveau les extremas a I’aide d’une réduction de Gauss. Sont-ils globaux ?

2 20
3. Aprés avoir expliqué pourquoi la matrice [ 2 0 2| est diagonalisable, déterminez-en une bon de
0 2 2
vecteurs propres.
» Exercice 3. Soit a et b deux réels non nuls. On cherche a résoudre I’équation aux dérivées partielles notée
(F) suivante :
V(z,y) €R?,  adpo(z,y) + bdyd(x,y) = 0.

u+v u— v)

26 7 2a 7

Dans cette question, ¢ est une solution de (E). On considére la fonction ¢ : (u,v) — ¢(



u+v u—ov

2b 7 2a

1. A Tlaide de la régle de la chaine, exprimer 0,¢(u,v) en fonction de 9,¢( ) et
u+v u—v

By 20 7 2a

2. En déduire I’expression de ¢(u,v) pour tout (u,v) dans R2.

). En déduire que 9, est la fonction nulle.

3. En déduire enfin toutes les solutions ¢ de (E).

» Exercice 4.

Cet exercice a pour but d’étudier les extremas d’une fonction liée & une matrice symétrique.
e On se place dans I’ev euclidien R?, on note (-, -) le produit scalaire canonique et ||-|| la norme associée.
e Soit A C R®. On dit que m est un minorant de f : R®* — R si V(z,9,2) € A,m < f(x,y,2). On dit
que m est un minimum si c’est un minorant et qu’il existe (a,b,c) € A tel que m = f(a, b, c).

e Soit A C R®. On dit que M est un majorant de f : A — R si V(z,y,2) € A, f(x,y,z) < M. On dit
que M est un maximum si c’est un majorant et qu'’il existe (a,b,c) € A tel que M = f(a,b,c).

1. Etude d’un exemple :

1 1
(a) Veérifier les inégalités xy < 5(.%‘2 +y%) et —§(x2 +4?) < xy pour tous réels x et y et préciser dans
chaque cas les situations d’égalité (Indice : essayez de faire apparaitre des identités remarquables
en manipulant les inégalités).
Ty + 22

m sur RB — {(07 0,0)}'

1
(b) En déduire que —3 est un minorant de la fonction 7 : (z,y, z) —

et montrer que c’est son minimum.
(c) Trouver de méme le maximum de r sur R® — {(0,0,0)}.
(d) Comparer ce minimum et ce maximum a la plus grande et & la plus petite valeur propre de la

matrice 1
0 - 0

a=|1?
5 0 O
0 0 1

2. Etude du cas général : Soit M une matrice symétrique réelle d’ordre 3 et f l’endomorphisme cano-
niquement associé & M. On admet qu’il existe une bon By = (ej,eq,e3) de vecteurs propres
pour f, chacun des vecteurs propres ¢, étant associé a la valeur propre \;. On suppose
A < Ao < As.

(a) Soit w un vecteur non nul de R3 que ’on écrit w = aye; + azes + azes dans la base By. Vérifier
que

(f(w), w) _ s+ a?(Ad1 —A3)  a3(Aa — A3)

[l ||w][? ||l

(b) En déduire que A3 est le maximum de la fonction

sur R® — {(0,0,0)}.
(c) Déterminer de méme le minimum de 7 sur R® — {(0,0,0)}.
(d) Vérifier que I'on retrouve ainsi les résultats de la question 1.

-1 0 0
3. Une application : On considére la matrice M = [ 0 1 2] et on note f I’endomorphisme canoni-
0 2 4

quement, associé.

(a) Déterminer les valeurs propres et une base de chaque sous-espace propre de f.

(b) En déduire le maximum et le minimum de la fonction r sur R*—{(0,0,0)} et préciser les vecteurs
en lesquels ils sont atteints.



(c) Soit g la fonction définie sur R® — {(0,0,0)} par

—r+y+2z

9(z,y,2) = m

et P la partie de R* — {(0,0,0)} constituée des triplets (z,v,z) tels que = + y 4+ 2z = 1. Soit
(z,y,2) € P. Vérifier que g(z,y, 2) =r(z,y, 2).

(d) En déduire que g posséde un minimum et un maximum sur P, que l’on calculera et préciser les
points en lesquels ils sont atteints.



