Licence 3 Institut Villebon-Charpak, Orsay
Mathématiques 2024-2025

Eval 1 : MG2

Important : Toutes les questions des exercices 2, 3 et 4 doivent étre justifiées soigneusement,
argumentées. Elles sont évaluées avec la grille critériée.

» Exercice 1.
n
Soit B = (eq,...,e,) une bon d’un espace euclidien FE de dimension n, u = E uje; € F alors
=1

Vie{l,....n}, u; = (u,e;).

Preuve :
On sait qu’il existe (uq,...,u,) des réels tels que
n
u = Zuiei =ure] + ...+ upen,.
M=
Donc

Vie{l,...,n}, (u,e;) (j) Zui<ei, e;)
i=1

= u;le;, e;
3) J< J J>

= ujle;|I*

= Uj.

(4)

Dans la preuve ci-dessus, justifiez chaque point marqué par un chiffre. Vous devez choisir parmi les arguments
suivants.

e par linéarité de la somme. e car la variable de sommation est muette.
e car l'inf est un minorant. e car la norme euclidienne vérifie I'inégalité tri-
e car (ej,...,e,) est une famille orthogonale. angulaire.
e car chaque e; est unitaire. e d’apreés I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
e car |ab| = |a||b] pour a,b réels. e car la norme euclidienne est homogeéne.
e car le produit scalaire est défini. e par linéarité & gauche du produit scalaire.
e car (ey,...,e,) est une base de F. e par linéarité & droite du produit scalaire.
S

Eléments de corrigé
car (e1,...,en) est une base de E.
par linéarité & gauche du produit scalaire.

car (e1,...,en) est une famille orthogonale.

W

car chaque e; est unitaire.

» Exercice 2. Déterminez si les phrases suivantes sont vraies ou fausses (en justifiant avec précision).



1. Soit n > 1, le produit matriciel

) X Mu(R) — M,(R)
A, B) — AB

est un produit scalaire.

2. Soit E un EV préhilbertien. Soient deux vecteurs (u,v) € E? tel que (u,v) = 1 et w orthogonal a .
On peut trouver A € R tel que (\u,v + w) < 0.

3. Soit E un EV préhilbertien. Toute famille orthonormale de vecteurs de E est libre.
Correction non détaillée
1. ¢ n’est pas a valeurs dans R donc ce n’est pas un produit scalaire.
2. Par linéarité a gauche puis a droite, (Au,v + w) = A{u,v) + A(u, w) = A(u,v) par orthogonalité de (u,w). Il
suffit donc de prendre A < 0.

3. Une famille orthonormale est une famille orthogonale de vecteurs non nuls donc elle est libre.

» Exercice 3.

1
On consideére le produit scalaire sur E = C%([—1,1],R) défini par (f,g) = / f(t)g(t)dt.
—1

1. Démontrer qu’il s’agit bien d’un produit scalaire.
2. Quelle est I’expression de la norme euclidienne || f||2 associée pour une fonction f quelconque de E.
3. Pour cette question, on admet que

sin(a + b) — sin(a — b)

Y(a,b) € R?, cos(a)sin(b) = 5 )

14 cos(2a)
=—D

1 —cos(2a)

cos(a)? et sin(a)? = 5

1
La famille (—2,cos(7rt),sin(7rt)) est-elle orthogonale ? Est-elle orthonormale ? Est-ce une bon de E?

Justifiez bien.

Correction non détaillée

1. Fait en td.

1
2 11l =/ [ sy

1 1
3. ||Afll2 = \/ A2 f(t)2dt = \/)\2 f(t)2dt (par linéarité de l'intégrale). Enfin VA2 = |A|.
—1 —1

4. Fait en td : Elle est orthogonale et orthonormale. Ce n’est pas une bon de E car cet ev est de dimension infinie.

» Exercice 4. Soit E un ev euclidien muni d’un produit scalaire noté (-,-). On note || - ||2 la norme
euclidienne associée. On note O(FE) ’ensemble des endomorphismes « vérifiant la propriété suivante

Ve € E\Vy € B, {u(x),u(y)) = (z,y).

Autrement dit ces endomorphismes laissent invariant le produit scalaire. I’objectif de ce probléme est
d’étudier les propriétés de ces endomorphismes. Dans tout le probléme, u désigne un endomorphisme de E.

1. Equivalence a la conservation de la norme :



(a) Démontrer que si v € O(E) alors
Ve e B, |lu(@)ll2 = |[x]]2.

Autrement dit ces endomorphismes conservent la distance, on leur donne aussi le nom d’isomé-
tries.

(b) Démontrer que

_ Mz +yll3 — lle —yll3

= 1 )

(c) En déduire que si Vo € E, ||u(x)||]2 = ||z||2 alors u € O(E).

Ve e EsNy e E,  (x,y)

2. Stabilité par la composition : Démontrer que si u et v sont des éléments de O(F) alors la composée
u o v en est un aussi.

3. Bijectivité et stabilité par ’inverse :
(a) Démontrer que si une application linéaire v appartient & O(FE) alors u est injective.
(b) En déduire que u est bijective. On note u~"' son inverse.

(c) Démontrer que :
u€O(E)=u"'€O(E).

4. Conservation des bon : Démontrer que si u € O(E) et si (eq,...,e,) est une bon de E alors
(u(ey),...,u(e)) est une bon de E.

5. Expression matricielle :

(a) Soit B = (ey,...,e,) une bon de E, notons (21, . .., zy,) les coordonnées d’un vecteur z dans la bon
n

B et (y1,...,Yyn) les coordonnées d’un vecteur y dans la bon B, démontrez que (z,y) = Z Y-
i=1

(b) Soit u € O(E) et U la matrice de u dans une bon de E. Démontrer que ‘UU = I ot I est la
matrice identité. Une matrice vérifiant une telle propriété est appelée matrice orthogonale.
(c) En déduire les valeurs possibles du déterminant d’une matrice orthogonale. Donnez une interpré-
tation géométrique de ces valeurs du déterminant.
(d) Démontrer qu’une matrice est orthogonale si et seulement si ses colonnes forment une bon de E.
Correction non détaillée :
1. Equivalence a la conservation de la norme :

a
“ Ve e B, |lu(@)lz = (w(@),u(z)) = (z,2) = ||x]]2.
(b) Partez de la partie droite et développez les normes au carré par bilinéarité du produit scalaire. (c’est fait
dans le cours).
(c)
2

VZ'EE,VyEE, (u(w),u(y)) — \|u($)+u(y)||§—||u($)—u(y)\|§ _ ||u(x+y)“§_|lu(x_y)||2 ||x+y||§—|\m—y||§

4 4 4

2. Stabilité par la composition :

llu(v(@))]]2 = [[v(z)]]2 = [|z]]2-

3. Bijectivité et stabilité par ’inverse :

(a) Si||u(x)||2 = 0 alors ||z||2 = 0 et donc la norme étant définie x = Og. Donc le noyau est réduit au neutre.
(b) Endo injectif entre deux ev de méme dimension finie donc bijectif.

(©) Nlu™ @)ll2 = llu(u™ (@))]|2 = ||z]|2.
4. Conservation des bon : On sait que (u(e;),u(e;)) = (e;, e;) donc comme les e; forment une bon, les u(e;)
aussi.

5. Expression matricielle :

(a) (z,y) = (Z Ti€s, ijej) On développe par bilinéarité c’est égal a Z ijxi(ei, ej) = Zmzyz
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1



(b) (x,y) a pour représentation matricielle XY ot X et Y sont les matrices de z et y dans B la bon.
(u(z),u(y)) a pour représentation matricielle (UX)UY =" X'UUY.
Par définition de u orthogonal ces deux quantités doivent étre égales pour tous X,Y. On en déduit que
‘UU =1.

(¢) 1 =det(I) = det(*UU) = det(*U)det(U) = det(U)*. Cela veut dire que 'application conserve le volume.

(d) En notant U; la iéme colonne de U, le coefficient (4,5) de ‘UU est (U;,U;). Or celui-ci doit étre égal a
0;,; qui vaut 1 si i = j et 0 sinon. Ceci signifie par définition que les U; forment une bon de E.



