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Objectifs

e Thermodynamique statistique appliquée a un systeme traiteé par la mécanique
guantique : résolution dans I'approximation du fluide parfait

* ROle important des forces intermoléculaires :
o Interaction non covalente entre molécules
o Phases condensées

o Interactions plutét traitées en mécanique classique

e Objectif du chapitre : adapter le formalisme de la thermodynamique statistique
a une description classique d’un systeme
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I-1) Description classique — espace des phases

e Description classique du microétat d'un systeme :

o Coordonnées : 7 = {r;}

-
o Vitesses : ¥ = {v;} ou Impulsions : p = {p;} ‘5

» Mécanique Hamiltonienne :
-

o Reformulation de la mécanique Newtonienne - o

o Coordonnées généralisées : ¢ = {q;}

_ ., 2 . __dq;
o Vitesses géneralisées : g = {qi = %}

Lagrangien :

o Impulsions : p = {pl = 22k £(d,q) =%(4.9) - V(@

aCIl
o Hamiltonien classique (énergie) : H(q,p) = K (q,

p) +V(q)
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I-1) Description classique — espace des phases

e Cas particulier des coordonnées cartésiennes
o L'impulsion est égale a la quantité de mouvement : p; = mv;

o Le hamiltonien cinétique ne depend que des impulsions

2
H(,5) = K@) + V@) —Zz‘ + V@) —2’”"6 P Pl gy

o Séparation des variables coordonnées/impulsions

e Espace des phases
o Ensemble des coordonnées et impulsions possibles :{p, g}
o Microétat = un « point » (p, q) de I'espace des phases
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|-2) Fonction de partition canonique classique

Q(N,V,T) = z exp( kT
m
A

QaN,V,T) =4 fﬂ Z[ dq;dp; exp (— H%{tfﬁ))

v
Constante pour adimensionner Q;(N,V,T) : 1/h®
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|-2) Fonction de partition canonique classique

e Particules discernables :

Q. (N,V,T) = % f f J exp (— ?t({kq;Tpi})) li[ dq;dp;
i=1

e Particules indiscernables : correction de Maxwell-Boltzmann

Q. (N,V,T) = %% j f f exp (— }[(Z:’Tpi})) ﬁ dq;dp;
i=1
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« Fonction de partition » classique en (N,V, E)

e Comment s’écrirait la « fonction de partition » classique pour 'ensemble
micro-canonique (N,V,E) ?

0a,v.B) = 3o [[[ s0etanpd) = B 1_[ dqidp;
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|-2) Fonction de partition canonique classique

e Expression: Si indiscernables
H{qu )\ T
qdi Di
Q. (N, V,T) = MFﬂf (— Kyl ) quidpi
1=
HG,p)\ . .
Q. (N, V,T) = MFIU exp( kT ) dq dp

e Pourle reste:

o Tout est « pareil » qu’avec la fonction de partition quantique
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0u (v, 1) =~ [[ exp ( }[(Zf’f‘})) ]_[ dgidp,

i%exp(_%(q,p))dﬁdﬁ exp(_?f(q,p) di di
PG 5)dd 4 = NTh kT keT

Densitée de probabilité : probabilité « volumique »
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I-4) Probabilité d’'un macroétat

Ple=X) = Z Fin = Q(NVT) Z e ot

mtq x=X mtq x=X

P(x = X) = j j P(G,5) 6(x(d,B) = X) dq dp

P(x =X)

- 1 H@P) o oo o e
B Q.,(N,V,T) _[f Fexp <_ kgT )6(-75(‘1: p) =X)dqdp
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X= ||| x@» 2@ 5 dd ap

X =

15 XG5 exp (- 2552 ag ap

fif exp (- 25 LP) aq a
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I-6) Coordonnéees cartésiennes

o Séparation impulsions/coordonnées dans I’lhamiltonien :

HEB) = K@) + V(@) = ) T+ V(@) = ) 2 E (i)
i=1 i=1 '

e N particules indiscernables :
_ H (F ﬁ)
Q(N: V, T) mhg_N exp dxl dyl le dpxl dpyl dpzz

e Factorisation de la fonction de partition :

Q(N,V,T) _N'h3N ﬂf exp( K ( p))dp Uf exp( V( r))d

Partie cinetique Q.;, Intégrale
Partie « idéale » configurationnelle Z
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I-7) Changement de coordonnées

e Théoréme de Liouville : I'élément de volume de I'espace des phases est
iInvariant par changement de coordonnées :

S S
dr = | [daidp; = | | daiap;
=1 =1

o Exemple des coordonnées sphériques/cartésiennes :

dx dy dz dp, dp,, dp, = dr d6 do dp, dpg dp,,

o Attention : ce n’est valable que pour I'espace des phases !

S S
HdCIi :'tﬂdql{ dx dy dz = r%sin 0 dr do dg
i=1 i=1
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lI-1) Fonction de partition moléculaire classique — Translation

e Hamiltonien classique de translation pour une particule :

p? pi p?
e (2,9, 2,05, 0y, 02) = #(Pxr Dy P2) = om  2m T om

e Fonction de partition de translation :

py Pz
= dp,dp,d
1V, T) =55 fﬂ dxdy dz W exP( 2kaT 2mkgT kaBT) Px@Py Pz

! (j—o:o =P (_ anI:BT> dp>3 = (y 27kaBT)3

e On retrouve la fonction de partition quantique :

3/2
2t m kgT
qtr<v,T>=v( o )
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II-1) Fonction de partition moléculaire classique — Rotation diatomique

e 2 degres de liberte de rotation 8 et ¢ ?

e Hamiltonien de rotation :

1 pe
— 2 %

sin? @

e Fonction de partition de rotation :

1 (T 2T 00 00 1 ) p(Zp
=— - — )4

e Attention a l'intégration : pas de séparation totale sur les coordonnées et sur
les impulsions !
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lI-1) Fonction de partition moléculaire classique — Rotation diatomique

e Calcul de la fonction de partition :

1 T co p(% 0 pé o \
Grot(T) = j do f exp (— : ) dp (j exp (— ) dpe) < de
rot h2 ( 0o S— 21 sin? 0 kgT) % pg=—co 21kgT p=0

sin0 /2IkgT J2ImtkgT 2T
2\/ ZlﬂkBT

21kgT

Qrot (T) = 72

e Remarques:
o On retrouve la fonction de partition quantique d’'une diatomique hétéronucléaire
o Lintégration sur les impulsions a fait apparaitre :
= Un terme proportionnel & /T par impulsion
= L’élément de volume « physique » dt = sin8 df d¢
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II-1) Fonction de partition moléculaire classique — Vibration diatomique

e Hamiltonien comportant une partie potentielle :

D =p_§+k_x2=p,%+,ua)2x2
vib ot 2 T 2u 2

e Fonction de patrtition :

1(® % Py Hw?x?
-(T)=—f f exp(— )exp(— dx d
Avib Y R N 2ukgT 2kgT Px

27TkBT _ ZﬂkBT _ kBT

1
qQvip(T) = X J2mukgT X

N pw?  hw hv
e Correspond a la limite haute température de la fonction de partition quantique :
hv
_ZkBT k T
quant _ e B
Doiv (T) = _h T hv
1—e k8T
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[I-2) Equipartition de I'énergie

e Présence d'un terme quadratique dans I’namiltonien classique :

H(Qlt s, P1) "')ps) — }[1(191) + }[,(CIL vy 4s, P2, ""ps)
_|7

2
apq

e Factorisation de la fonction de partition :

/ 1 & _a_p% 1 }[’(CIL---,CIs,pz,---,ps)
¢=CxC= mjp € ‘T dp, nS5—1/2 Hf € kst dpz ...dpsdqy ...dqs
1——00

k Pour un systéme a I'équilibre thermodynamique
B T a tempeérature T, chaque terme quadratique

ah indépendant dans I’'hnamiltonien contribue pour
kT /2 a 'énergie moyenne du systéme.

e Contribution a I'énergie interne :

Jln Q1> kT Valable dans le domaine classique, i.e. quand le

U, = kgT? < T > degré de liberté est thermalisé
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1I-3) Energie cinétique et tempeérature

e Hamiltonien en coordonnées cartésiennes :

+ V(7)

N
z pizx + pizy + pizz

N 2
- - - - p -
HED = K@) + V@) = ) Lo+ 7@ = o
i=1

=1

e Energie cinétigue moyenne :

N
_ Zpizx + pizy + pZ,
K =
2m

=1

e Théoréme d’équipartition : 3 termes quadratiques par particule dans
I’hamiltonien cinétique

e Lien entre température et agitation thermique

K = ENkBT e Formule utilisée en simulation moléculaire pour
définir la température d’'un systeme
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[I-4) Distribution canonique des vitesses

e Quelle est la loi de distribution des vitesses des particules ?
o Pour des particules repérées en coordonnées cartésiennes
o Probabilité d’observer une vitesse v ?

o Quelle est la vitesse moyenne d’une particule ?
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11-4) Distribution canonique des vitesses

Quelle est la loi de distribution des vitesses des particules ?

e Probabilité d’'un microétat : Y. 2 r
i Di V) 4z ar
€xp <_ kaBT> exp <_ kgT ) dp d

P, r)dpdr =

i pf 14G)
fffexp(—zn{k];T exp( 7 T)d dr
e Probabilité d’'observer une impulsion particuliére p; pour la particule 1 :
Intégration sur les coordonnées et sur toutes les autres impulsions

D2 r
exp( _BL_ T) dpy % [|] exp< %i—,ﬁé’ﬁ Mesdpi x fff exp (7o) d

: 2 7
fexp (= goboy ) o x [ exp (- 515 ) M1, x [ exp (< 35) a7

P(p1) dps =

exp <_ Pi +py + p§) dp, dp, dp, Indépendant du potentiel
2mkgT g ressenti par la particule,

2 2 2 ' '
pZ+p2+p mais uniquement de la
JIf exp <_ . ZmIDCIBT Z) dpy dpy dp, masse !

P@)dp =
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[I-4) Distribution canonique des vitesses — vitesse selon un axe

e Probabilité d’'une impulsion particuliere p, selon I'axe x ?

e Intégration sur p, et p, :

2
__ DPx
FEEE T p2 2mmkgT 2mkgT ) """
f_oo exp| — dpx

zkaT

e Probabilité d’'une vitesse v,
o changement de variable p,, - v, = p,,/m
o Conservation de la probabilité : P(p,)dp, = P(v,)dv,

o dp, = mdv,

1 vz )
P(v,)dv, = exp| ——=—| dv
( x) X mxm p( X
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[I-4) Distribution canonique des vitesses — vitesse selon un axe

e Distribution gaussienne des vitesses selon un axe :

P,) = 1 ex <——v’25 ) ! ex ( (vx—v_x)2>
YT 2w x JkgTim T\ 2kgT/m) " gvam

 Conseéquences :

o Vecteur vitesse moyen nul : v, =v, =7, =0

o Norme du carré de la vitesse selon x : v?2

0% = (v —Vx)? = vx - (@0)? = vx kgT /m

o Vitesse quadratique moyenne : v v? = \/(v_,f + v_§ + v_zz)

\/_ e 3kBT
= vx+vy+vz = -
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[[-4) Distribution canonique des vitesses — norme du vecteur vitesse

P(v) — 4 m ) muv?
VEA\ oakr | U P\ T 2k,T

Voir polycopié pour le développement mathématique
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:MaxwellBoltzmann-fr.svg#/media/File:MaxwellBoltzmann-fr.svg
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Bilan / a retenir

e Description d’'un systéme dans une approche classique
o Utilisation du formalisme hamiltonien

o [Espace des phases : impulsions/coordonnées

e Fonction de partition canonique classique pour N particules (indiscernables) décrites par s
degrés de liberté :

ch(N,V,T)—mﬁ JH ( :H({qupl})> 1—[ dacdp

e Coordonnées:

o Cartésiennes : séparation des parties cinétiques et potentielles de I'hamiltonien
o Changement de coordonnées :
= Conservation de I'’élément de volume de I'espace des phases

= Conservation de la probabilité (et pas de la densité de probabilité)

e Fonctions de partition moléculaires : limite a haute température des expressions quantiques
e Equipartition de I'énergie

e Lien entre température et vitesse
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