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5.1 The crystal of spin 1/2 (*)

5.2 Monoatomic ideal gas (*)

5.3 The diatomic perfect gas (*)
5.4 The Langevin paramagnet (*)

The spatial orientation of the magnetic moment of each atom is specified by two angles ¢ and
. When a magnetic field B is applied along the z axis, each atom acquires a potential energy

—

Hpag = —i - B=—my B cosb, (5.1)
where mg = ||ni||. The kinetic energy reads
I .
Hyin :5[92 + ¢? sin? 6], (5.2)
Ly 1}
1 5.3
21 <p9+sin29) (5:3)

1. The phase space is defined by (6,py), (¢, p,). We thus have two pairs of conjugate variables
therefore D=2 degrees of freedom in the semi-classical formula.

The canonical partition function associated with H in the semi-classical limit is

™ 27
1 _
z:hQ/dQ/dgo/dpg/dp@e BH
0 0

We first fix B=0 and perform the two Gaussian integrals over the momenta (we use the
formula 0.1 of the text):

r 2wl 27TIsm 0
z2(B = =12 /d@/dgp” \/

And we make the final integration over angles to find
872l  AmwR?
Bh? — AZ

2(B=0)=



with I =mR? and Ar = /52—

Notice that Vol = 41 R? corresponds to the surface of a sphere of radius R.

In the general case, we follow the same path by first integrating over the momenta:

T 2m
1 2l
z = hz/d@/dgo; sin gm0 B cos(0)
0 0

We can thus write the result in the form z = zyin2mag Where

A7 R?
Zkin = 2(B =0) = ——
AZ

and

T 2
1
Zmag = 471_/dﬂ/dgpSin065”“]3005(9)
0 0

The latter integral gives

sh(pmoB)  sh(z)

BmoB T

Zmag =

where x = BmyB.

. Give the expression for the probability density w(#,p) that the magnetic moment points
in the direction (6, ¢).

In the canonical ensemble, the probability density is defined by

Pc(p97p<p7 0, (,0) x e_ﬁ(Hkin"l‘Hmag)

We are only interested in the probability density that the magnetic moment points in the
direction defined by the two angles 6, . Therefore, we need to integrate P¢(pg,p,,0, )
over the two momenta variables pg, p.

w(9,<p) X /dpe/dpw Pc(pe’pg”g’ 4,0) o sin eeﬁMOBcose

This probability density should verify

™ 2

/d@/dcpw(ﬂ,gp) =1
0 0

This thus fix the proportionality constant. Using the previous calculation, we find that

BmyB

_ BmoB cos 6
47 sh(BmoB)

sin fe

w(8, p)

or equivalently



x sin Ge® 8?0
0 =
w(®:¢) 47 sh(x)
At low temperature, x > 1 and
zsin fe—e(1=cos0)  ppo—x0?/2
w(0, ) ~ ~

21 2

This looks like a Gaussian which is peaked around a value 6* ~ 0.

At high temperature, r < 1,

w(f, p) ~sinf(1 + xcosh)/4m ~ sinf/4x

. Calculate the average magnetic moment, m,® per atom. We will refer to M = Nm,© as
the total magnetization of the material.

we have
m—c — _0£
= 9B
i (242)
e =
15} 0B

m.“ =moL(x)

where £(z) = coth(z) — 1 is the Langevin function.

At high temperature, L(x) ~ z/3 and we recover the Curie law.

At low temperature, £(x) ~ 1 — 1/x. The system progressively gets magnetized.
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Corrigé TD 5 : L’ensemble canonique 11

1 Chaleur spécifique d’un gaz parfait diatomique

> 1-1Le Hamiltonien d’une molécule diatomique se décompose en 7 termes quadratiques indépendants : 3
pour ’énergie cinétique de translation, 2 pour 'oscillateur harmonique décrivant la vibration et 2 pour ’énergie
cinétique de rotation décrite par deux angles. L’énergie moyenne du gaz diatomique est donc

kT
<E>= 7N7

et sa chaleur spécifique
7

C = =-Nk.
2
Pourtant, la courbe de la Figure 1 montre que la chaleur spécifique dépend de la température et semble tendre
vers le résultat obtenu seulement dans la limite des (trés) hautes températures.

> 1-2 Puisque les particules sont indépendantes et indiscernables :
L N

ou z est la fonction de partition d’une molécule. Le couplage entre degrés de liberté internes (vibration et
rotation) et de translation intervient au moment des collisions, a faible densité, dans I’approximation du gaz
parfait, 'influence des collisions est négligeable. En revanche, il peut y avoir des couplages entre degrés de liberté
internes (rotation et vibration). En négligeant les couplages entre les divers degrés de liberté, on a donc

€=¢€+ € + €,
donc
» = § e Pe — § 675(5t+5v+€7-) =2 2y 2
etat t,u,r

Remarque : On ne tient pas compte des degrés de liberté électroniques car les énergies en jeu (typiquement
1eV) correspondant & des températures de lordre de 12 000 K. A “basse” température, ces degrés de liberté
sont, gelés en général.

1.1 Mouvement de translation

> 1-3 La fonction de partition d’une particule associée au mouvement de translation est

2

2z = / ds?fp e_ﬂ;)_m = % ~ B3,
done Olnz 3
< € >= — a5 = EkT
et 3
Cy = §k



1.2 Mouvement de vibration

> 1-4 L’énergie —ug est donc I’énergie minimale entre les atomes de la molécules et on considére les oscilla-
tions autour de cette position d’équilibre. En premiére approximation (2eme ordre), les vibrations sont donc
harmoniques et décrites par un oscillateur harmonique quantique. Alors

ebuo

oo
_ —B(—uo+(n+l)hwo) _Buo— L hwo) 1 _
Zy = z:oe 2 =€ 2 1 — e*ﬁﬁtﬂo = 2sinh ﬂz‘“o .
n=

Donc
e dln z, n Beo
€y = — = —u, - &
B 0 tanh%
et
c—a<6“>——k628<6“>—k< ﬁtho )z_k( g“_% )2
v or ap B Sinh@ B sinhZT—q’i ’

ou T, = hwy/k est la température caractéristique des vibrations. Par exemple T,, = 6215K pour Hs, T, = 4227K
pour HCIl et T, = 808K pour Cls. Plus les atomes sont lourds, plus la fréquence de vibration (w ~ \/k/m) et
donc la température de vibration est faible.

1

Pour Tv=6000 K ——

09 —
08 —
0.7
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Cvlk
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L L L L L
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F1a. 1 — Chaleur spécifique de vibration C,, pour T,, = 6000K (hydrogéne).

Et pour T' — oo (8 — 0), on retrouve bien I’équipartition de I’énergie :

C, ~ k.

> 1-5Pour T — 0 (8 — o0) :
Ty.o
Cy ~ k(?)Qe T/T « k.

On retrouve le comportement des anomalies de Schottky, typique des systémes & deux niveaux. Ici, pour ' < T,
kT < hwg, la vibration de la molécule a donc deux états possibles, d’énergies Fy et Eg + hwy.

1.3 Mouvement de rotation

> 1-6 On considére ici la molécule comme un rotateur rigide. En classique, il faut deux degrés de liberté, 6 et
¢ , pour décrire la rotation de la molécule linéaire et I’énergie de rotation est donnée par

_ Lo oo 1w
eT—QI(G + ¢ sin 9)—215,

ot I = m,d? est le moment d’inertie et £ le moment cinétique. En quantique, le Hamiltonien est



Pour HCIl, m, ~my =1 gmol~! et d ~ 1 A donc

h2
T, = — ~ 20K
2kT 0

On mesure en fait T, = 15 K et T, = 85 K pour Hs, T, = 0.35 K pour Cly. A Pambiante,

T
— ~ 15
T )

r

on a donc T > T,. Contrairement aux degrés de liberté de vibration, les degrés de liberté de rotation ne sont
pas gelés a 'ambiante.

> 1-7 La fonction de partition de rotation s’écrit :

oo
2
Zp = Z e Per = Z(Ql + 1) Paril)
Ly 1=0

Pour calculer cette somme dans ’hypothése ot T' > T, on traite | comme une variable continue (deux termes
consécutifs de la somme sont en effet trés proches) :

oo . [e%} . T
2 :/ dl(2l + 1) e~ TI0HD :/ dp e~ Fr = L
0 0 Tr

Donc
<€ >=kT,

et on retrouve I’équipartition de 1’énergie, puisque classiquement,

1
_ L2 2
o= 21 (py + sin Hp‘b)
Et

Cr=k.

> 1-8 A trés basse température, pour T < T, seuls les premiers termes de la fonction de partition vont
contribuer :
_oTr

zp =143 T + ..

Donc

Ty

Inz, ~In(l+ 3¢ 2T + o) 3e T
C’est un développement basse température. Ainsi

Ty

<€ >~ 6kTe 27T .

T.\° _,1
C, ~ 12k<—r> e*ZTT,

Et

T

qui augmente avec la température pour T' < T,.

1.4 Conclusion

> 1-9Pour T"> T, on a
v ePuo T
z2=—= ——— —.
A% 2sinh 2o T,
La pression du gaz est donnée par

oF OlnZ Oln z;
= =kT = NET
P= "5y oV v

la dépendance en V' est la méme que dans le cas du gaz parfait monoatomique. Donc

PV = NEKT.



> 1-10 L’énergie moyenne étant additive, la capacité calorifique I’est aussi :
3
Cy =N(ct+cy+e) = §Nk—|—N(cv +cp).

La courbe présente trois plateaux quand la température augmente :

pour T' <« T,. = 85 K (pour Hy), C ~ C; = 1.5k (seulement la translation),

—pour T, <« T < T, = 6215 K (pour Hs), C ~ C; + C,. = 2.5k, (translation et rotation)

pour T, < T, C ~ C, + C,. + C, = 3.5k (translation, rotation et vibration).
Ainsi, & Pambiante, les degrés de liberté de vibration sont gelés ce qui explique le comportement en %R de
la capacité calorifique molaire observé sur la figure 1. A trés haute température (T > 1000 K), le modéle ne
reproduit pas les données expérimentales a cause des effets d’anharmonicité de la vibration (I’approximation
harmonique n’est valable qu’a faible énergie comparée au niveau fondamental) et & son couplage avec la rotation
(1a force centrifuge due a la rotation va modifier la pulsation de vibration et inversement, les vibrations modifient
la distance entre les atomes et donc le moment d’inertie de la molécule).

Remarque dans le cas d’une molécule polyatomique constituée de n atomes, il y a 3 degrés de liberté
de translation, 3 pour les angles (2 si la molécules est linéaire) et donc 3n — 6 pour ddl de vibration (3n — 5
pour une molécule linéaire). Par exemple, pour COs : 4 ddl de vibration (de températures associées aux modes
normaux 954 (2 fois), 1890 et 3360 K). Pour H50 : 3 ddl (2290, 5160 et 5360 K).

2 Chaleur spécifique des solides

2.1 Loi de Dulong et Petit

> 2-1A haute température, on peut traiter ce probléme classiquement. Le Hamiltonien de I'oscillateur har-
monique a deux termes quadratiques, I’énergie moyenne est donc k7 et la chaleur spécifique de 3N oscillateurs
3Nk. Soit pour une mole, Cy = 3R ~ 24.9. La loi de Dulong et Petit (1819) est en trés bon accord avec les
résultats expérimentaux, sauf pour le diamant...(pour les solides, la chaleur spécifique & pression constante et
trés proche de la chaleur spécifique & volume constant. Typiquement, Cy ~ 0.95Cp).

2.2 Modéle d’Einstein

> 2-2Les 3N oscillateurs harmoniques étant indépendants et discernables :
Z =N,

ou z est la fonction de partition d’un oscillateur harmonique quantique qui s’exprime :

[ee] o
s = Z e—,@(n+%)hwo) _ 6_§hw0 Z e—nﬁhwo
n=0 n=0
= 67§5w0 1 = 1
1— e Phwo  2ginh Bhwy/2°
Donc
g 1
 (2sinh Bhw /2)3N
On en déduit ’énergie moyenne :
InZ hwo /2
cps>= -2 _gy o/

03 7 tanh fBhwy/2’

L’énergie libre est donnée par
F =—kTInZ = 3NkT In(2sinh fhw/2),

et I’entropie :

9F _ o /2T
S = 5T = SNk( In(2 sinh hwo /2kT) + tanh(hwg/QkT)>

Quand T'— 0 S — 0 et S est croissante avec la température comme il se doit.
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