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Introduction et Objectifs

Postulat de la thermodynamique statistique

X=) PuXn
m

e La valeur de la grandeur thermodynamique X est fixée indirectement par les
parametres externes

o U fixé dans I'ensemble canonique, par la donnée de (N,V,T)

e En pratique :

o Mesure sur un temps fini (échantillon des microétats du systeme) : valeur mesurée de X
devrait étre chaque fois (un peu) différente

o Pourtant on néglige ces fluctuations en thermodynamique...

e Obijectifs de cette partie :
o Calcul des fluctuations des grandeurs moyennes
o Conséquences macroscopiques
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I-1) Caractérisation des fluctuations des variables internes

e Ensemble canonique :
o N,V,T sont fixés par les conditions extérieures
o L'énergie ¢ est une variable fluctuante

o Caractérisation statistique d’une variable fluctuante :
o Moyenne :
U=¢
o Variance ou écart-type :
of = (e — 8?2 =¢e2 - (&)°
e Fluctuations de U et incertitude de mesure sur U

o Sion fait M mesures (non corrélées) de U :

~ les fluctuations sont données par la variance de U : o5 = 02/M

« Incertitude sur U : oy = j—%

o En pratique, pour un systeme thermodynamique, on peut considérer U fixé : pourquoi ?
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I-2) Calcul des fluctuations de I'énergie dans I'ensemble canonique

e Energie interne dans I'ensemble canonique :

_ 1 _fm
F=U=) P =g Lt
m m

e Capacité calorifigue a volume constant :
(&)
CV— ou z _% — or v.N 25 3_%
oT VN (N V,T) kBT2 Q(N,V,T)? m
m

aQ (0 _&m B Em  —m
<ﬁ>vzv_<ﬁze kBT) T LikpT? € o

’ V.N m

2
C, = ! 1 252 3_% 1 zg e kBT
V' kgT2\ oWV, Vv, TY LT kgT? Q(N V,TYZs™
m
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I-2) Calcul des fluctuations de I'énergie dans I'ensemble canonique

e Expressions de I'énergie interne U et de la apacité calorifique a volume
constant Cy :

1 Em
U=¢= zgm e kBT
QN V,T) £
g2 — (&)? a2
CV = ( ) = £ — O'g = kBTZCV

ksT2  kgT?

e Commentaires :
o Capacité calorifique positive : critere de stabilité d’'un systeme thermodynamique
o Relation de fluctuation-dissipation :

= La fluctuation a I'équilibre d’'une variable fluctuante (U) est reliée a la réponse du
systeme a une perturbation (ici de température)

= Information sur les propriétés hors-équilibre d’'un systeme a partir de grandeurs
définies a I'équilibre
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I-3) Généralisation

Les fluctuations d’une grandeur mécanique (énergie, volume, nombre
de particules) sont proportionnelles a la dérivée de la grandeur
thermodynamique associée par rapport a sa variable conjuguée.

Grandeur fluctuante et _ Coefficient Relation de
Ensemble Variable

variable thermodynamique
associée

calorimétrique ou fluctuation-

statistique , . S
thermoélastique dissipation

conjuguée

: au
Energie ¢, / U T Cy = (a—> o2 = kgT?Cy
T N,V
1/0V
Volume vV, I V p K = ——(—) o = kgTVk
V \odp o
: oN dN
(u,V,T) Nombre de particules N,,, / N U — o2 = kgT [ —
aﬂ v, T a'u v, T
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lI-1) Fluctuations a la limite thermodynamique

e Fluctuations relatives de I'énergie interne :

o; _ JEkgT2Cy

2 = kpT?C, =

e Application au GP monoatomique :
o U =3NkgT/2
o Cy = 3Nkg/2

3 —_—
gg_\/kBTziNkB B 2 N 1
€ %NkBT VBN VN N — o

> 0

A la limite thermodynamique (N — ), les fluctuations
deviennent négligeables.
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lI-2) Equivalence des ensembles statistiques

e Fonction de partition dans I'ensemble canonique :

QN,V,T) = ) g(e) ¢ T

&E

e Limite thermodynamique : on considere ¢ = &

QN V,T) ~ g(&) e FoT

e Entropie :

d In
S =kgT (6—’1"Q> + kglnQ = kglng(é) = kgInQ(N,V, &)
N,V

On retrouve la formule de Boltzmann dans l'ensemble
canonique a la limite thermodynamique
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[I-2) Equivalence des ensembles statistiques

e Equivalence des ensembles statistiques :

A la limite des grands nombres de particules, les valeurs des variables
thermodynamiques ne dépendent pas de 'ensemble statistique utilisé. On dit que
les ensembles statistiques sont équivalents a la limite thermodynamique.

i Conséquences et remarques :

o Sion n’estintéressé qu'aux grandeurs moyennes, on peut choisir 'ensemble
statistique indépendamment de la situation « réelle »

o L'équivalence ne s’applique que sur les grandeurs moyennes des variables
thermodynamiques, par sur les fluctuations (et donc sur les capacités calorifiques
par exemple)

o Ceci n’est en principe valable qu’a la limite thermodynamique

o Si les fluctuations sont trop importantes, cela ne fonctionne plus : notamment proche
des points critiques
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I1I-1) Modele de cristal paramagnétique dans un champ magneétique

T B =B e Cristal paramagnétique :
= DU
z z o N atomes portant un spin S = 1/2

A A A o Moment magneétique porté par un atome i :
A A : m; = )/Sl et /mi,Z = i7 = i’l’n

v v \ o Moment magnétique total :

N AN A N N
vy TV =N e =Y m,

i=1 i=1

o Pas d’interaction entre les moments magnétiques

e Interaction avec un champ magnétique selon z :
N N N

E=-M.B= —M,.B = — Z/mi,z B = z —m; ,B E = Zei (avec ¢ = +mB)
=1 =1 i=1

e Différentielle de I'énergie interne :

dU = TdS — pdV + udN — M,.dB

e Obijectif : déterminer I'aimantation M, a I'équilibre
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I1I-2) Traitement dans I'ensemble canonique (N, T, B)

e Fonction de partition particulaire :

o 2 états possibles :
= Spin parallele a B: &, =—m.B
= Spin antiparallele a B:e.=m.B

o Fonction de partition canonique :
mB mB

q(T,B) = e kBT + eksT

e Fonction de partition totale :

mB mB N N
Q(N,T,B) = q(T,B)N = (e_kB_T + ekB_T) = [z cosh (m—B>]
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[11-2) Traitement dans I'ensemble canonique (N, T, B)

e Potentiel thermodynamique :
F=U-TS=—-kgTInQ(N,T,B)

( _mB m_B)N
Q(N,T,B) = \e kBT 4 egksT

o Différentielle de I'énergie libre :

dF = —SdT — pdV + udN — M,.dB

 Moment magnétique :

7= () =kt (22%) = N tanh (22
== "\op) ~ ®\Tap ) TN et

mB B mB
ekBT _l_ e kBT
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M,— Nm

champ magnétique :

o Etat d’énergie la plus basse

o Basse température ou champ fort :

o Tous les moments paralleles au

e Haute température ou champ faible :

0 mB&KkyT = e kar~14 28
kgT
o Loi de Curie :
Nm?B
‘ kgT

-'--'_’_
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111-3) Etude dans I'ensemble microcanonique (N, E, B)

e On suppose fixée I'énergie E

e Nombre de spins « up » (N*) et « down » (N ™) fixés tels que :

o NV+N~ =N

o E=Nt(—mB) + N~ (mB) = mB(N~ — N*)

e Nombre de microétats ;

(N, E, B) = (1\1,V+)

e Potentiel thermodynamique :

we=t(v-L)

2 mB

N‘—l(N+ E)
2 mB
N!

TNTL(N—NH)! N+ NI

S=kgInQ(N,E,B) = kg[InN! —=InN*! —InN"!]

S=kg[NInN—-—N*"InNtT —N"InN~]
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Thermodynamique Statistique et

111-3) Etude dans I'ensemble microcanonique (N, E, B)
e Expressionde N* et N~ en fonction de N, m, et B :
( ' N + E/mB> (N + E/mB)'
1 E
+ _ [y __ 2 NInN — ( In
< N 2 (N mB) > _ 2 2
N- 1(N+L) s N—E/mB\ (N—E/mB
S T2\ T B T2 T2
o Differentielle de I'entropie :
1 p u M,
= — —dV —=dN +—dB
dS 7 dU + T - + 7
M, (as)
T 0B EN
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111-3) Etude dans I'ensemble microcanonique (N, E, B)

Z=

kg TE
2m B2

M, = Nm o—mB/kgT 1 pmB/kgT

(N + E/mB)
In

N — E/mB

E=-M,B

e

’WLB/kBT _

Ensemble canonique :

 Méme résultat que dans I'ensemble canonique

. L, e . : )
e Ou a eté utilisée la limite thermodynamique Formule de

mB _mB

L e kT — o kgT

MZ = Nm mB mB

eFsT 4 ¢~ FuT
—MB/RBT mB
= Nm tanh| ——
kpT

Stirling : N grand !
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Bilan / a retenir

e Fluctuations des variables internes :
o Reliées a des coefficients calorifiques et thermoélastiques

o Conditions de stabilité sur le signe de ces coefficients

o Fluctuations relatives proportionnelles & 1/+/N donc tendent vers 0 & la limite
thermodynamique

e Equivalence des ensembles statistiques

o On peut choisir 'ensemble d’étude facilitant la résolution pour le calcul des
grandeurs moyennes

o Valable en toute rigueur a la limite thermodynamique
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