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Evaluation 1 : MG2 (1h30)

Important : Toutes les questions doivent étre justifiées soigneusement, argumentées.

» Exercice 1.

P P
Soit (u;)1<i<p une famille orthogonale, alors || Zqu% = Z || [3.
i=1 i=1

Dans la preuve suivante, justifiez chaque point marqué par un chiffre. Vous devez choisir parmi les arguments
suivants :

— car le produit scalaire est positif.

— d’apres l'inégalité triangulaire.

— par linéarité & gauche du produit scalaire.
— par linéarité & droite du produit scalaire.

— par définition de la norme euclidienne

— par Toutatis.

— car le produit scalaire est défini.

— car la norme euclidienne est définie.

— car les vecteurs u; sont unitaires.

— car la variable de sommation est muette.

— d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

— car (u;)1<i<p est une famille orthogonale.
— par linéarité de l'intégrale.

— car la norme euclidienne est homogéne.

Preuve :
On a que
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1. par définition de la norme euclidienne.

2. par linéarité & gauche du produit scalaire.
3. par linéarité a droite du produit scalaire.
4

. car la famille (u;) est orthogonale.



» Exercice 2.
Ces phrases sont-elles vraies ou fausses 7 On attend comme dans tout autre exercice, une preuve de votre
affirmation.

1. Si pour deux vecteurs u,v d'un ev F, (u,v) = —1 alors on peut trouver A réel tels que (\u, Av) soit
strictement positif.

2. Dans R?, il existe une famille orthogonale et liée.

3. Toute famille orthonormale d’un ev préhilbertien E est libre.

Eléments de corrigé : pas rédaction parfaite.
1. Ce produit scalaire vaut A\>(u,v) aprés application de la bilinéarité. Donc il est négatif.
2. ((1,0,0),(0,0,0)).
3. C’est une famille orthogonale de vecteurs non nuls car les vecteurs sont unitaire donc elle est libre d’aprés une

proposition de cours.

» Exercice 3. On se place sur R* muni de son produit scalaire canonique donné par

4
(u,v) = Z UV;
i=1

ott u = (uy,us, us, uy),v = (v1,v2,vs,v4) sont deux vecteurs de R%.
1. Démontrer qu’il s’agit bien d’un produit scalaire.
2. La famille de vecteurs ((1,0,1,1),(0,1,0,—2),(2,1,2,0)) est-elle une famille orthogonale ?

3. Ces vecteurs sont-ils unitaires (de norme euclidienne égale & 1) ?

Eléments de corrigé : pas rédaction parfaite.
1. On a corrigé cette question dans le cours.
2. Non le produit scalaire des deux premiers vecteurs vaut —2.
3. Non la norme du premier vecteur par exemple vaut v/3.

» Exercice 4.

Bagage admis ou rappelé :

e Nous rappelons que tout polynéme de degré inférieur ou égal a n a coefficients réels possédant n+ 1 racines
distinctes est le polynéme nul.

e Si a est une racine réelle d’un polynéme P & coefficients réels alors X — a divise P.

e On rappelle qu’une bon est une base dont tous les vecteurs sont de produit scalaire nul deux & deux et de
norme 1.

n
e La notation H(X — a;) désigne le produit (X —a1)(X —az)... (X —an).

i=1
e Un isomorphisme d’espaces vectoriels est une application linéaire bijective qui part d’un espace vectoriel
FE est qui est & valeurs dans un espace vectoriel F.

On note R, [X] Pespace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal & n pour n € N muni du produit

scalaire
() RyX]xR,[X] — R

(P,Q) — Y P(a)Q(a)
=0

Soient (ag, ar,...,a,) € R™ n + 1 réels distincts. On considére application linéaire

¢: R,[X] — R
P+ (P(ap), Play),...,P(an))



. Démontrer que (-, -) vérifie ’axiome "défini" du produit scalaire. On admet les autres axiomes comme

vrai pour gagner du temps.

2. Déterminer le noyau de ¢. En déduire que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

3. Notons Ly le polynoéme dont 'image par ¢ est le vecteur (1,0,...,0). Démontrer que le polynome

n
H(X — a;) divise Lg. En déduire I’expression de Lo en utilisant que Lg(ag) = 1.
i=1
Déterminer pour tout j dans {1,...,n}, les polynémes L; dont I'image par ¢ est le vecteur e; dont
toutes les composantes sont nulles sauf la j-éme qui vaut 1.

. Démontrer que (Lg, ..., L,) est une bon de R, [X].

Eléments de corrigé : pas rédaction parfaite.

1.

Si Z P(a;)? = 0 alors tous les P(a;) sont nuls puisque c’est une somme de termes positifs. Donc P qui est de
i=0
degré < n a n + 1 racines distinctes. Donc P = 0.

Un polynoéme dans le noyau de ¢ vérifie que tous les P(a;) sont nuls. Donc P qui est de degré < namn+1
racines distinctes. Donc P = 0. Donc le noyau est réduit & 1’élément neutre. Autrement dit, 'application est
injective. Une application linéaire, injective reliant deux ev de méme dimension finie est bijective. Il s’agit donc
bien d’un isomorphisme d’ev.

On a ¢(Lo) = (1,0, ...,0) donc (Lo(ao), Lo(a1), ..., Lo(an)) = (1,0,...,0). Pour tout ¢ > 1, a; est racine donc
le produit demandé divise bien Lg. Ce produit est de degré n tout comme Ly donc il existe une constante C'
telle que

Comme Lo(ap) =1 alors 1 = CH(ao — a;) ce qui permet de trouver C' et donc
i=1

[, (X —ai)
[T (a0 — a:)
C’est le méme raisonnement pour le coefficient a; :

im0,z (X — ai)
H:'l:o,i;sj(aj - ai)

Lo =

L=

Soient k,l dans {0,...,n}, alors
(Lk, Li) = ZLk(ai)Ll(ai) = 0w
i=0

ot 0p; = 1 si k = I, 0 sinon. Donc c’est bien une famille orthonormale. Elle est donc libre (orthogonale de
vecteurs non nuls). Comme elle contient n + 1 vecteurs et que dim(R,[X]) = n + 1 alors c’est une base de
R,[X].

» Exercice 5.

Bagage admis ou rappelé :

e On rappelle quun endomorphisme de E est une application linéaire de E & valeurs dans F.

e On rappelle qu’une bon est une base dont tous les vecteurs sont de produit scalaire nul deux & deux et de
norme 1.

e Soit F' un sev de E euclidien muni d’un produit scalaire (-,-). On appelle orthogonal de F' I’ensemble
F+ ={z € E|Vy € F,(x,y) = 0}. Autrement dit, il s’agit de ’'ensemble des vecteurs qui sont orthogonaux
a tous les vecteurs de F'.

e On dit qu’un sev F' de E est stable par un endomorphisme u si Va € F,u(z) € F.

e Etant donné deux endomorphismes f et g, f o g désigne la composée de g par f.

Soit n € N*. On se place dans un espace euclidien E de dimension n et on note B = (ey,...,e,) une bon
de E. On note (z,y) le produit scalaire de deux vecteurs z et y de E et ||z|| la norme euclidienne de z.




Partie 1 : définition de ’adjoint d’un endomorphisme u de F.

Dans toute cette partie u désigne un endomorphisme de E. On se propose de montrer qu’il existe un unique
endomorphisme de F noté «*, qui a tout vecteur y de E associe u*(y) vérifiant

Ve € B, (u(x),y) = (z,u"(y))-

1. (a) Un vecteur z se décompose dans la base B sous la forme :

n
Tr = E €T;€;
i=1

Démontrer que Vj € {1,...,n}, (z,e;) = ;.
(b) En déduire que pour tout y de F,

puis que si u* existe, alors u* est unique.
2. (a) Vérifier que I'application définie pour tout y de E par

n

ut(y) =Y (ules), y)es.
i=1
est bien un endomorphisme de F.
(b) Démontrer que cette application est bien solution au probléme posé.

Partie 2 : Etude des endomorphismes normaux.

On dit que u est un endomorphisme normal quand on a ’égalité
uou” =u*ou.

1. (a) Montrer que Vz € E, ||u(z)|| = [|u*(z)]].
(b) Comparer ker(u) et ker(u*).

2. Montrer que si F' est un sev de E stable par u alors F'* est stable par u*.

3. On suppose que u posséde une valeur propre et on note E le sous-espace propre associé.
(a) Montrer que E) est stable par u*.

(b) Démontrer que F; est stable par w.

Eléments de corrigé et pas rédaction parfaite

Partie 1

1. (a) On prend le produit scalaire par un vecteur e;. Alors aprés application de la linéarité a gauche (x,e;) =
zj(ej,e5) = x;
(b) on déduit de Qla que pour tout y, u*(y) = Z(u*(y),ei)ei = Z(y,u(ei))ei. par déf de ’adjoint. On
i=1 i=1
obtient ’expression par symétrie du produit scalaire. v étant donné ceci caractérise de maniére unique
I’expression de u* d’olt son unicité.

2. (a) Pour lalinéarité, cela revient a utiliser la linéarité a droite du produit scalaire puis la linéarité de la somme.

Pour le fait que ¢a reste dans E, c’est une combinaison linéaire de vecteurs de base de E donc E étant
un EV, on reste dans E.



(b)

Partie 2

1.

(a)
(b)

Il ne reste qu’a montrer que Vz € E, (u(z),y) = (z,u"(y)).

n n

Or pour y € E, (z,u*(y)) = (=, Z(u(eﬁ,y)ei) = Z(u(ei), y)(x, e;) par linéarité a droite.

=1 1=1
n

= (Z(m, eiyu(e;),y) par linéarité a gauche,
i=1

= <U(Z<$, €;)e;),y) par linéarité de u
=1

= (u(z),y).

(u*(@),u" (@) = (u(u”(2)), z) = (W (u(x))), z) = (z,u" (u(z)))) = (u(z),u())
Si on est dans le noyau de u alors ||u(z)|| = 0 donc d’aprés la question 1 ||u*(x)|| = 0. La norme étant
définie = est dans le noyau de u*. L’autre inclusion est obtenue par le méme raisonnement.

2. Soit © € F*, pour tout y € F, (u*(x),y) = (z,u(y)) et ce dernier produit scalaire est nul puisque u(y) € F
par stabilité de F et que x € F~—.

3.

(a)

Soit € E non nul avec A # 0, alors u(z) = Az donc u*(u(z)) = Au*(z) par linéarité de u”*.
Donc u(u*(z)) = Mu*(x) donc si A # 0, u*(x) # Op sinon d’aprés Qlb, x serait dans le Ker(u) = Fo.
Alors u(u”(z)) = Au*(z) signifie exactement que u*(z) € E).

Si A = 0, alors z € ker(u) et donc u(z) = Og donc u* (u(z)) = 0 donc u(u*(z)) = 0 donc u*(z) € ker(u).
On applique Q2 & partir de a, on en déduit que E5 est stable par (u*)*.

Maintenant ((v*)*(x),y) = (z,u"(y)) = (u(z), y) et ceci pour tout z,y de E donc ((uv*)*(z) —u(z),y) =0
ce qui signifie que (u*)*(x) — u(x) est orthogonal a tout vecteur de F cad & lui-méme.

Ainsi ((u*)*(x) —u(z), (u*)*(z) — u(z)) = 0 et comme le produit scalaire est défini (v*)*(z) —u(z) = 0p
donc (u*)* = u puisque c’est vrai pour tout x.



