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Exercice A : (Morphismes, degrés)
Soient K5 le graphe complet a deux sommets défini par :
— V(Ka2) = {1,2};
— E(Ky) = {{1,2}};

E(Kg): S(Kg) — 'Pl,g(Kg) =P172(V(K2))
{1,2} — {1,2};
et Cylecycle a 4 sommets défini par :
— V(Cy) = Z/AZ;
— &(Cy) = {{0,1},{1,2},{2,3},{3,0}};

6(04) : 5(04) — P172(C4) = P172(Z/4Z)
{0,1} +— {0,1}
{1,2} — {1,2}
{2,3} — {2,3}
{3,0} — {3,0}.

1) Kz — Cy)

a) Existe-t-il un morphisme de graphes a non-orienté ¢ : Ko — Cytel que V(¢)(1) = 0et V(9)(2) = 27

Si un tel morphisme existe il doit exister une application £(¢p) : E(Kz) — E(Cu) (cf.,) satisfaisant . On aura alors né-
cessairement (cette condition étant d’ailleurs aussi suffisante puisque € (Ks) est un singleton ,) £(C4) (£(¢)({1,2})) =

P12(6) (e(K2)({1,2})) = {¢(1),6(2)} = {0,2}.

Ceci entraine que £(¢)({1,2}) € £(Ca) M ({{0,2}}) . Ore(Cy) ' ({{0,2}}) = 0 ; ce qui interdit Iexistence de
£(9) -

1l n’existe donc pas de morphisme de graphes a non-orienté ¢ satisfaisant aux conditions demandées.

b) Existe-t-il un morphisme de graphes a non-orienté ¢ : Ko — Cytelque V(¢)(1) = OetV(4)(2) = 17

‘ I suffit de poser £(¢) ({1,2}) := {0,1} € &(C4) ; et I'on constate immédiatement que les axiomes a sont satisfaits. ]

2) (Cy — Kby)
Déterminer ”ensemble Hom (Cy, Ko) des morphismes de graphes a non-orienté Cs — Ko.

Pour tout ¢ € Hom(Cy,K3) ; puisque E(K2) = {{1,
E(p) : E(Cy) — E(K2), e — {1,2}. Parailleurs V(o)
V(¢)(0) = 1 Alors

2} } est un singleton , £(¢) est I'unique application
) =

1
( lou2.

V(g)(1) (qb)({O,l}) € E(Kz) = {{1,2}} ; ce qui entraine £(¢)({0,1}) = {1,2} ; et finalement
V(¢)(1) =

V(6)(2) Dememeé’( )({1,2}) = {1,2}; si bien que V(¢)(2) = 1.

V(¢)3) = 1.

On constate qu’on a ainsi construit un unique




E(¢
£(Cs) — 2 £(Ky)
morphisme de graphes a non-orienté  .(c,) E(KQ) tel que V(¢)(0) = 1; c’est-a-dire que

Pra(DCl == Pra(DKe
V(o) et E(¢) satisfont bien .

V(¢)(0) = 2 On montre qu’alors, nécessairement V(¢)(1) = 1, V(4)(2) = 2 et V(¢)(3) 1; et I’on vérifie
E(p
£(Cy) — ()
que I’on définit bien ainsi un morphisme de graphes a non-orienté (C 4)J( E(KQ)J( i.e. que
P12(D¢l
P12()Ca] === P1a(DK2]
V(o) et E(¢) satisfont bien .
Ainsi
0 — 1 0 — 2
1 — 2 1 = 1
Hom(Cy4,Ks) = 9 W 1 ,e—{1,2} | 9 W 9 ,e—{1,2}
3 = 2 3 = 1
&(6) —2 £(m)
3) Pour g e( H)l un morphisme de graphes a non-orienté , peut-on, sans hypothese supplémentaire,
P12(D¢
Pra(DG) 2 Py (]

comparer de(u) et dg (V(¢)(u)) pouru € V(G)?

,

Au point b de la question 1 on a construit un morphisme de graphes a non-orien-
E(o
E(Ka) — 2 £(Cy)
té e(Ka2) 5(04)J( . Puisque Ko est 1-régulier (cft.
P1.2(D¢]
Pi1a()Kz] = P12())Ca]

la définition 1.4.8,) tandis que Cy est 2régulier onaVu € V(K»), d(u) < d(V(¢)(u)) .

A la question 2 on a construit des

) —9, e(K,)

morphismes de graphes a non-orienté 5(04)J( e(K3) pour lesquels on aura toujours d(u) >

P1a()Ca) 229 P, 5 (DK

d(V(¢)(w)) -

Sans hypothése supplémentaire sur ®, on ne peut donc pas donner de relation entre d(u) et d (V(qb) (u)) .

Exercice B: (Morphismes, voisins)
Soient G = (V(G),E(G),e(G)) et H = (V(H),E(H),e(H))
£G) —29 . em)

des graphes a non-orienté et () (H) un morphisme de graphes a non-orienté

Pro(DG] 2Py, () A

1) Montrer que Vu € V(G), V(¢)(Ng(uw)) € Nu(V(¢)(u)) .

Pour tout v € Ng(u), il existe e € E(G) tel que e(G)(e) = {u,v} . Il résulte alors que (H)(E(P)(e)) =
{(V(#)(u), V(¢)(v)} ; ce qui entraine que V(¢)(v) € Nu(V(¢)(u)) -




2) Montrer que si ¢ est un
isomorphisme de graphes a non-orienté , pour toutu € V(G), la restriction V(9)n, ) * Na(u) = Ng (V(¢)(u)) de

V(¢) aI'ensemble N (u) des voisins de u est une bijection de N¢(u) sur N (V(¢)(u)) . En déduire qu’alors I’inclusion de
la question 1 est une égalité.

,

Si ¢ est un isomorphisme de graphes a non-orienté il existe (ct. ,) un morphisme de graphes a non-orienté
ey — s gq)
E(H)l E(G)l telquetp o ¢ = Idgetp o ¢p = Idy .

Pro(DH 22 WP, (6]

Par ailleurs, il résulte
de la question 1 appliquée aumorphisme v que pourtoutu € V(G), ¢ (Ng(V(¢)(u))) C Ng(o(4(u))) = Nea(u).

Il en résulte que V(d))‘NH (Veorw) oV(®) ne(w) © Na(u) = Ng(u) est une application de Ng(u) dans lui-
méme. Pour tout v € Ng(u), VW)\NH (V@) o V(D) Ny () = V() (V(¢)(v)) = wv ; c’est-a-dire que
= Id

On montrerait exactement de la méme maniére que V(¢)|Nc(u) o V(?/J)‘NH (v(¢)(u)) Nar (¢(u)) ; ce qui prouve
que V(9) |y, (u) €St une bijection a valeurs dans Ny (V(¢)(u)) .
L’égalité ¢(Ng(u)) = Ny (V(¢)(u)) est alors immédiate.
+ o+ -+
| | |
Exercice C: (Automorphismesde + — —— + ———— +)
| | |
+ o 4+ -+
2 sz . 0 1 -1 1 1
Dans R“ considérons les points O := L A = L B = L C = 1) D = R I, J K, L,les
milieux respectifs de [A; B], [B; C], [C; D] et [D; A].
Soient
— V= {A,B,O,D,O,I,J,K,L} ;
1
Yy = 0
ou X-Y = (1)
— & = {X,Y} S Plﬁz(V); A >
ou X-Y =
0
ou X-Y = 701
—_c = IdPLz(V)‘g € — 7)1120)).
1) Montrer que G := (V, &, ¢) est un graphe fini simple non-orienté
— Il est tout d’abord clair que G := (V, &, ¢) vérifie axiomes a.

— L’ensemble V est un ensemble fini  en bijection avec [1;9]. Il en résulte que P (V) est un ensemble fini
29 éléments ; et £ C P12(V) C P(V) est donc un ensemble fini . G est donc, a ce point, un graphe fini
non-orienté (ct. la définition 1.3.1.)

— Pourtout{X,Y} € £, X -Y # 8 par définition, i.e. X # Y ; ce qui entraine queVX € V, {X} ¢ &;

autrement dit G n’a pas de boucle (cf. .)
— Puisque e = Id|g, € est en particulier injective ; ce qui entraine finalement que G est un graphe simple  (cf.
la définition 1.4.1.)

2) Représenter G.



B ———— I ———— A
| | |
J ——— 0 ———— L
| | |
Cc ——— K ———— D

Pour tout entier naturel k € N, on définit

Vi = {X S V;dg(X) = k}

3) (Partition de V)
a) VérifierqueV(k,{) eNXN, Ve NV, # 0 = k = (.

V(k,0) e Nx N, VNV, # 0
= 3X €V, X € Vi N Ve
= 31X €V, k= dao(X) =¢.
b) VérifierqueV = |J Vi .
k€N
VX eV, X € Vdc;(X) .
L’écriture V = ][] Vi exprime simultanément le résultat du point a de la question 3 et celui du point b.

keN

4) Déterminer Vj, pour k € N.

Onad(;(A) = dg(B) = dg(C) = dg(D) = 2,dg(I) = dg(J) = dg(K) = dg(L) = 3etdg(0) = 4.1
s’ensuit donc que :

- Vz = {A7B707D},

- V3 = {IvjaKvL}a

— Vs = {O};

—VkeN k & [2;4] = Vi = 0.

5) Montrer que pour tout automorphisme de graphes a non-orienté a € Awt(G),Vk eN, a(Vy) C Vi.
Indication : On pourra utiliser, méme si on ne les a pas établis, les résultats de I’exercice B .

Puisque « est, en particulier, un isomorphisme de graphes a non-orienté , il résulte de la question 2 de I’exercice B ,
que Vu € V(G), « se restreint en une bijection de Ne(u) sur Ng(V()(u)) . Comme de plus, G est un graphe fini
non-orienté s

)
Vu e V(G), da(u) = #(Ng(u))
= #(Ne(V(a)(w))
de (V(a)(u)) ;

ce qui prouve que Vk € N, Yu € Vi, V(a)(u) € Vy ; c’est-a-dire qUEVE € N, V(a)(Vi) C Vi .

6) a) Montrer que pour tout automorphisme de graphes a non-orienté a € Aut(G), la restriction
V(a))y, de V() 2V, appartient a I'ensemble S(Vz2) des bijections de Vs sur lui-méme.

On a montré a la question 5 que V(cv)(V2) C Vs . Larestriction V(«),y,, est donc une application de 'V, a valeurs dans
Iui-méme. L’application V() étant bijective , elle est en particulier injective ; et sarestriction V(a)y,, I'est encore (cf.
le point ii du lemme 1.1.13.20.) Comme, de plus, V> C V(G) est un ensemble fini ,V (), est bijective .

On définit @ : Aut(G) — S(V2), a = @(a) = V(a))y, -

b) Montrer que ® : (Aut(G),0) — (S(V2),0) estun morphisme de groupes .



Y(a, B) € Aut(G) x Aut(G), ®(aof) = V(ao ﬁ)wz
= (V@) o V()
= V(a)\v2 S V(B)n&
®(a) o 2(B)
ce qui assure que ® est un morphisme de groupes .

7) (Surjectivité de @)
Supposons qu’il existe « € Aut(G) tel que

V(a)(A) = B, V(a)(B) = A, V(a)(C) = CetV(a)(D) = D.

a) Déterminer alors V(a)(I) .

Puisque I € {A,I}N{B,]I},ildécoule que

E(a )({A I})ﬂé’ Y({B,I})
= V) }ﬂ{V (@)(B),V(e)(D)}
= {B,V }m{AV }

V(e)(I)

m

Or le seul sommet X € V(G) telque {A, X} € E(G) et{B,X} € E(G) estI;sibienqueV(a)(I) = I.

b) Déterminer alors V(«)(J) .

Puisque J € V3 et V(a)(V3) C V5 (cf. la question 5 ,) nécessairement V(a)(J) € Vs ; si bien que V(«)(J) =
I,J,KoulL.Or(flepointa,)V(a)(I) = I;etcomme)V(a) estinjective V(a)(J) = J, KoulL.

Puisque B € {B,J},V(a)(B) € &E(a)({B,J});cest-a-dire A € E(a)({B,J}) ; ce quientraine £ () ({B, J}) =
{A, I} ou {A, L} ; ce qui entraine finalement, puisque V()(J) # I, V(a)(J) = L.

¢) En considérant, par exemple I'aréte {J,C} € E(G) et sonimage par E(«), mettre en évidence une contradiction.

Dapreés le point b E(a)({J,C}) = {V()(J),V(a)(C)} = {C,L}.Or{L,C} ¢ &(G) ; ce qui contredit
I’existence de o satisfaisant 1.

d) Le morphisme ® est-il surjectif ?

Soit
T: Vo — Vs

A — B

B — A

c - C

D ~ D.
S’il existe & € Aut(G) tel que ®(«r) = 7, v vérifie 1. Or nous avons constaté au point ¢ qu’il n’existe aucun
a € Aut(G) satisfaisant ces conditions ; ® n’est donc pas surjectif .

8) (Injectivité de ®)
a) Montrer que Vo € Aut(G), V(«)(O) = O.

‘ D’apres la question 5, V(a)(V4) C V4 ; etcommeV, = {O} (cf. la question 4,) V(a)(O) = O.

b) Etant donné (o, 3) € Aut(G) x Aut(G), montrer que ®(a) = &(B) = V(a)y, = VB, -



,

Remarquons, qu’en vertu de la question 5, V¢ € Aut(G), V(€),,, a un sens.

Le méme raisonnement qu’au point a de la question 7 montre alors que
(V(@)(4) = V(B)(4) et V(a)(B) = V(B)(B)) = V(a)(I) = V(B)().

On montre exactement sur le méme modele que V(a)(J) = V(B)(J), V(a)(K) = V(B)(K) et V(a)(L) =
V(B)(L) ; ce qui prouve le résultat.

¢) En déduire que, sous les mémes hypothéses qu’au pointb , V(o) = V(B) .

‘v, D’aprésle pointa,V(a)(0) = OV(B)(0);ie V(a)y, = V(B)y, -
‘vs D’apresle pointb, V(a)y,, = V(B), -
‘v, Parhypothese, ®(a) = ®(B) équivaut précisémentaV(a)y,, = V(B))y, -

Le résultat découle finalement du fait que V(G) = Vo U V3 U V.

d) Le morphisme ® est-il injectif ?
I résulte du point ¢ que V(a, 8) € Aut(G) x Aut(G), ®(a) = ®(8) = V(a) = V(B) .
Pour tout {X,Y} € £(Q),

E@({x.Y}) = {v

= EB({X.Y});
ce qui prouve que £(«) = E(B) ; et donc, finalement, que « = 3.

Le morphisme @ est donc injectif.

9) (Le groupe Aut(G))

a) Déterminer U'ensemble S4 = {£ € Aw(G) ; V(§)(A) = A} et vérifier que (Sy4,0) est un sous-groupe de
Aut(G).

Indication : On pourra s’intéresser en particulier 3 V(£)(I) .

En effet, nécessairement £(£) ({A,I}) = {A, I} ou {A, L} ;sibienqueV(£)(I) = ToulL.
) VEUI) =D

alors
V() (B) £&)({I,B}) = {I,A}, {I,O}ou{l,B}.OronadéaV(£)(O) = O (cf. le point a de la question 8 ,)
et V(€)(A) = A par hypothése. Donc, par injectivit¢  de V(€), V(€)(B) = B.
V(€)(J) de mémeonaV(§)(J) = I, OoulJ ;ce quientraine, toujours par injectivité  de V(€), V(E)(J) = J.
V(E)(C) = O, BouC ;doncV(&)(C) = C.
— de méme V(€)(K) = K,V(€)(D) = DetV(€)(L) = L.

II s’ensuit que V(§) = V(Idg) ; ce qui entraine, en particulier ®(§) = ®(Idg) ; ce qui entraine finalement, puisque ®
est injectif (cf. le point d de la question 8 ,) ¢ = Idg .

i) V(E)I) = L)

alors
V(E)(L) = Iou L ;donc parinjectivité  de V(£), V(&)(L) = I.
V()(B) = O, AouD . Parinjectivité deV(§),onaV()(B) # OetV(§)(B) # A;doncV(€)(B) = B.
V(E)(D) = A, OouB;doncV(£)(D) = B.

— V() = K, VE)(K) = JetV(§)(C) = C.

II existe donc un unique 0 € Aut(G) (cf. le point d de la question 8 ,) tel que V(o) satisfait aux conditions ci-dessus.




Commeo o 0 = Idg, Sa = ({o, Idg}, o) est un sous-groupe de Aut(G). On aurait également pus dire, a priori,
queldg € S, et que la condition V(£)(A) = A est stable par composition et passage a I’inverse ; ce qui assure que
Sa est un sous-groupe de Aut(G).

b) i) Montrer qu’il existe un unique p € Aut(G) tel que :
Vip): V(G — V(G)
A — B
B — C
¢ — D
D —~ A.

Unicité est assurée par I'injectivité  de ® (cf. Ie point d de la question § .)
Existence Si un tel automorphisme de graphes a non-orienté existe V(p)(I) = J,V(p)(J) = K,
V(p)(K) = LetV(p)(L) = I.

On vérifie alors que £(p) est bien défini.

ii) Quel est I’ordre de p dans Aut(G) ?

V(p)(A) = B # A donc p # Idg
2 2
pPP)A) = C # A donc p* # ldg 4 o .
On constate que Vgpg, (4) = D # A domc p* # Tde comme V(p)*(I) = I, il résulte du point i du
V(p')(4) = A;
pointa que p* = Idg ; p est donc d’ordre 4.

iii) Quel est le sous-groupe de Aut(G) engendré par p.

C’est Ie groupe {1dg, p, p?, p°} qui est isomorphe a Z./47Z.

¢) Déterminer Aut(G).

Pour tout § € Aut(G), il existe k € [0;3] tel que V(p*)(A) = V(€)(A) . Il s’ensuit que V(p~" 0 &)(A) = A;si
bien qu’en vertu du pointa, p~* o ¢ = Idg ou o . Il s’ensuit qu’il existe un unique (k,¢) € [0;3] x
£ = phot.




