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Le résultat de I’exercice A pourra étre librement utilisé dans I’exercice B et I’exercice C ; méme si I’exercice A n’a pas été résolu.

.0 . —Conventions et notations

Les notations et conventions qui suivent seront utilisées tout au long de ce texte.

Notation .0.1 (Matrice/endomorphisme d’adjacence) SoitG := (V(G),&(G),e(G)) un graphe fini simple non-orienté

On notera A(G) := (G(G)u,v)u ¢ v(q) lamatrice d’adjacence  de G ;etpourtoutn € N, A(G)" := (a&ng(G))u c V@) -
v € V(G) v € V(G)

Rappel .0.2 (Chemin) On rappelle que, pour n € N un entier naturel , le chemin de longueur n  est le graphe fini simple
non-orienté P,, défini par :

V(P,) = [0n] C N;

g(Pn) = {{272 + 1}} 0< i< n-1 -

Définition .0.3 (Parcours, circuit) Ettant donné un graphe simple non-orienté G = (V(G),£(G),e(G)),pour £ € N
un entier naturel

i) (Parcours)

gP) —" . £)

un parcours de longueur f  dans G est un morphisme de graphes a non-orienté e(Py) (@) (cf.

Pra()P) 2P, L (e

la définition 1.4.10.)
Il revient au méme de se donner ensemble {, ... , v, := V(m)({)} C V(G)desortequeV0 < i < (-1, {v;,vi11} € E(G)
soit une aréte de G.

Noter qu’on ne demande absolument pas que V() soit injective ; autrement dit le parcours 7 « peut repasser plusieurs fois
par un méme sommet »; £(m) n’a pas plus de bonne raison d’étre alors injective .

ii) (Circuit)
Le parcours 7 estun circuit siw(0) = w(¢).

Notation .0.4 (Parcours) Etant donné un graphe simple non-orienté G := (V(G),&(G),e(G)), pourtout (v, w,£) € V(G) x V(G

gy — £(q)

I’ensemble des parcours de longueur ¢ e(Py) (@) dans G tels que V(7)(0) = wvet

Pra(OP] 220 p ()6

on note P(G)

v,w,l
V(m(l) = w.

Exercice A : (Itérés de la matrice d’adjacence)
Montrer que V(u, v, {) € V(G) x V(G) x N, #(P(G)uw,é) = aniZJ(G) .
Indication : On pourra donner une démonstration par récurrence sur ’entier naturel ( € N.

¢ = 0 Onaalors A(G)" = Id. Alors Vu € V(G),



est I’'unique parcours apartenanta Py ., 0.

Pour tout (u,v) € V(G) x V(G) u # w, il n’existe aucune application {0} — V(G) telle que 0 — u et
0— v.

¢ = 1 Pour ceux que le cas ¢ = 0, ci-dessus bebuterait, on traite le cas ¢ = 1, dont nous aurons, de toute fagcon
besoin dans la suite du raisonnement par récurrence. Il suffit de remarquer qu’il existe 1 € P, , 1 si et seulement
si w et v sont voisin s et de se reporter de la matrice d’adjacence

¢ = ¢+ 1 Pourtout(u,v) € V(G) x V(G),notonst : Py yet1 — V(G), m — 7w(f).Onaalors Py, 41 =

0 ' ({w}).
w € V(G)
Pour tout (m,w) € Py 441 X V(G), si 7(m) = V(m)¥) w, Em)({¢,L+1}) = {w,v} € EG);
si bien que w € Ng(v) . Par contraposée, si w ¢ Ng(v), 77 1({w}) = 0. II s’ensuit que P, 11 =

I ~'{wh.
w € Ng(v)
Siw € Ng(v)etm € 77'({w}), mp, € P(G), - On considere ici P, comme un sous-graphe de Py, 1,
par I'injection [0;¢] < [0;¢ + 1] . On définit ainsi une application 7=1({w}) — P(G) e s
Réciproquement pour toutw € P(G), ,, , on définit T parmp, = =, V(T)({+1) = vetE(T)({(,{+}) =
{w, v} ; si bien que ™ € P, ¢+1 - On définit ainsi une application P(G), , , — 7~ ({w}) qui est évidem-

T = TP, -

ment inverse inverse de la précédente. Il en résulte finalement qu’on a une bijection P(G),, , , = T 1({w}) .
Il s’ensuite donc que # (Pyv041) = Z #(771({10})) = Z #(P(G)u,w,é) ’
w € Ng(v) w € Ng(v)

Si on fait I’hypothése de récurrence que #(P(G)u,w,e) = a&%(a), il vient #(Puuv+1) =

Z aq(ﬁlu(G) .OrYw € V(G), awo(G) = 1 & w € Ng(v), par de lamatrice d’adjacence  (c’est
w € Ng(v)
aussilecast = 1.)
Il s’ensuit donc finalement que #( Py 041) = Z al(f)w(G) -y w(G) , qui estprécisémenta&{ifl)(G) par

w € V(G)

définition du produit matriciel.

Exercice B : (Parcours dans le graphe K5)
Soit A := A(K5) la matrice d’adjacence  du graphe complet Ks.

1) Ecrire la matrice A.

01 1 1 1
1 01 1 1
A=1]1 1 0 1 1
1 1 1 01
1 1 1 10

2) Montrer qu’il existe @« € Ntel que A2 = alds + A .

A% = 4lds + A; doiia = 4.

3) Montrer que pour tout £ € N, il existe un unique couple (ae,b;) € R? et un unique Q@ € R[X] tels que X* =
(X+1)(X—a)-Q+a¢X+bg.

11 suffit de faire la division euclidienne (cf. ,) de X * par le polynome (X + 1)(X — «) qui est de degré 2 ; si bien que le
reste (qui est unique) est de degré > 2 et s’écrit donc de maniere unique ay X + by.

4) Déterminer ay et by en fonction de ov et £ .



vl eN, = (X—l—l)(X—a)Q—l—a,gX—l—bg
N {(—1)4 = (-1+1)(-1-0a)Q(-1 )—ae+be}
o = (a+1l(a—a)Q(a) + aap+ by
o {(—l)z = —ag-l-bg}
ot = aay+by
0 _

ay =
- ‘et

T

5) Calculer A* pour ¢/ € Nen fonctionde A, Ids, avet (.

On a (cf. la question 3,) V¢ € N, A® = (A+1d5)(A —alds) - Q(A) + agA + belds .

Or, d’apreés la question 2, (A +1d5)(A — alds) = 0 si bien, qu’en utilisant la question 4 , il vient :

V¢ e N, Al = agA + bylds
L _ (_1\¢ L _ 1\
@), @ el
a+1 a+1

6) Si, pourtout (u, /) € V(K;) x N, P(Ks), , , est défini comme en .0..0.4, calculer # (P(Kg,)u%e) en fonction de « et
0.

Indication : On pourra, bien entendu, utiliser le résultat de I’exercice A .

D’apres I'exercice A #(P(Ks), ,0) = alfl(Ks) .

V4 1 V4
Or d’apres la question 5,V (u, £) € V(Ks) x N, asﬂ(K5) = by = % ; si bien que

(o' + o(=1)%)

V(u,f) E V(KS) X Na #(P(K5)u,u,2) = a+1

7) Donner #(P(K5)u7u,€) pour ¢ = 2,3 4.

Comme o« = 4 (cf. la question 2 ,)

(42 +4)

#(P(Ks),,3) = -(4°—4)
= 12

#(P(Ks)yua) = =(4*+4)
= 52.

Exercice C : (Parcours dans le graphe Cg)
Dans I’exercice C , on suppose que G = Cg est le cycle a 6 sommet s que I’on peut considérer comme le graphe de
CAYLEY associé a Z/6Z et {—1,1} .

1) (Parcours et graphe sommets-transitif)

a) Montrer que, pourtout (u,v) € V(G) x V(G), il existe un automorphisme de graphes a non-orienté T € Autgppmo((
tel que 7(u) = v.

Définition a.1 On dit alors que Cg est sommets-transitif .



V(r) Pour tout (u,v) € V(G)XxV(G) = Z/6Z xZ/6Z, d :=v—u € Z/6Z . Lapplication
V(r) : V(Cg) — V(Cs), x + x + d est une bijection de V(Cg) sur lui-méme.

E(r) Lapplication £(r) : £(Cs) — £(Cq), {z,y} = {z+dy+d} = {V(7)(@),V(7)(y)} est une bijec-
tion de E(Cg) sur lui-méme.

Morphisme Enfint := (V(T), £ (T)) est, pour ainsi dire, par construction, un endomorphisme de graphes a non-o-
rienté de Cg.

b) Pour tout (u,v) € V(G) x V(G)ettout ¢ € N, construire une bijection P(G), , , = P(G)
Indication : On pourra, bien entendu utiliser le point a .

Pour tout (u,v) € V(G) x V(G), on sait, d’aprés le point a , qu’il existe T € Autgpnro(G) tel que 7(u) = v . Pour
tout 7 € P(G) Tomw € P(G) ; ce qui définit une application P(G), ,, — P(G) T T OT.

w,u,l v,0,8 ) RN
1

Lapplication P(G), ,, — P(G),.,,, ™ = 77+ o 7 est manifestement sa bijection réciproque .
2) (Spectre)
24T . . . .
Onnotej := ¢35 <€ C;etonrappelleque j° = 1,et1+j+j2 = 0.Onnoteencore ( := —j.
On note £ := CVY(®) =72/6Z J¢ C-espace vectoriel  des application s de 7./67 dans C ; et pour tout v € Z/6Z,

Bu € E: ZJ6Z — C, v — (W
Onnote ®(G) € End(F) Vendomorphisme d’adjacence  du graphe G.

a) (Vecteur propre)
Calculer ®(G)(3,) pourtoutu € V(G).

,

V(u,v) €V(G) x V(G), ®(@Q)(Bu)(v) = Y Bulw)
w € Ng(v)
= Bulv—1)+Bu(v+1)
Cu(v—l) +<u(v+1)
(C*+¢7)C™
= (¢"+¢7)Bulv) -

En posantVu € Z/6Z, A\, := (*+ (™%, il vient

Vu € V(G) = Z/6Z, B(G)(Bu) = M- Bu . I

b) Déterminer le spectre Sp(G) = Sp(®(G)) = Sp(A(G)) de G et une base de E de vecteurs propres pour ®(G).
Indication : On pourra, bien entendu utiliser le calcul du point a .

,

On a établi en a.1 que pour toutu € V(G) = Z/6Z, (Bu, \u) est un couple (vecteur propre ,valeur propre ) pour
®(Q) ; en remarquant, en particulier, que 3,, # 0.

Comme, par ailleurs, Yu € V(G), , Ay = A_uy, les valeurs propres de ®(G) sont Mg, A1, A2, As.

On constate en outre que {f1, 85} {B2, B4} sont des parties libres  de E. E notant Vu € {0,1,2,3}, B, :=
Ker ®(G) — A\, Idg, il vient :

VeCt{B()} c Ey = dmE, > 1
Vect Bl; 55 cC F = dmE; > 2
Vect | B2, B4 C By, = dimE, > 2
VeCt{ﬁg} Cc F3 = dmFE; > 1.
3
Puisque Z dimE, > 6 = dimFE, est que les espaces propres  sont en somme directe , Il s’ensuit que
u=0
dim By = dim F3 = 1,etdim By = dim By = 2. Il en résulte que { .} , c 7,6z est une base de E de vecteurs

propres  pour ®(G).




Le spectre de G est alors :

SP(G) = {do =2, A = 1@ Xy = -1 )3 = —2}. 1

3) (Parcours dans Cg)

a) (Trace)
Montrer que, pour tout ¢ € N, tr(A(G)") = (2°+2)- (1 + (=1)%) ; ou tr(A(G)) = tr(P(G)") estla trace de I'itérée
£ (1a puissance /™) de la matrice d’adjacence  de G.

D’apres 2.b.1,

tr(AG)) = 2042(1%) +2(-1)" + (-2)*
= 2/(1+(-DY +2(1+ (-1)9)
(2°+2)- (1+(-1)).

b) (Parcours)
Calculer en fonctionde £ € N, #(P(G),,,,,) pour toutu € V(G).
Indication : On pourra utiliser les résultats de I’exercice A , et du point b de la question 1 .

D’apres I’exercice A ,

tr(A(Q)) = > a{,(G)

u e V(G) =7/6Z

= Z #(P(G)u,u,z) :

u e V(G) =7/6Z

Or d’apres le point b de Ia question 1, ¥(u,v) € V(G) x V(G), , #(P(G),..0) = #(Puvseu) ; si bien que

vu € V(G), tr(AG)) = 6 #(P(G)yur)
= #(P(@)yue) = & tr(AG))
s (242 1+ (-1

¢) (Parcours de longueur impaire)
Pour (u,£) € V(G) x N, quelle(s) propriété(s) de P(G),, ,, , peut-on énoncer ?

Pour { impair , 1+ (~1)¢ = 0; si bien que tr(A(G)*) = (2¢ +2) - (1 + (~1)) = 0; si bien que

Vu e V(G), P(G), ., = 0 :

w,u,l

il n’y a pas de parcours de longueur impaire  dans Cg .

Exercice D : (Parcours et connexité)
Soit G := (V(G),&(G),e(G)) un graphe fini simple non-orienté . Pour tout (u,v,¢) € V(G) x V(G) x N,
P(G),., , est défini comme en .0..0.4. Pour tout v € V(G), on note
v(c(G),) = {v e V(G); 3t € N, P(G),,, # 0} C V(G);et
E(C(G),) = {{v.w} € £G):w € V(C(G),). v € V(C(@),)} € EG).
1l s’ensuit que C(G),, = (V(C(G),),E(C(G),)) estle sous-graphe induit  par G sur V(C(G),,) .
(Ouvert)
Uncouple (W C V(G),F C &(G)) estunouvert de G si

V(u,v) € Wx V(Q), {u,v} € EG) = {u,v} € F.

1) Montrer que, pourtoutu € V(G), (V(C(G),,),E(C(G),)) estun ouvert de G.



Pour tout (u,v,w) € V(G) x V(G) x V(G), siv € V(C(G),), il existe £ € N et m € P(G), ,, Si de plus,
e
E(Pr1) — 2 £(G)

{v,w} € &(G), On peut définir E(P“”J, E(G)l par:
P1,2(D7]
P12()Pe+1] — P12()G]
ﬁ|pe = 70
V(7)€ + 1) w
EM{LL+1}) = {v,w}.

Il s’ensuit que w € V(C(G),,) si bien que {v,w} € £(C(G),) ; ce qui prouve le résultat.

(Fermé)
Uncouple (W C V(G),F C &(G)) estun fermé de Gsi (V(G) \ W, £(G) \ F) est unouvert de G.

2) (Fermé)
Montrer que (W C V(G), F C &(G) ) estun fermé si et sculement si

() : {u,v} € F = (u € WetveW).

Notons Z := V(G) \ WetH = E(G) \ F.
fermé = (x) On supose donc que (Z,H) est un ouvert . Il s’ensuit que pour toutu, € Z {u,v} € E(G) entraine
{u,v} € H . Parcontraposée, {u,v} € F entrainedoncu € W.

(*) = fermé Pourtoutu € Z ettoutv € V(G) tels que {u,v} € E(G), puisquew ¢ W, {u,v} ¢ F ;donc
{u,v} € H ; ce qui prouve précisément que (Z,H) est un ouvert .

3) Montrer que, pour toutu. € V(G), (V(C(G),),E(C(G),,)) estun fermé de G.

Tautologique par construction de £(C(G),,).

4) (Ouvert-fermé)
SoitQ == (W C V(G), F C &(G) ). Montrer que si €2 est & la fois un ouvert etun fermé Yv € W, Ng(v) C W;
(autrement dit si VV contient un sommet il contient tous ses voisin s.)

Pour tout (v,w) € W x V(G),siw € Ng(v), {v,w} € E(G) .1l s’ensuit, puisque 2 est ouvert que {v,w} € F.
I s’ensuit encore, puisque §2 est fermé quew € W .

5) Pour tout (u,f) € V(G) x Nonnote V(u,?) := {v € V(G); P(G),,, # 0}.
Pouru € V(G), exprimer V(C(G),) al’aide des V(u,?) v e v -

Par définition,

V(C(G),) = |J Vo).

£eN

6) Soientu € V(G)et) := (W,F), qui est a la fois un ouvert et un fermé de G. On suppose de plus que :
O/F) W c V(C(G),) -

O/Fy) F C &£(C(G),) -

O/F3) u € W.

a) Montrer que, pourtout{ € N, V(u,¢) C W.



¢ = 0 Pour toutv € V(C(G),), v € V(u,
m:Py =1 — Gtelqueu = V(r)(
résulte que V(u,0) C W.

0) si et seulement si P(G), ,, # ¥ ; siet seulement si il existe
) = wv; ce qui entraine en particulierv = u € W (cf. O/Fs.) Il en

¢ = {+1 Pour?¢ € N, supposons que V(u,f) C W . Pour toutv € V(u,f+ 1), il existe un morphisme de
graphes & non-orienté m: Puyr — Gtel que V(m)(0) = wetV(m)({+ 1) = v . Par définition
w = V(m)(¢) € V(u,l); etpar conséquent,w € W .

De plus {w,v} = E(m)({¢,£+1}) € &£(G) ; sibienquev € Ng(w) . Il résulte alors de la question 4 que
v € W si bien que finalement V(u, ¢ +1) C W.

b) Montrer que W = V(C(G),,) -

Comme (cf. la question 5,) V(C(G),,) = U V(u,?) et (cf. le pointa )Vl € N, V(u, ) C W;V(C(G),) C W.
¢eN

L’inclusion W C V(C(G),,) résultant de Ia condition O/Fy, on a I'égalit¢ V(C(G),) = W.

¢) Montrer que ¥ = £(C(G),) -

Pour tout {v,w} € &£(C(G),), par définition (v,w) € V(C(G),) x V(C(G),,) ; ce qui entraine, (cf. le point b ,)
(u,v) € W x W . Puisque Q est ouvert {v,w} € F ; ce qui grice a la condition O/F, F = £(C(G),,) -

d) Quedirede (V(C(G),),E(C(G),)) parmi les couple s (W, F) ouvert s et fermé s tels que u € W ?

On vient de montrer (cf. le point b et Ie point ¢ ,) que (V(C(G),,), £(C(G),,)) est minimal pour la propriété considérée.




