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Corrigé Des exercices I11.11

III.11 . —Exercices
IIL.11.1 . —Algebre : généralités

Exercice IT1.11.1.1 (Caractérisation des sous-anneaux) Faire la preuve de la proposition I11.1.1.4. A noter qu’une bonne partie
de cette preuve a déja été faite pour prouver la proposition I1.8.3.5.

Exercice 111.11.1.2 (Anneau des applications) 1) Faire la démonstration de la proposition II1.1.1.13.

2) Pour un anneau A, le fait que A soit intégre (respectivement un corps) entraine-t-il que 1’anneau A” considéré a la
proposition proposition III.1.1.13 soit integre (resp. un corps ?)

Exercice I11.11.1.3 (Groupe des inversibles (unités) d’un anneau) Si A est un anneau, on note A* le groupe des éléments
inversibles de A.

1) Calculer Z*, et K[X]™ quand K est un corps.

i) (LecasdeZ)
Pour tout (a,b) € Z X Z,

ab =1 = |a|*|b] = |ab] = 1.

Ainsi nécessairement, |a| < 1oulb| < 1.Sila|] < 1, comme |a| est un entier naturel, |a] = 0 ou 1. On exclut
évidemmenta = 0, si bien que a = =1 ce qui entraineb = a, et par conséquent

Z* = {~1,1}.

ii) (Le cas de K[X])
On rappelle que pour P € K[X], le degré deg(P) de P vérifie

V(P,Q) € KIX] x K[X], deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) .

Ainsi :
Y(P,Q) € K[X] x K[X], PQ = 1
= deg(PQ) = 0
= deg(P) +deg(Q) = 0
= deg(P)=0 et deg(Q)=0.

Les polynémes P et () sont donc nécessairement des constantes non nulles i.e. des éléments de K* puisque K est un
corps. Réciproquement tout élément de K* est encore inversible dans K[ X | puisque K se réalise comme un sous-anneau
de K[X] ; si bien que

K[X]* = K*.

iii) (Plus généralement)
On constate que I’ingrédient essentiel qu’on a utilisé aussibien pour Z que pour K[X] est I’existence d’une application a
valeurs dans N ayant de bonnes propriétés. 1l en serait de méme pour I’anneau des entiers de GAUSSname]Gauss @ GAUSS
ou I’anneau des entiers d’ EISENSTEINname]Eisenstein @ EISENSTEIN par exemple.

2) Si¢ : A — B est un homomorphisme d’anneaux, montrer que ¢(A*) C B> ; si ¢ est surjectif, s’ensuit-il que
G(A%) = B*?



D (¢(A*) C B*)

Pourtoutx € A* ilexistey € A telque xy = 1. Or ¢ étant un morphisme d’anneaux,

d(r)p(y) = é(wy)
(1)

I
©-

c’est-a-dire que ¢(x) est inversible.

ii) (Surjection)
Méme quand ¢ est surjective, B* peut étre « beaucoup plus gros que » A*. Considérons, par exemple, la surjection
canonique ™ : Z — Z/5Z. On a déterminé Z* ci-dessus et en particulier #(ZX) = 2. Or Z/5Z étant un corps,
puisque 5 est un nombre premier

#(2/52°) = #(Z/5Z\{0}) = 5—1 = 4;

et il n’existe pas de surjection d’un ensemble a 2 éléments dans un ensemble a 4 éléments.

II1.11.2 . —Espaces préhilbertien

Dans ce paragraphe (I11.11.2,) K = R ou C est le corps (cf. la définition I11.1.1.12,) des nombres réels ou des nombres
complexes ; E etun espaces pré-hilbertiens réels name]Hilbert @ HILBERT name]Hilbert@HILBERT ou complexe (cf.
la définition I11.8.4.)

Exercice IIL.11.2.1 (Caractérisation des projecteurs orthogonaux) Etant donné un projecteur p € Endg(FE),

montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

OrthProj;) KerplImp.
OrthProjs) Vz € E, ||p(x)|| < ||z .

OrthProjs) p = p*.
Dans ce cas on dit que p est un projecteur orthogonal.

Exercice II1.11.2.2 (Caractérisation des symétries orthogonales) Etant donnée une symétrie s ¢ Endyg(E),

montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

SymOrth;) s € O(FE) i.e. s est un endomorphisme orthogonal.
SymOrths) Ker (Id + s) LKer (Id — s) .

SymOrthz) Le projecteur p™ := i(Id + s) est un projecteur orthogonal.

INIE

(Id — s) est un projecteur orthogonal.

D=

SymOrth,) Le projecteur p~ :=

SymOrths) s = s*. On rappelle qu’on dit alors que s et autoadjoint.

On dit dans ce cas que la symétrie est la symétrie orthogonale par rapport a Ker (Id — s). On dira aussi réflexion par
rapport a Ker (Id — s).

,

SymOrthz <> SymOrth, On a déja montré (cf. IIL.11.4.111.11.4.2.11.11.4.2.6,) que p™ + p~ = Id ; ce qui entraine
que

Kerp™ = Imp~ et Kerp™ = Imp™;

si bien que I’'un des projecteurs est orthogonal si et seulement si I’autre I’est.
SymOrthy < SymOrths 1l sufit de remarquer que

Ker(Id +s) = Kerp™ et Ker(Id —s) = Kerp 1 = Im ™.




SymOrth; = SymOrths
V(z,y) € Ker (Id + s) x Ker (Id — s), s(z)+z+0 A s(y)—y=0
= (zly) = (s(@)]s(y)
= (xly) = —(zly)
= (x]y) = 0
= Ker(Id+s) L1 Ker(Id —s).
SymOrthy = SymOrth; repose sur les mémes arguments que ci-dessus.
SymOrth; < SymOrths D’apres,
s € OE) & sos" =1d.
Par ailleurs
sos =1d.
Ces deux égalités équivalent a
s = s*
Exercice I11.11.2.3 (Propriétés de I’orthogonal) Faire la preuve de la proposition II1.8.6.
i est immédiat.
i
V(z,y) € TH® x S, 7 € T
= ¢(z,y) = 0
= y € St
= T+ c S+.
Est une conséquence immédiate du fait que Ker = E-¢ et du point ii.
iii PuisqueVx € E, ¢(x,0) = 0,0 € S+ ; si bien que S~ # (. De plus :
Y(x,y, 2 a,b) € S x L x § x K x K, ¢(az + by, z) = ad(x,z) + be(y, 2)
= 0
- azr + by € S+

ce qui assure que S~ est un K-espace vectoriel
Puisque S C Vect{S}, il résulte du point ii que Vect{S} Lo o g,
Réciproquement :

Y(z,y) € S+ x VeCt{S}v 3<(yi)1 gigna(ai)l gign) € S"xK"y = Zaiyi

1=1
= $x,y) = o,y aiy:)
i=1
= > aid(x, i)
i=1
= 0
= r € Vect{S}
- St C Vect{S}J'.
iv
Vr € E, x € SuTH?
=3 VYye SUT, ¢(xz,y) = 0
& VyeS, ¢(z,y) =0 A VyeT, ¢(z,y) =0
& reSt A zeTt
o x € StnTt,
si bien que

SuTt?® = gté n The.
Dans le cas ou S et T sont des sous-espaces vectorielsde £, S + T = Vect{S urT } et il découle donc du
point iii que

S+TH% = gb¢ 0 The,

.

Exercice I111.11.2.4 (Somme directe orthogonale) Soit £ un espace quadratique défini



1) Fi,...,F, dessous-espaces vectoriels tels que pour i # j, F; L F}.

Montrer que la somme F} + ... 4+ F), est directe.
Notons ¢ la forme polaire associée a la forme quadratique g de E. Soit (x1,...,x,) € F1 X ---x F, tels que Zl z; = 0.
On a alors pourtoutj € 1,...,n:

0=¢ (Z xi,ﬂcj) = Z P(xi, ;) = Pz, ;) = qlx;).

En effet, ¢(z;,x;) = 0 sitdt que i # j, puisque F; et F; sont orthogonaux.

Par hypothése, la forme q est définie et I’on a donc q(z;) = 0 = x; = 0. Ceci étant vrai quel que soit j, la somme
Fi + --- + F,, est donc directe.

2) SoitS C Etelque0 ¢ SetV(s,t) €Sx5S, s #t = ¢(s,t) = 0.
a) Montrer que S est une partie libre de E.

b) En déduire que si S C FE est une partie orthonormale de E, S est une partie libre .

III.11.3 . —Arithmétique des polynomes

Soit (A4, +, *) un anneau commutatif dont on note 0 ’élément neutre pour + et 1 1’élément neutre pour x. On note
AN Pensemble des suites 2 valeurs dans A ou encore de maniére équivalente I’ensemble des applications de N dans A.
Pour tout o € AYN, on note a,, le n'*™ terme de o i.e. la valeurde aenn € N.

Exercice I11.11.3.1 (Valuation) 1) Rappeler ce que signifie que I’anneau A est intégre.

V(a,b) EAx A axb=0=a=0Vb=0

ou de maniére équivalente que {0} est un idéal premier.

On suppose, dans toute la suite que (A, +, ) est intégre.

2) Pourtouta € AN, a # ¢, montrer qu’il existe un plus petit entier v € N tel que a,, # 0.

Puisquea # ¢,V := {n € N; a,, # 0} est non vide et posséde donc un plus petit élément v.

On notera désormais val(a) I’entier v qu’on appellera la valuation de a et on adoptera les conventions suivantes :
val(¢) = (+00), (+00) < (+00), (+00) + (+00) = (+00)

VneN, n+ (+00) = (+00) et n < (+00) .

3) Montrer que
Y(a,b) € AN x AV, val(a*4n b) = val(a) + val(b) ;

Sib = C,axb = ¢ d’oi

val(a xb) = (+o00) = val(a) + (+o0) = val(a) + val(b) .
Sia # ¢ etb# ¢ pourtout0 < n < val(a) + val(b),

(a*ANb)n = Zak *bn—k o
k=0
Orsik < val(a), ar, = 0, etdoncag *xb,_ = 0.Sik > val(a),n —k < n—val(a) < val(b) si bien que b,,_, = 0.

11 s’ensuit que
Y0 < n < val(a) + val(b), (a*xb), = 0




ce qui entraine, par définition méme de val(-),
val(a x b) > val(a) + val(b) .
Enfin :
val(a)+val(b)
(@ * b)val(a)tval(h) = Z ak * byal(a)4val(b)—k
k=0
val(a)—1 val(a)+val(b)
= Z ag * byal(a)+val(b)—k T Gval(a) * Oval(p) + Z
k=0 k=val(a)+1
val(b)—1
=  Qyal(a) * bval(b) + Z QAval(a)+val(b)—k * b
k=0
=  Qval(a) * bval(b)
# 0
si bien que
val(a x4n b) = val(a) + val(b) .

ak * byal(a)+val(b)—k

4) En déduire que (AN, + 4u, *4n ) est un anneau intégre.

V(a,b) € AN x AN, axaunb =
val(a * gn b) (400)
val(a) = (+00)
a =

44l
< < |l

b=C.

val(b) = (+00)

5) Montrer que
V(a,b) € AN x AN, val(a 4 4vb) > min(val(a), val(b))

avec égalité si val(a) # val(b).

Sia=(,a+b = bsibien que

val(a + b) = val(b) = min(val(b), (+o0)) .

(a4 v b)y, = apn + b, = 0.1 s’ensuit donc que

val(a + v b) > min(val(a), val(b)) .

Sia # Cetb # (, pour tout 0 < n < min(val(a), val(b)), n < val(a) = a, =0,n < val(b) = b, = 0 si bien que

6) Montrer que
m = {a € AV; val(a) > 0}

est un idéal de AN dont on donnera une autre caractérisation.

Tout d’abord ¢ € m puisque val(¢) = (+o00) > 0. Onadoncm # (. Par ailleurs,

V(z,y) € m x m,
V(a,b) € AN x AN, val(a* 48 2 +4n b* qn y)

0

c’est-a-dire que
A% AN T v bxygny € m.

On peut aussi caractériser m comme I’ensemble des éléments a € A™ tels queag = 0 .

> min(val(a % gv x), val(b*4n y))
> min(val(a) + val(z), val(b) + val(y))
>




Exercice I11.11.3.2 (degré) On suppose encore dans cette question que A est un anneau integre.

1) Montrer que, pour touta € P,a # (,il existe unentierd € N tel que

ag # 0etVneN, n > d = a, = 0.

Sia # ¢,
Vi={neNj;a,#0} # 0.

Sia € P, par hypotese, il existen € N, tel que V' C [0;n]. Il en résulte que V' admet un plus grand élément d qui
répond a la question.

On notera désormais deg(a) I’entier d qu’on appellera le degré de a et on adoptera les conventions suivantes :
deg(¢) = (—00), (=00) < (—00), (=00) + (—00) = (—00)

VneN, n+(—o0) = (—o0)etn > (—0) .

2) Montrer que
Y(a,b) € P x P, deg(a*xnb) = deg(a) + deg(b) .

Sib = C,axb = ¢ doi
deg(axb) = (—o0) = deg(a) + (—o0) = deg(a) + deg(b) .
Sia # Cetb # ¢ pour tout n > deg(a) + deg(b), (axanb), = Zak *bp_p . Orsi k > deg(a), ap, = 0,
k=0
et donc ay, * by, = 0.Sik < deg(a),n — k > n — deg(a) > deg(b) si bien que b,_, = 0. Il s’ensuit que
Vn > deg(a) + deg(b), (a*b), = 0 ce qui entraine, par définition méme de deg(-),

deg(a xb) < deg(a)+ deg(b) .

Enfin :
deg(a)+deg(b)
(@ * b)deg(a)+deg(®) = Z ak * bdeg(a)+deg (b)—k
k=0
deg(a)—1
= Z ag * bdeg(a)+deg(b)—k
k=0
deg(a)+deg(b)
+0deg(a) * bdeg(b) T Z g * bdeg (a)+deg (b)—k
k=deg(a)+1
= Gdeg(a) * bdeg(b)
7 0;
si bien que

deg(ax4nb) = deg(a) + deg(b) .

3) Montrer que
Y(a,b) € P x P, deg(a+4nb) < max(deg(a),deg(d))

avec égalité si deg(a) # deg(b).

Sia=(,a+b = bsibien que

deg(a +b) = deg(b) = max(deg(d), (—o0)) .
Sia # (etb # (, pour tout n > max(deg(a),deg(b)), n > deg(a) = a, =0,n > deg(b) = b, = 0 si bien que



(a4 v b)y, = apn + b, = 0.1 s’ensuit donc que

deg(a+4nb) < max(deg(a),deg(b)) .

4) En déduire que (P, + 4n, *4n ) est un anneau commutatif intégre.

i) (Groupe abélien)
Le point question 3 assure que + 4~ se restreint 2P et est donc une loi interne sur P. Elle reste bien entendu associative.
L’élément neutre ( appartient a'P et reste donc un élément neutre . Il est immédiat de constater que sia € P, —a € P
si bien que tout élément de P pposséde un opposé. Enfin la loi + 4n étant commutative sur A le reste sur P. Ceci fait
de (P, + 4n ) un groupe abélien.

ii) (Anneau commutatif)
Le point question 2 assure que la loi * 4n se restreint a P. Elle reste associative, commutative, distributive sur + 4~ et
I’élément neutre u appartient 3 P ce qui fait de (P, + 4 , * 4v ) un anneau commuttatif.

iii) (Intégrité)

Pour tout (a,b) € P x P, a et b sont en particulier des éléments de AN et sia*,nb = 2z on a vu a la question 4 de
I'exercice III.11.3.1 quea = zoub = z ce qui assure que P est integre.

5) Montrer que
mg ;= PNm

est un idéal de P (ol m est I'idéal de AN défini a la question 6 de I’exercice I11.11.3.1 .)

Tout d’abord z € P etz € m donc

z€m0:>m0;£®.

Par ailleurs
V(z,y) € mg x mg, V(a,b) e PX P, axx+bxy € P

d’apreés les points question 3 et question 2. De plus ax + by € m puisque m est un idéal de AY. I s’ensuit que

axr+bxy € PNm=mg.

6) Montrer que pour tout (a,b) € P x P,sibdivise aeta # ¢, deg(b) < deg(a)

Si bla, il existe c € P tel que a = b * c. Il résulte alors du point question 2 que deg(a) = deg(b) + deg(c). Or si
a # z,c # zsibien que deg(a), deg(b) et deg(c) sont des entiers naturels ce qui assure le résultat.

7) Montrer que I’image du morphisme 7 (cf. cours II1.6.1.7.1,) est contenue dans P et que ¢ est donc un morphisme injectif
d’anneaux de A dans P. Caractériser les éléments de Im ¢ par leur degré.

Pour touta € A, il est clair que i(a) € P et méme que deg(i(a)) = 0. Réciproquementsia € P avecdeg(a) = 0,
onai(ag) = a.Ils’ensuit que

Imi = {a € P;deg(a) = 0}.

Les lois + 4 et * 4n sur P étant données par celles de AN ainsi que les élément neutre s z et u, i reste un morphisme
injectif d’anneaux a valeurs dans P.

8) Montrer que la restriction i* := 4 4x de i a 'ensemble des éléments inversibles A* de A est un morphisme de
groupes bijectif de (A%, %) dans (P*, *4n)
Indication : on pourra penser a caractériser les éléments de P* en termes de degré.



i) (Groupes des inversibles)
Rappelons d’abord que, pour tout anneau (R, +, ) I’ensemble R* est un groupe pour la loi x. En effet si (r,s) €
R* x R*,ilexiste (t,u) € Rx Rtelsquer*t = txr = letsxu = u*xs = lIls’ensuitquer *xs*xuxt = 1
etuxtxrxs = 1sibienquer s € R*. Ainsi la loi x se restreint 3 R* en une loi interne.
L’élément neutre 1 pour x étant son propre inverse, appartient bien entendu & R* et est un élément neutre  pour %
restreinte 4 R*.
Enfinsir € R*,r posséde, par définition un inverse s dans R. Puisque r est aussi I'inverse de s s € R*, si bien que
r possede un inverse dans R* .

i) dmi* C P*)

POurtouta € A*,ilexisteb € A* telquea+*b = bxa = 1.1l s ensuit que
i(axb) = i(bxa) = i(l) = i(a)*xani(b) = i(b)*qni(a) = u

c’est-a-dire que i* (a) = i(a) € P*.

iii) (i* est un morphisme)

V(a,b) € A* x A%, i*(axb) = i(a*xb) = i(a)x4ni(b) = i*(a) *4n i°(b)
du fait que i est un morphisme d’anneaux . Il s’ensuit que
i (A% %) = (PX, *4n)

est un morphisme de groupes .

iv) (Bijectivité de i*)
L’application i* étant la restriction d’une application injective est encore injective.
Pour touta € P>, ilexisteb € P tel que a * v b = w. Il en résulte que

deg(a) + degb = deg(u) = 0

ce qui entrraine
deg(a) = degb = 0.

On a vu a la question 7 que cela signifie quea € Imietb € Imi. Dans ce cas on a nécessairement
a = i(ag)etb = i(bo) -

1l s’ensuit que
axb = u = i(ag) *xqni(bo) = (1) = i(ap*by) = i(1l) = ap*xby =1

la derniére implication provenant du fait que i est un morphisme injectif. Il en résulte que ag € A* ce qui assure la
surjectivité de i*.

Exercice I11.11.3.3 (Théoréme chinois des restes dans K[X]) Dans tout cet exercice, K est un corps commutatif et K[X]
I’anneau des polyndmes a une indéterminée sur K.
Pour tout couple (P, Q) € K[X ]2, on notera () mod P la classe de () modulo P c’est-a-dire I’ensemble des Q' € K[X]
tels que P|Q’' — Q et
K[X]/P = {@'mod P, Q' € K[X]}.

1) Montrer que K[X]/P est en fait I’anneau quotient K[ X ]/ PK[X] de K[X] par I’idéal engendré par P.

11 suffit de remarquer que
VQ' € KIX], Q" € QmodP & Q' —Q € PK[X].

2) Montrer que si P; et P5 sont deux éléments premiers entre eux de K[X], leur Ppem est leur produit.

Lemme de GAUSSname]Gauss@ GAUSS (cf. 111.6.5.2.3.) ]




Pour tout couple (P, P») € K[X], on notera K[X]/P; x K[X]/P> I’ensemble des couples (a1, a3) oy € K[X]/P1
ag € K[X]/P,, muni des lois :

(a1, 00) 4+ (B1, B2) = (a1 + B1,a2+ Ba2)
(a1, 02) % (B1,B2) = (o1 *f1,00*Fs).

3) a) Pour tout (P, P,) € K[X]?, montrer que K[X]/P; x K[X]/P, est un anneau dont on déterminera I'unité et
I’élément neutre pour +.

(cf. la proposition I11.5.13.)

b) Montrer que I’application
¢: K[X] — K[X]|/P xK[X]/P,
Q +— (QmodP;,QmodPs)

est un morphisme d’anneaux .

(cf. la proposition I11.5.13.)

¢) Déterminer le noyau K de ¢ puis en déduire qu’il existe un morphisme d’anneaux injectif
v : KIX]/K — K[X]/Pi xK[X]/P, telque ¢ = v o7

ol 7 est la surjection canonique K[X]| — K[X]/K.

Vq € K[X], Q € Ker¢
= Q@modP; = 0 et QmodP, = 0
& Ker¢ = PK[X]NPK[X].
Le morphisme ¢ se factorise donc en
K[X]
N

K[X]/K —— KIX]/PxK[X]/Py;

(cf. la définition I11.5.5.)

d) Si P, et P, sont premiers entre eux, montrer que ¢ est surjectif; en déduire, dans ce cas, que y est un isomorphisme;;
décrire K plus précisément.

Pour tout (a1, as) € K[X]/ Py x K[X]/Ps, soit

(Q1,Q2) € K[X]| xK[X] tel que oy = Q1 modP; et ay = Qamod P .
Puisque Py et P, sont premiers entre eux, il existe (cf. I11.6.5.2.1,)
(U1,02) € K[X] xK[X] tel que U1 P, +UsPy = 1.
Ceci se réécrit
Us_;P3_;modP;, = 1modP; et Us_;P;_;modP_; = OmodP;_; .
1l s’ensuit que

QUi PL +QiUsPomodPy = QimodPy = o
QU1 Py +Q1UsPomod P, = QamodP; = a3

si bien que Q2U1 Py + Q1U2 P82 est un antécédent de (a1, ag) par ¢.
Le morphisme ¢ est alors surjectif, ce qui entraine que ~y I’est, si bien que y est un isomorphisme.

Le noyau K de +y est alors égale a
(P, PV )= PP,




4) Soient q et b deux éléments distincts de % et P un élément de K[X].

Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b) si le reste de la division euclidienne de P par X —a
(resp. X — b, ) vaut 1.

Les hypotheéses équivalent en fait au systéme de congruence :

v

Puisque (X — a) et (X — b) sont premiers entre eux

1
(b—a

(X —a)— (X -0)] = 1)
le théoreme chinois des restes assure que I’ensemble des solutions de ce systeme est une classe de congruence modulo

(X —a),(X=b)V)= (X-a)(X-0).
En utilisant les notations de I’exercice, les hypothéses se réécrivent également

#(P) = (1,1) = 1g[x)/(x—a)xK[X]/(Xb) -
Or ~y étant un morphisme d’anneaux

7 P) = v (1) = lkixy/(x—a)(x—b)
ce qui équivaut encore a 7(P) = 1, ou encore

P =1[(X-a)(X-0)]

i.e. le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b) est 1.

Exercice I11.11.3.4 (Idéaux de Z et K[X]) 1) Montrer qu’une partie J C Z de Z est un sous-groupe de (Z, +) si et seule-
ment si J est un idéal de (Z, +, *) .

Supposons que J soit un idéal. Il est donc par définition stable par addition. De plus, pour tout a € J, on a —a =
(=1)-a € 7. Le sous-ensemble J est donc un sous-groupe de (Z, +).

Réciproquement, supposons que J soit un sous-groupe (additif). Il est par définition stable par addition et opposition
(a — —a). De plus, pour toutn € Neta € J, on anb = Z?:lb € J. Enfin, pour tout n € Z, n < 0, on a
na = —(—n)a € J. Le sous-ensemble J est donc un idéal.

2) Montrer qu'unidéal J C Z non nul de Z, possede un plus petit élément d € N* ; puis que
J=dZ = {dz, z€Z}.

Comme J est non-nul, Ie sous-ensemble J N Z* de Z n’est pas vide. 1l admet donc un plus petit élément que I’on note
d. Soit a € J. La division euclidienne de a par d s’écrita = dq + r, o q,r € Z et 0 < r < d. Puisque J est un idéal
contenant d, on adq € J, puisr = a — dq € J. Par minimalité de d, le reste r ne peut qu’étre nul : r = 0. On a donc
a = qd € dZ. Réciproquement, il est clair que dZ C J.

3) a) Vérifier que I’ensemble K[X] des polyndmes & une indéterminée sur un corps K est un anneau (on pourra donner
explicitement la somme et le produit de deux polyndmes en fonction de leurs coefficients.)

b) Tout sous-groupe de K[X] est-il un idéal de K[X] ?

Non. Par exemple, I’ensemble K C K[X] des polynémes constants est un sous-groupe additif mais n’est pas un idéal
(par exemple, il ne contient pas X.1 = X).

¢) Déterminer les idéaux de K[X] .
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Soit J un idéal non-nul de K[X]. Le sous-ensemble {deg(P), P € 3~ {0}} C N est alors non-vide et il admet donc un
plus petit élément n. On choisit un polynéme P de J de degré n. Pour tout polyndéme S dans J, une division euclidienne
S par P s’écrit S = PQ + R, ou R, € K[X] etdeg(R) < deg(P) = n. Comme J est un idéal contenant P et S, on
aR =S — PQ € 7. Par minimalité de n € N, le degré de R ne peut étre que —oo et R est donc le polynéme nul. Ainsi
S = PQ € PK[X].

Réciproquement, on a PK[X] C J et doncJ = PK[X]. Ainsi, tout idéal de K[X] est de la forme PK[X], oit P € K[X]
(dans le cas de I’idéal nul, on prendra P = 0).

d) Les sous-ensembles suivants de K[X] sont-ils des idéaux :

Ey .= {P € K[X]; P(0) = 0};
VacK,a # 0, E, := {P € K[X]; P(0) = a};

E, = {P € K[X]; P'(0) = 0}?

Considérons I’application K[X] — K associant a chaque polynéme son coefficient constant P — P(0). On vérifie
facilement qu’il s’agit d’un morphisme d’anneaux . Son noyau (qui coincide avec Ey), est donc un idéal.

Soient P,QQ € E,.Ona (P + Q)(0) = P(0) + Q(0) = a+ a = 2a # a (on a supposé a # 0). En particulier, E, n’est
pas stable par addition et n’est donc pas un idéal de K[ X].

Soit enfin b € K*. Le polynéme constant P(X) = b est de dérivée nulle et appartient donc a E|. En revanche, le
polynéme X P(X) = bX est de dérivéeb # 0 en 0 et X P(X) ¢ E{. Le sous-ensemble E|, C K[X] n’est donc pas un
idéal.

Exercice I11.11.3.5 (Eléments associés) Faire la démonstration du lemme I11.4.13.

Exercice I11.11.3.6 (Le K-espace vectoriel K[X|/PK[X]) Soient K un corps, P € K[X]unpolynéme a coefficients dans

Ket
m : K[X] — K[X]/PK[X] la surjection canonique

Montrer que :

1) K[X]/PK[X] est un K-espace vectoriel ;

L’anneau K[X] est au moins un groupe abélien et 1’idéal PK[X] un sous-groupe si bien que le morphisme
m : K[X] — K[X]/PK[X] est au moins un morphisme de groupes (cf. IIL5,) C’est cependant également un mor-
phisme d’anneaux .

La loi externe sur K[ X]/PK[X] est donnée par

V(a,Q) e KxK[X], a-QmodP = aQ modP ;

2)
(m(1), m(X),... ,ﬁ(Xdeg(P)*l)) en est une base;

Notons E := K[X]/PK[X]. Pour tout o € E, il existe donc Q@ € K[X] tel que « = 7(Q). Or en effectuant la
division euclidienne de () par P, on prouve I'existence de R € K[X] tel que

w(R) = aetdeg(R) < deg(P).
Ceci prouve que I’ensemble
{r(1),...,m(X%¥E)=1H} = f1modP,..., X)L mod}

est générateur du K-espace vectoriel E.
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Pour (a;), <i<deg(p)—1 € K, des éléments de K,

deg(P)—1
Z a;X"modP = 0,
i=0
si et seulement si
deg(P)—1
Z a; X’ € Kerm
i=0
si et seulement si
deg(P)—1
P| Z a; X’

i=0
ce qui entraine
V0 <i<deg(P)—1,a; =0

et assure que {1 mod P, . .., X°8(P)~1 mod P} est une partie libre du K-espace vectoriel E.

3)
par conséquent dimyg K[X]/PK[X] = deg(P) .

III.11.4 . —Réduction

Exercice I11.11.4.1 (Caractérisation des projecteurs) Etant donné un endomorphisme p € Endg (E),

montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
Proj)) pop = p.
Projs) £ = Kerp @ Kerldg —p.
Projs) £ = Kerp © Impet pjimp = Idimyp -

Proj,) Si E est de dimension finie n, il existe des entiers 7 et s, avec r + s = n et une base de E dans laquelle la matrice de

I, 0O
p est, par blocs, (0 05) .

Si p satisfait les conditions équivalentes ci-dessus, on dit que p et un projecteur .

Exercice I11.11.4.2 (Caractérisation des symétries) Etant donné un endomorphisme s ¢ Endg(E)..

Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

Symi) s o s = Idg .

(Idg + s) est un projecteur.

NI

Symy) pt :=

(Idg — s) et un projecteur.

N=

Symg) p~ =
Symy) E = Ker(Id +s) & Ker(Id —s) .

Syms) Si E est de dimension finie 7, il existe des entiers r et s, avec r + s = n et une base de F dans laquelle la matrice de

(L0
S es 0 715 .

On dit alors que s et une symétrie ou une involution linéaire.

Sym; < Symsy %(Id E + 8) est un projecteur si et seulement si

(L(1dg + 5)) = ;Idg +5)
& 1(Idg + 2s?) = 1(Id+s)
<~ %82 = %(S—S—FIdE—%IdE)
4 52 = Idg .
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Sym; < Syms Se montre exactement de la méme maniére que ci-dessus.
Sym; = Symy
Ve e E, pf(z)+p (x) =

(@ + (5(2)) + 3(@ — s(x))

IS

On a donc
pt +p = Ildg. IL11.4.2.6

Come on a déja montré les équivalences Sym; <> Sym, et Sym; <> Syms, on sait que pT™ et p~ sont des
projecteurs. 11 s’ensuit que
E =Imp"™ @ Imp~ = Kerp™ @ Kerp™ .

Or
Kerp™ = Ker(Id + s) et Kerp~ = Ker (Id — s) .

Symy = Sym; Pour tout x € E, il existe un unique couple (y,z) € Ker (Id + s) x Ker (Id — s) tel que z =
y + z. Alors:

() = s(y+2)
= 5°(y) +5°(2)
= s(-y)+s(2)
= y+=z

= XT.

. J

Exercice I11.11.4.3 (Déterminants par blocs) Pour tout n € N* on note [,, € M,,(R) la matrice identité. Dans la suite
p et ¢ sont dans N*.

1) Soient
A e My,(R)et B € My[R).

a) Calculer en fonction de det(A) et det(B)

det(<‘g 2)) ot det((% g>) .

A 0

Notons A, € Mp4 4R la matrice A, := (0 I
q
det(Aq) = det(A). Soit maintenant ¢ > 0 et supposons det(A,) = det(A). En developpant le déterminant det(Aq+1)

>. Calculons det(A,) par récurrence sur g. Si ¢ = 0, alors A, = A et

par rapport a la derniére ligne, on obtient det(A,11) = det(A,) = det(A), et on conclue. Le cas de (% g) est

similaire.

0 B
Indication : Utiliser la multiplicativité du déterminant.

b) En déduire det( <A 0 ) ) en fonction de det(A) et det(B).

Ona
(6 5)-6 2 5)
et donc
det(<8‘ g)):det((é g)(% g)):det((gl 2))@((% g)):det(A)det(B).
2) Soient

A€ MyR), B € My(R)et C € Myq(R).

a) Calculer det( (61 IC) ) en fonction de det(A).
q
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Soluion

On procede par récurrence sur 1’entier q (et donc la largeur de C') la formule :

det(<‘3 fq)) — det(A).

L’initialisation est triviale et I’hérédité se prouve en développant le déterminant par rapport a la derniére ligne.

b) Pour

A C
M = (0 B) S MerqR,

calculer det(M) en fonction de det(A) et det(B).

On utilise la multiplicativité du déterminant sur I’égalité

(6 5)=(8 50 %) (awemone (5 5) 2 (3 D) 5))

Exercice I111.11.4.4 (AB et BA ont méme polyndome caractéristique) Soient K un corps,n € N, et
A,B € M,(K).

1) (Valeurs propres)
a) Montrer que si X est un vecteur propre de AB pour une valeur propre A # 0, alorsY = BX # 0.

Si X est un vecteur propre de AB,pour A\ # 0, X # 0,et ABX = AX .0rAX # 0,doncY := BX # 0.

b) En déduire que AB et BA ont les mémes valeurs propres.
Indication : Pour A\ = 0, on pourra se servir du déterminant.

Soluon |

Soient A\ € Sp(AB) \ {0}, et X un vecteur propre  associé a A. Il résulte du pointa queY := BX # 0.Or
BAY = BABX = BAX = ABX = \Y ;sibienqueY estunvecteur propre associé a A\ pour BA. Il s’ensuite
donc que Sp(AB) \ {0} C Sp(BA) \ {0} . Puisque A et B jouent des rdles identiques, en les échangeant on obtient
Sp(BA) \ {0} C Sp(AB) \ {0} ; et finalement Sp(AB) \ {0} = Sp(BA) \ {0}.

0 est valeur propre  de AB si et seulement si AB nes par injective si et seulement si0 = det(AB) = det(A) -
det(B) = det(BA) ; si seulement si BA n’est pa s injective i et seulement si 0 est valeur propre de BA.

Il résulte finalement de ce qui précéde que Sp(AB) = Sp(BA) .

2) Montrer que si A ou B est inversible, alors AB et BA ont méme polynéme caractéristique .

Supposons que A est inversible et notons I € M,,(K) la matrice identité. Le polyndme caractéristique de AB est
det(XI — AB) € K[X]. Onaalors:

det(XI — AB) = det(A) " -det(XI— AB) - det(A)
det(A™") - det(XI — AB) - det(A)
det(A™"(XI — AB)A)
det(A™'XTA— A"'ABA)
= det(XI— BA);

qui est précisément le polyndome caractéristique de BA.

3) On ne supose plus nécessairement que A ou B est inversible. On note / € M,,(K) la matrice identité et
I 0 BA -B 0 —-B
P = (A I) S MQn(K),Q = < 0 0 > € MQH(K),R = (0 AB> S MQn(K)
a) Vérifier que P est inversible.
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‘ Immédiat.

b) Vérifierque QP = PR.

BA -B I 0\/0 -B I 0 0 —-B 0 -B
QP:(O 0>'<A I)(O 0);etPR:<A I)'(o AB)(O 0)'
¢) Conclure.

Soit J = (I 0> € Moy, (K) la matrice identité. On a alors, en calculant les déterminants par blocs,

0 I
det(XJ — Q) = X"det(XI— BA) et det(XJ — R) = X"det(XI— AB) .

Remarquons que det(P) = det(P)™' = det(P~!) = 1. Alors:

X"det(XI - BA) = det(XJ-Q)
= det(XJ - Q)det(P)
det(XJP — QP)
(cf.b) det(XJP — PR)
= det(P7!) det(XJP — PR)
= det(XP'JP-R)
= X"det(XI-AB).

Il en résulte que det (X1 — AB) = det(XI — BA) .

Exercice ITI.11.4.5 (Polyndmes caractéristiques de AA* et A*A) Soit A € M, ,(C) ot p et ¢ sont des entiers naturels
telsquep < q.

Pour £ et ¢ des entiers naturels on notera Oy, € M ,(C) la matrice nulle.

1) Montrer qu’il existe une matrice unitaire P € M(C) et une matrice B € M,,(C) telles que P*A* s’écrive par blocs

B*
P*A* = .
(Oq—p,p)

,

Puisque r := rg(A) < min{p,q},etp < q,r = rg(A) < p.Commerg(A) = rg(A*), on a également
r =rg(4") < p.

Considérons A* € M, ,(C) comme une application linéaire de M, 1(C) = CP dans M4.1(C) = C. Considérons

alors le produit scalaire hermitien  canonique sur M, 1(C) donné par (X | Y) Z Xx*xY.

Soit alors (Pr); <<, € Mg1(C) une base orthonormée (cf. lIe theoreme I1.8.13,) de Im(A*) et
(Pi)yi1 < k< q € Mq,1(C) une base orthonormée de Im AL,
— La matrice P dont les collones sont les (Py), -, < , est donc bien une matrice unitaire de M,(C).
— Les collonnes (Ck); < <, € Mq1(C) de A* appartiennent a Im A*.
— Il s’ensuit queVr < k < q, V1 < ¢ <p, (P, | C¢) = 0; si bien que, commer < p,Vp+1<k<gq, V1<
£<p, (Pe|Ce) = 0;
— Il en résulte que les ¢ — p dernieres lignes du produit matriciel P* A* sont nulles.

2) En déduire que det(X1d, — AA*) = det(XId, — BB*) .
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Rappelons AP = (AP)** = (P*A*)* = <0B ) = (B Opg—p);etque PP* = 1d, .

q—p,p

1l s’ensuit que

det(X1d, — AA*)

det(X1d, — APP* A¥)

det(X1d, — (B op,q_p)-( B ))

Oq—P)P

det(X1d, — BB*) .

3) Montrer que det (Xqu — A*A) = X9 Pdet (XIdp — B*B) .

Puisque PP* = 1d,,

det(XId, — A*A) = det(P*)det(XId, — A*A)det(P)

= det(P*(XId, — A*A)P)
= det(XId, — P*A*AP)
(

T ) )

q—p,p

= det(X1d, — ( 55 Opg—sp ))

Og—pp  Og—pg—p
_ Id, = B*B  0pq—p
a det(( Og—p.p Xldg—p ) '

On obtient le résultat en calculant le déterminant ci-dessus par blocs (cf. I’exercice I11.11.4.3 .)

= det(XId, — (0

4) Montrer que det(X1d, — A*A) = X9 Pdet(XId, — AA*) .

Il suffit, en vertu de la question 2 et de la question 3 , de montrer que det(X1d, — BB*) = det(Id, — B*B) ; ce qui
résulte de I’exercice II1.11.4.4 .

5) Peut-on s’affranchir de I’hypotheése p < g ?

Bien entendu si ¢ < p, i suffit de poser A’ = A* et de lui appliquer les constructions précédentes.

II1.11.5 . —Endomorphismes autoadjoints

Exercice I11.11.5.1 (Comparaison de valeurs propres) Soient h € L(FE) autoadjoint, Zy € E unitaire, p la projection ortho-
gonale sur vect(Zy), et f = h + p.

Onnote A} < --- < A, les valeurs propresde het i < --- < p, celles de f.

Montrerque A\ < 1 < -+ < Ay < fiy-

Exercice I11.11.5.2 (Rayon spectral) Soit f € £(E). Montrer que || f||* = max{|\| tg A € Sp(f* o f)}.
Exercice II1.11.5.3 Soit £ un espace euclidien de dimension 3.

1) Soit {e1, e2, e3} une base orthonormée de F.
Soient

T = x1€1 + x2e2 + x3€3 €ty = Y11 + y2e2 + yses
deux vecteurs de F.

Calculer (x | y) en fonction des coefficients z; et y; (pouri € {1,2,3}).
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2) On considére v € End(E) un endomorphisme auto-adjoint. On note ) sa plus petite valeur propre et \’ sa plus
grande valeur propre.

Montrer que I’on a,
Vz € B, Njz||* < (u(2) [2) < N|l||®.

(On utilisera une base orthonormée convenable.)
3) Soitv € End(E) un endomorphisme quelconque.

1
a) Montrer que u := 5(1} + v*) est auto-adjoint.

b) Soient u une valeur propre de v, A la plus petite valeur propre de u et X’ la plus grande valeur propre de u. Montrer que
A< N,

II1.11.6 . —Spectres de certains graphes

Exercice I11.11.6.1 (C,) 1) (Matrice)
Donner la matrice d’adjacence  du cycle Cg.

R O~ O
O = O
= O = O
O~ O

2) (Spectre)
Déterminer le spectre du cycle Cy.

On constate que A(Cy) est de rang 2 ; si bien que 0 est une valeur propre  de multiplicité 4 —2 = 2.

Puisque Cy est k-régulier (pourk = 2,), la proposition II1.3.5 assure que 2 est une valeur propre simple de de Cy. 11
-2 1 0 1
-2 1 0
0 1 -2 1
1 0 1 =2
pas de rang 3 ; si bien que 2 est une valeur propre de Cy.

est presqu’aussi immédiat de constater que la matrice dont la somme des lignes est nulle n’est

Enfin tr(A(Cy4)) = 0 (ce qu’on a déja noté au point iii de la remarque III.1.12;) si bien que la derniére valeur propre
est —2.

On a donc finalement
Sp(Cs) = Sp(®(Cy)) = Sp(A(Cy)) = {~2,0?,2}.

On vérifiera ce résultat dans le cas général des cycles aI’exercice I11.11.6.2 .

Exercice I11.11.6.2 (Le cycle C,,) Soitn € N* et ®(C,,) ’endomorphisme d’adjacence  ducycle C,,.
Pour touta € Z/nZonnote a, € CC» = C%/"” défini par a,(a) = letVbe Z/nZ, b # a, a,(b) = 0.

1) Onnote o := Z Qg .
a € Z/nl

a) Déterminer &(C,,)(«).
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Rappelons (cf. la définition 1.4.12,) que Va € V(C,,) = Z/nZ, N¢, (a) = {a—1,a+ 1} . Il en résulte que

Va € V(Cn), @(Ca)a)(a) = > a(bd)
b € Nc, (a)
afa—1)+ala+1)
Z ap(a+ 1)+ ap(a—1)
b€ V(Cn)
- 2
= 2a(a).

b) En déduire que 2 est valeur propre de ®(C,,) et donner un vecteur propre — associé.

Le calcul ci-dessus montre que ®(C,,)(«) = 2a ; c’est-a-dire que « est un vecteur propre  de ®(C,,) associé a la
valeur propre 2.

On pourrait remarquer qu’on a ici établi un cas particulier de la proposition II1.3.5.

2m

Onnote( := e n

2) Rappler comment on peut donner un sens a (% pour touta € Z/nZ.

Lapplication ¢ : 7Z — C, k +— (¥ est en fait un morphisme de groupes (cf. la définition II.8.2.1,)
(Z,+) — (C*,*). De plus son noyau (cf. le point i de la définition I1.8.3.9,) est Kere = {k € Z; ¢(* = 1} = nZ
Il existe donc (cf. la proposition I1.8.11.4,) un unique morphisme de groupes % : Z/nZ — C* telqueg o 7, = ¢,
ol m, : Z — 7Z/nZ est la surjection canonique  qui  tout entier associe sa classe modulo n.

Ce qui précéde signifie que (¥ ne dépend pas de k € 7 ; mais uniquement de sa classe modulo n.

3) Pourtouta € Z/nZ on définit 3, € CC~ par:

Ba : V(Cn) — C
b — (.
a) Calculer ®(C,,)(8,) -
Vb € V(Crn), @(Cn)(Ba)(d) = Z Balc)

c € Ng,, (b)
= Ba(b_1)+6a(b+1)
_ Ca(bfl) +Ca(b+1)
= (e
= (" +¢)Ba(d) -

b) En déduire que pourtout a € Z/nZ A, = ("% +(¢* = 2Re((?) est une valeur propre  de ®(C,,) et donner une
base de I’espace propre  associé.

Le calcul précédent montre que pour tout a € Z/nZ, ®(C,)(B.) = XafBa ; ¢’est-a-dire que (3, est un vecteur propre
associé a la valeur propre A, . On constate bien que A\, € R (cf. .)

Remarquons alors que pour tout a € Z/nZ, N\, = A_,. Sia # —a, On remarque également que {f3,, 5_,} est une
partie libre de I’espace propre E, associé a la valeur propre )\, ; si bien que dim E, > 2.

On a évidemmenta = —a, poura = 0, avec \g = 2. Ce qui donne dim Fy > 1.

Dans le cas ol n est impair, 0 est la seule valeur de a vérifianta = —a ; en revanche sin est pair, 5 = —% [n] .

Puisque les espaces propres  sont toujours en somme directe ona:
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Sin est impair

n
n—1
) 2
geq dlm( &b EE)
k=0
n—1
9 1
> dim Ey + Z dim Er
k]-:1
> 1425 2=
> n;

—1
ce qui entraine que dim Eo = letVl <k< nT, dim Fr = 2. Il en résulte donc que {3} est une base

de Ey et que V1 < {Bk, B_4} est une base de ;. .

Sin est pair

n
2
k=0
n—2
2 2
> dim Ey + Z dim Eg + dim E
k=1 5
n—2
> 1+42x% +1
> n;

si bien que dim Ey = dim Eq = 1, et que {50} (resp. {7 },) est une base de Ey (resp. E.) Par ailleurs
2 2 2
, dim Er = 2 et {fz, B_3} est une base de Ejy. .

¢) Déterminer le spectre de C,, (c’est-a-dire le spectre de ®(C,,)) et une base de vecteurs propres .

n—1
2
n impair II résulte du point 1 du point b, que C¢» = @ Er ; c’est-a-dire qu'on a diagonalisé ®(C,,) ;
k=0
{B5}0 < k < n—1 est alors une base de vecteurs propres ; et le spectre de C,, est alors Sp(C,,) = {\ =
2
207 a1
1<k<
=T 2
n
2
n est pair 1l résulte du point 2 du point b , que C¢ = @ Er ; c’est-a-dire qu’on a diagonalisé ®(C,,) ;
k=0
{Bz}o < k < n—1 est alors une base de vecteurs propres ; et le spectre de C,, est alors Sp(C,,) = {Xg =
2
2, 7 = -2} U 09} =]
9 tsksT
On peut bien évidemment rapprocher ce dernier résultat de la question 2 de I’exercice III.11.6.1 . On aurait alors
eu( = i,sibienque\; = A3 = 0.

Exercice II1.11.6.3 (Spectre des graphes bipartis) Dans tout I’exercice II11.11.6.3 , on suppose que G est un graphe fini

£(6) — 2 ()
simple non-orienté biparti  (cf. la définition 11.6.1.2,) et on note . () 8(K2)J, le morphi-
P1.2(DB]
Pia()G) = Pr2()K2]
sme de graphes non-orientés correspondant a la bipartition {V;,V,} . On note E := C¢ et pour k € {1,2},

Eyp = {a € E;VYueVs_y, alu) = 0}.
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1) (Somme directe)
Montrer que

a) F=FE o Ey,

Pourtoutaw € E, s’il existe (o, ) € Ey X Estelquea = a3 + ag, pourtoutk € {1,2},pu1'squeo<3_klvk =0,
Qkly, = Q)y, ; ce qui définit complétement oy, et assure que B = FEi; & FEs .

b) il existe un isomorphisme (de C-espaces vectoriels ) Ej, = CV* .

On notera comme en I11.1.6.1i.2
Yu € V(G), o, : V(G — C i
v > Oy name]Kronecker@KRONECKER .
Alors Vk € {1,2}, {ay}u e v, est une base de Ey, qui identifie Ey, a CY*x .
Soit ® € End(C%) ’endomorphisme d’adjacence  de G.
2) Montrer que pourk € {1,2} ®(Ey) C Es_y .
Pourtoutk € {1,2}, toutax € Epetu € Vg, ®(a)(u) = Z a(v).Orsiu € Vyetv € Ng(u), il résulte de
v € Ng(u)
I’axiome Bips de la proposition I1.6.1.1, quev € Vs_j . Comme o € Ey,, il s’ensuit que a(v) = 0. Par conséquent,
Vo € By, ®(a))y, = 0;c’est-a-dire que ®(or) € Ez_y .
Onnoteo : £ — FE ’unique endomorphisme de E telque ojp, = —Idetop, = Id.
3) Montrerque¢p o 0 = —c o d.
a € By ®(c(a)) = ®(—a) = —¢(a). Ord’apres la question 2, ®(a) € Ej ; si bien que o (D)) = D(w).

a € By ®(o(a)) =

|
iy
&
Il
|
Q
—

® () puisque ®(ar) € Ej.

4) Montrer que, pour tout A € R,

a) siA € Sp(G), -\ € Sp(G)

b) etqu’alors A et —\ ont la mé&me multiplicité .

Pour tout € R, notons E,, := Ker® — uldg . Pour tout A € Sp(G), Va € E\, ®(c(a)) = —o(P(e)) =
—Xo(a) ; c’es-a-dire que o(a)) € E_j .

La restriction o|g, de o a E est donc a valeurs dans E_ ; et bien évidemment symétriquement o|g_, est a valeurs
dans E,. Comme o o o = lIdg, larestriction o|g, estunisomorphisme de Ey sur E_.

Sidonc A\ € Sp(G), Ex # {0};sibienque E_x # {0} ; c’est-a-dire que —\ est une valeur propre de ®. On a de
plus,dim E)\, = dim E_ .

Comme  est diagonalisable (ct. ,) dim E est la multiplicité de ).

On dit que G est un graphe biparti complet si GG est un graphe biparti et que, de plus ’implication dans ii est
une équivalence i.e. pour tout {z,y} € Pi5(G), e(G) " ({{z,y}}) # 0,si et seulement s’il existe & € {1,2} tel que
r € Viyety € Vs_p .

Dans la suite de ’exercice I11.11.6.3, on suppose que G est un graphe biparticomplet .Onnoteny := #(Vi), (1,2}
Soit ' := {a € E; oy, . (12 ot constante} .

5) Montrer que F' est stable par ® et o .
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Notons xx 1, ¢ {1,2yF € défini par :

Xk : V(G — C
u €V, — 1
u € Vs_p — 0.

F.
Onaalorsc(x1) = —xi1 eto(x2) = Xz ; sibien que F est o-stable.
Puisque x, € FEy, il résulte de la question 2, que ®(xj) € Es_g. Or

VueVsk, O0)w) = Y. xk(u)

v € Ng(u)

= 2
v E Vg
= Nk .

On en déduit que
Vk € {1,2}, ®(xk) = nuXxz—k;

ce qui prouve que F' est -stable.

On remarque immédiatement que X, € Ej, ; et il n’est pas tellement plus difficile de voir que {x1, x2} est une base de

6) Déterminer le spectre de la restriction ®|p de ® a F.

Puisqu’on a montré, a la question 5 , que F' est ®-stable, on peut parler de ® . On peut des lors déterminer la matrice

B de @ dans la base {x1,x2} (cf. 5.1,) grice a question 5,question 2 : B = (7? %1) .
2

Son polyndme caractéristique est alors X? — nyny ; si bien que Sp(®r) = {—/min2, y/ninz} .

7) Déterminer la restriction @ p. de ® al’orthogonal FldeF.

Puisque ® est autoadjoint (cf. la proposition ITI.3.2,) et F est ®-stable, alors F'*- est aussi ®-stable.
Pourtoutaw € E,o0 € F+ & ((x1|a) = (x2| @) = 0); c’est-a-dire que

Vke{1,2}, 0 = (xx|a)
= > xe(walu)

u € V(G)

= Z a(u)
€ Vi
= a)(w),v € Va_j .

S

Il s’ensuit que Voo € F+, ®(a) = 0.

8) Déterminer Sp(G).

Il résulte la question 6 que Sp(®|r) = {—/Minz, \/minz} ; et de la question 7 Sp(®|pr) = {0dm M}
ComeE = F @ F*,dim F+ = ny+ny—2;etSp(G) = Sp(®) = {—/ning,0+2=2)  /aims} .

Exercice I11.11.6.4 (Spectre du graphe des arétes) Soit G := (V(G),&(G),<(G)) ungraphe fini simple non-orienté
régulier et L son graphe des arétes .

On note Z(() la matrice définie de la maniére suivante :

V(u,e) € V(G) x E(Q), Z(Glue = 1siu € £(G)(e)
= Osinon .
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Sionnote ¢ := #(V(G)), c’est le nombre de lignes de Z(G), et ¢ := #(E(G)), c’est le nombre de colonnes de Z(G) ;
si bien que Z(G) € M, .(C).

1) a) Donner Z(G) pour un certain nombre graphes connus; dans chacun de ces cas calculer ' Z(G) - Z(G) et Z(G) -
t7(Q) .
G 7(G)
1
X )
1 0 1
K; = Cs 110
0 1 1
1 0 0 1
11 0 0
Cs 0110
0 0 1 1
1 01 01 O
1 0 01 01
K4 011001
01 0 1 1 0
2 0
0 2
{A,B} {C.D} {BE.A} {B,D} {C.E} {AD} {B,E} {AC} {D.E} {B,C) 10
A 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1
K B 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1
° c 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 11
D 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 10
E 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1
0 1
1 1

b) Que vaut le produit scalaire de deux colonnes de Z(G) ?

Notons C, . ¢ (@) les colonnes de Z(G). Alors :

Vie, f) € E(G) x E(G), (C.|Cy) = 2sie = f
1 sie et f ont un sommet en commun
i.e. sont voisins dans L

= O sinon .
¢) Que vaut le produit scalaire de deux lignes de Z(G) ?
Notons Ly ., ¢ v(a) les lignes de Z(G). Alors :
V(u,v) € V(G) x V(G), (Ly|Ly,) = ksiu=v

= 1 siu et v onunearéte en commun
i.e. sontvoisins ans G
= 0 sinon .

2) Montrer que
a) I(G) - 'I(G) = kld, + A(G);
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C’est une conséquence immédiate du point ¢ de la question 1 et des regles du calcul matriciel.

= 2Id. + A(L).

C’est une conséquence immédiate du point b de la question 1 et des régles du calcul matriciel.

E%

¢) Montrer que det(XId, — 'Z(G) - Z(G)) = X *det(X1d, — Z(G) - ' I(Q)) .

Voir I’exercice I11.11.4.5111.11.4 .

d) Endéduire que x7(X) = (X +2)*xg(X —k+2).

xo(X —2) det((X —2)Id. — A(L))
det(X1d, — 2Id, — A(L))

= det(XId. — "Z(G) - Z(G))

= X ‘det(XId, — Z(G) - ' I(Q))

= X ‘det((X — k)Id, — AG)) .

e) Comparer Sp(L) et Sp(G).

III.11.7 . —Parcours sur les graphes finis simples non-orientés
Exercice II1.11.7.1 (Itérés de la matrice d’adjacence) Les notations sont celles de ..0 et I1.6.2.2.

Montrer que V(u,v,£) € V(G) x V(G) x N, #(Py0(G)) = anZJ(G)
Indication : On pourra donner une démonstration par récurrence sur ’entier naturel ( € N.

¢ = 0 Onaalors A(G)" = Id. Alors Vu € V(G),

Po=1 —
0 — wu

est I’unique parcours apartenanta Py ., o.

0— v.

si u et v sont voisin s et de se reporter a la définition I11.1.9 de la matrice d’adjacence

I r({w}).

w € V(G)

I = ({w}).

w € Ng(v)

~

Il s’ensuite donc que #(Pyv.041) = Z #(r ' ({w}) = Z #(Pu,we(G)) .

w € Ng(v) w € Ng(v)
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ment inverse inverse de la précédente. I en résulte finalement qu’on a une bijection P, ., ¢(G) = T

Pour tout (u,v) € V(G) x V(G) u # w, il n’existe aucune application {0} — V(G) telle que 0 — u et

¢ = 1 Pour ceux que le cas ¢ = 0, ci-dessus bebuterait, on traite le cas ¢ = 1, dont nous aurons, de toute fagon
besoin dans la suite du raisonnement par récurrence. Il suffit de remarquer qu’il existe 1 € P, , 1 i et seulement

¢ = (+1 Pourtout(u,v) € V(G) x V(G),notonst : Py, ye41 — V(G), ® — 7w(l).OnaalorsP, ,¢+1 =

Pour tout (m,w) € Pyye41 X V(G), sit(r) = V(m){) = w, E@)({L0+1}) = {w,v} € EG);
si bien que w € Ng(v) . Par contraposée, si w ¢ Ng(v), 7 '({w}) = 0. Il s’ensuit que Py, ¢+1

Siw € Ng(v)etwm € 7 '({w}), mp, € Puw,e(G) . On considere ici P, comme un sous-graphe de Py1,
par I'injection  [0;¢] — [0;¢+ 1] . On définit ainsi une application 7='({w}) — Puuwe(G), ® — mpp, .
Réciproquement pour toutw € Py, ¢(G) on définit 7 parmp, = m, V(T)({+1) = vetE(T)({(,(+}) =
{w,v} ; si bien que T € P, 4 ¢+1 . On définit ainsi une application P, ., ¢(G) — 7 ({w}) qui est évidem-




Si on fait I'hypothése de récurrence que # ( Py ,0(G)) = alPu (@), il vient # (Pyvr41) = Z al),(G).

w € Ng(v)
OrvVw € V(G), awy(G) = 1 & w € Ng(v), par la définition II1.1.9 de la matrice d’adjacence  (c’est
aussilecas? = 1.)

Il s’ensuit donc finalement que # (P, 041) = Z ai(f))w(G) “awo(G) , qui estprécisémentaq(ﬁtl)(G) par

w € V(G)
définition du produit matriciel.

Exercice I11.11.7.2 (Parcours dans le graphe K5) Soit A := A(Kj5) la matrice d’adjacence  du graphe complet Ks.

1) Ecrire la matrice A.

S

Il
i R e i )
=
== O
_ O~ =
O~ Rk P

2) Montrer qu’il existe « € Ntel que 4> = olds + A .

A% = 4lds + A; doila = 4.

3) Montrer que pour tout / € N, il existe un unique couple (as,by) € R? et un unique Q € R[X] tels que X¢ = (X +
DX —a)- Q+aX+0be.

11 suffit de faire la division euclidienne (cf. le théoréme I11.6.4.2,) de X * par le polynome (X + 1)(X — «) qui est de
degré 2 ; si bien que le reste (qui est unique) est de degré > 2 et s’écrit donc de maniére unique ag X + by.

4) Déterminer ay et by en fonctionde et £ .

vl €N, Xt = (X+1D)(X—-a)Q+arX +b

(-1 = (F1+1)(-1-)Q(-1) —ar+be
- ¢ = (a+1(a—a)Q(a) + aar+ by
o {(—1)6 = —ar+by
ot = aap+ by
@ =1

¢ a+1
- (o’ +a(-1)")
b = )

a+1

5) Calculer A® pour / € Nen fonctionde A, Ids, acet £ .

On a (cf. la question 3,) V¢ € N, A® = (A+1d5)(A —alds) - Q(A) + asA + belds .
Or, d’apreés la question 2, (A +1d5)(A — alds) = 0 si bien, qu’en utilisant la question 4 , il vient :

VKGN, At = agA + bylds
L (_1\¢ 4 _1\¢
_ @), @ ey
a+1 a+1

6) Si, pourtout (u,f) € V(Ks5) x N, P, ., ¢(Ks5) est défini comme en I1.6.2.2, calculer #(Pu7u,g(K5)) en fonction de « et
l.
Indication : On pourra, bien entendu, utiliser le résultat de I’exercice II1.11.7.1 .
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,

D’aprés I'exercice HL11.7.1 #(Py00(Ks)) = a{.(Ks) .

)

Y4 -1 4
Or d’apres Ia question 5, ¥(u, £) € V(Ks) x N, aih(Ks) = by = W ; si bien que
(6%

(o + o(=1)%)

V(u,l) € V(Ks) x N, #(Pu,ul(K5)) = a+1

7) Donner #(P%u,g(Kg))) pour{ = 2,3, 4.

Comme o« = 4 (cf. la question 2 ,)

1

#(Pu,u,2(K5)) = 3(424-4)

= 4
#(Pu,u,?)(K5)) — %(43 = 4)
= 12
#(Puns(Ks) = (4 +4)
= &2,

Exercice II1.11.7.3 (Parcours dans le graphe Cg) Dans I’exercice I11.11.7.3 , on suppose que G = Cg est le cycle a 6
sommet s que I’on peut considérer comme le graphe de CAYLEY associé a Z/6Z et {—1,1}.

1) (Parcours et graphe sommets-transitif)

a) Montrer que, pourtout (u,v) € V(G) x V(Q), il existe un automorphisme de graphes non-orientés 7 € Autgpp~n-o(Cs)
tel que 7(u) = v.

Définition a.1 On dit alors que Cg est sommet-transitif .

~

V(r) Pour tout (u,v) € V(G)XxV(G) = Z/6Z xZ/6Z, d :=v—u € Z/6Z . Lapplication
V(r) : V(Cg) — V(Cs), x + x + d est une bijection de V(Cg) sur lui-méme.

E(1) Lapplication £(7) : £(C¢) — E(Cq), {z,y} — {z+dy+d} = {V(7)(),V(7)(y)} est une bijec-
tion de E(Cg) sur lui-méme.

Morphisme Enfin := (V(7),&(7)) est, pour ainsi dire, par construction, un endomorphisme de graphes non-o-
rientés de Cg.

b) Pour tout (u,v) € V(G) x V(G) ettout £ € N, construire une bijection P, ,, ¢(G) = P, (G) .
Indication : On pourra, bien entendu utiliser le point a .

Pour tout (u,v) € V(G) x V(G), on sait, d’aprés le point a , qu’il existe 7 € Autgpp~n-o(G) tel que 7(u) = v .
Pourtoutw € P, (G), T o m € P,,(G);cequidéfinituneapplication P, ¢(G) — Py, (G), 7T — T o 7.
L'application Py, (G) — Pyue(G), m +— 77! o 7 est manifestement sa bijection réciproque .

2) (Spectre) v
On note j := s € C ; et on rappelle que ;> = 1,et1+ j+j2 = 0.Onnote encore { := —j .
On note £ := CVY(©) =Z/6Z Je C-espace vectoriel ~ des application s de Z/6Z dans C ; et pour tout u € Z/6Z,
Bu € E :Z/6Z — C,v — (.
On note ®(G) € End(FE) I’endomorphisme d’adjacence  du graphe G.

a) (Vecteur propre)
Calculer ®(G)(3,) pourtoutu € V(G).
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V(u,v) € V(G) x V(@), ®(@)(Bu)w) = D Pulw)
w € Ng(v)
= Bulv—1)+Bu(v+1)
—_ Cu(v—l) +<u(v+1)
Y
= (" +¢")Bulv) .
En posantVu € Z/6Z, N, = ¢*+ (", il vient

b) Déterminer le spectre Sp(G) = Sp(®(G)) = Sp(A(G)) de G et une base de E de vecteurs propres pour ®(G).
Indication : On pourra, bien entendu utiliser le calcul du point a .

On a établi en a.1 que pour toutw € V(G) = Z/6Z, (Bu, \) est un couple (vecteur propre valeur propre ) pour
®(QG) ; en remarquant, en particulier, que /3,, # 0.

de (I)(G) sont \g, A1, Az, As.
de E. E notant Yu € {0,1,2,3}, E,

Comme, par ailleurs, Vu € V(G), , Ay, = A_y, les valeurs propres

On constate en outre que {$1,05} {2, 04} sont des parties libres
Ker ®(G) — A\ Idg, il vient :

Vect{fo} C Ey = dimE, > 1
Vect 51,55 c FB = dmE; > 2
VeCt}ﬁ2,54 c FE, = dmEy, > 2

Vect{fs} C FE3 = dimE; > 1

3

Puisque » " dim B, > 6
u=0

dim By = dim E3 = 1,etdim By = dim Es = 2. Il en résulte que {3y} , ¢ z/6z st une base de E de vecteurs

propres  pour ®(G).

dim E, est que les espaces propres  sont en somme directe , Il s’ensuit que

Le spectre de G est alors :

Sp(G)

D=2, =19 X = -1@x; = -2}. 1

3) (Parcours dans Cg)

a) (Trace)
Montrer que, pour tout / € N, tr(A(G)e) = (2°42)- 1+ (-1 ;on tr(A(G)e)
/*me(la puissance ™) de la matrice d’adjacence de G.

D’apres 2.b.1,

tr(®(G)") est la trace de I'itérée

tr(A(G))

2t +2(1%) + 2(-1)* + (—-2)*
2°(1+ (-1)) +2(1 + (-1)")
2°42)- 1+ (-1)").

b) (Parcours)

Calculer en fonctionde £ € N, #(Py,.,¢(G)) pourtoutu € V(G).
Indication : On pourra utiliser les résultats de I’exercice II1.11.7.1, et du point b de la question 1 .

D’aprés I’exercice II1.11.7.1 ,
tr(A(G)")

a®

u,u

>

u € V(G) = Z/6Z

>

u € V(G) = Z/6Z

(@)

# (Pu,u,l(G)) .
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Or d’apres le point b de la question 1, V(u,v) € V(G) X V(G), , #(Pu,u,e(G)) = #(Py.y.seu) ; si bien que

VueV(@), (AR = 6-#(Puui(Q))
= #(Pu,u,z(G)) = % . trgA(G)l)
= (2 +2)o(1+(_1)l)‘

¢) (Parcours de longueur impaire)
Pour (u,£) € V(G) x N, quelle(s) propriété(s) de P, ,, ¢(G) peut-on énoncer ?

Pour { impair , 1 + (~1)¢ = 0; si bien que tr(A(G)*) = (2¢ +2)- (1 + (1)) = 0; si bien que
Vo € V(G), Pus(G) = 0 :

il n’y a pas de parcours de longueur impaire  dans Cg .
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