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Corrigé Des exercices I1.9

I1.9 . —Exercices
I1.9.1 . —Magmas, groupes
Exercice I1.9.1.1 Faire les détails de la preuve de la proposition 11.7.14.

,

11.7.14.i Si € et €' sont neutres, alors

11.7.14.ii Siy et z sont des symétriques de x pour ,
ThY = Y*T = Tx2Z = 24T = €.

11 s’ensuit que
Yy =yxe =yx(zxz) = (yxx)*xz = €xz = z.

. J

Exercice IL9.1.2 Etant doné un morphisme f : M — N, (de magmas associatifs ,) montrer que :

1) sicest’élément neutre de M son image f(€) n’est pas nécessairement 1’ élément neutre de N ;

C’est un contre exemple qui n’est pas particulierement immédiat a construire parce que cette propriété est en fait souvent
vraie. Nous ne connaissons pas nécessairement beaucoup d’exemples de magmas qui ne soient pas des groupes ; et dans

le cas des groupes I'image de I’élément neutre est I’élément neutre .

Méme quand un magma n’est pas un groupe I’ensemble N pour I’addition par exemple, il s’injecte naturellement dans
un groupe 7 et les morphismes de magma vont naturellement s’étendre en morphisme de groupes , envoyant neutre sur

neutre ; et interdisant du méme coup de construire un contre exemple.

Le fait de pouvoir se plonger dans un groupe correspond, pour un magma, ou a tout le moins pour un monoide, a la

propriété d’étre integre. Si I’on y déroge, on peut espérer construire un contre exemple.

Soit M = R muni de la multiplication (ou tout autre anneau bien siir) et N = R x R muni de la multiplication
(z,y) * (2,t) = (x * z,y *t). Pour cette derniére loi I’élément neutre est (1,1).

Considérons enfin I’application

¢: R > RxR,z — (z,0).
On a bien entendu
V(z,y) ERXR, ¢z xy) = (zxy,0) = (2,0)x(y,0) = d(z) x d(y)
ce qui assure que ¢ est un morphisme de magma. Cependant

¢(1) = (1,0) # (1,1).

2) siyestle symétriqgue de x dans M, f(y) n’est pas nécessairement le symérrique de f(x) dans N.

Cette propriété est fortement liée a la précédente. En reprenant les notations ci-dessus, pour x # 0, % est le symétrique
de x dans M. Or ¢(z) = (x,0) n’a tout simplement pas de symétrique dans N, ce ne peut donc, a fortiori étre ¢(+).

Exercice 11.9.1.3 Donner la preuve de la proposition I1.7.21.



I1.7.21.i Ceci revient a dire que f * ;= g est une application bien définie de E dans M
V(f,9) € MP x MP, ;
ce qui est clair.
I1.7.21.ii Sion veutque f +— f(z) soit un morphisme, nécessairement
Y(f,g) € ME x ME, (f e g)(z) = f(z)*g(z);
ce qui définit bien * ;= de maniére unique.
11.7.21.1ii
V(f,9,h) € MP x M® x MP, Ve € B, ((f *m= 9) e h)(x) = (f*ume g)(@) * h(z)
= (f(@)*g(x)) * h(z)
associativité dans M = f(z)* (g(z) * h(x))
= f(z)* (9 *pME h) ()
= (f *pE (g %05 h))(ﬁ) ;
c’est-a-dire que (f *pre g) *pye h = f e (g %2 h) ie. *)r5 est associative.
11.7.21.iv
V(f,9) € MP x M®, Yz € E, (f*mzg)(z) = f(z)*g(z)
commutativité de M = g(z)* f(z)
= (9*me g)(z) .
c’est-a-dire que f xe g = g*pE [ ie *ye est commutative.
1.7.21.v
VfeMEP Ve e E, (f*yeeys)(x) = f(x)*e
= f(@);
i.e. f*ye€eyrs = f.Onmontrerait de méme que € r x ;e f = f; sibien que €)= est bien un élément neutre
pour * 5.

Exercice I1.9.1.4 1) Compléter la preuve de la proposition I1.7.17.

2) a) Sieestun élément neutre de M est-il encore un élément neutre d’un sous-magma N ?

11 se pourrait tres bien que € n’appartienne méme pas N (cf. la question 1 de I’exercice 11.9.1.2 .)

b) Si N possede un élément neutre 1 celui-ci est-il nécessairement celui de M 7

‘ Non! (cf. la question 1 de I’exercice I1.9.1.2 .)

¢) Siz € N possede un symétrique dans M celui-ci est-il aussi son symétrique dans N 7

On peut considérer (N, +) comme un sous-magma de (Z,+). Or dans Z tout élément a un opposé tandis que dans N,
seul 0 en a un.

d) Siz € N possede un symétrique dans N est-il aussi son symétrique dans M 7

Non ! (cf. la question 1 de I’exercice 11.9.1.2 .)

Remarque 2.5 Le fait qu’on ait fréquemment recours a I’exercice 11.9.1.2 pour trouver ici des contre exemple vient de
ce qu’étre un sous-magma signifie que Id M|y : N — M estun morphisme. Il est certes injectif ce qui pourrait aranger
certaines choses; mais de fait a I’exercice I1.9.1.2 nous avions déja construit des contre exemples avec un morphisme
injectif ...




Exercice I1.9.1.5 Soit (M, %) un magma associatif, d’élément neutre € et N un sous-magma tel que ¢ € N. Montrer que :

1) cestl’élément neutre de N.

On ajoute ici I’hypothése que ¢ € N dont on va voir qu’elle n’est pas anodine : En effet pour toutx € N,z xy € =
x s € puisque N est un sous-magma. Donc x *y € = x. De méme

EXNT = €EXp T = T

2) sixz € N auninverse y dans NV, c’est aussi son inverse dans M.

Puisque N est un sous-magma

Y*MT = Y*NT = € = T*RNY = T*p Y.

Exercice 11.9.1.6 Faire la preuve de la proposition I1.7.24.

11.7.24.i Si p est un morphisme

V((:z:,y),(z,t)) € (M X N) X (M X N), p((a:,y) T (z,t)) = p(x,y) xp(z,1)

= Txz;

le méme raisonement pour q prouve que t est bien définie de maniére unique.
— I1.7.24.ii On a déja vu dans ce contexte (ct. I’exercice 1.5.1.5 et le point iii de la proposition I.1.13.15,) qu’il existe
une unique application
h:P — MxN,z— (f(z),9))

répondant a la question. Reste donc a voir que cette derniére est bien un morphisme or :

V(z,y) € P, h(zfy)

[
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Exercice I1.9.1.7 Soit X un ensemble. On munit I’ensemble A~ des applications de X dans A de la loi (f, f') — ff’ ou
ff'(x) = f(x)f'(z) pour tout z € X .

1) Montrer que la loi définie ci-dessus est la seule pour laquelle, pour tout z € XX, f — f(x) est un morphisme.

2) Montrer que cette loi sur AX est associative et que AX est un groupe pour cette loi si A est un groupe, un groupe abélien
si A est un groupe abélien.

3) Si A est un groupe, et X un autre groupe, montrer que ’ensemble Hom (X, A) des homomorphisme s de groupes de X
dans A est un sous-groupe de AX, pourvu que A soit abélien.

fglab) = f(ab)g(ab) = f(a)f(b)g(a)g(b) e fla)g(a)f(b)g(b) = fg(a)fg(b). On a vraiment besoin que cela soit
abélien.

Exercice I11.9.1.8 (Affaiblissement des axiomes de groupe) Soit G un ensemble muni d’une loi associative notée (G, ). On
suppose qu’il existe un élément neutre a gauche ¢ (c’est-a-dire que ¢ x x = x pour tout z € () et que tout élément
admet un inverse a gauche (c’est-a-dire que pour tout x € G,ilexistey € Gtelqueyxx = e.)

1) Montrer que I’inverse a gauche est aussi un inverse a droite i.e.
Y*xr = e = Tr*xy = e.

Indication : On pourra considérer I’inverse a gauche z de y et calculere x (x xy) = (zxy) * (v *y) .



Pourtoutx € G,ilexistey € Gtelqueyxx = eetz € gtelquez*xy = e. Alors :

xxy = ex(xxy)

= xe)xy
= zx(exy)
= zx%xy

€.

2) Montrer que e est aussi un élément neutre a droite i.e.

VreG, xxe = x.

Pourtoutx € G,y € G, telquey *x = e ; mais (cf. la question 1 ,) on a aussi z xy = e. Alors

xHxe = xx(yxx) = (z*xy)*xx = exx = .

3) Montrer que (G, *) est un groupe.

Grice a la question 2 et a la question 1, les axiomes de la définition I1.8.1.1 sont satisfaits.

Exercice I1.9.1.9 (Unicité des éléments remarquables) Soit (F, ) un ensemble muni d’une loi associative.

1l s’agit en définitive d’un magma (cf. cours définition I1.7.1) associatif ; et I’on pourra se borner ici a rappler les
résultats de la proposition I1.7.14 et de I’exercice IL.9.1.1 .

1) (Elément neutre)
Montrer que si (E, ) possede un élément neutre e celui-ci est unique.

(cf. Ie point i de la proposition I1.7.14.)

2) (Symétrique)
Montrer que si (E, ) possede un élément neutre e, tout élément x € E posséde au plus un symétrique.

(cf. Ie point ii de la proposition I1.7.14.)

Exercice 11.9.1.10 (Morphismes de groupes) Soit
f : (G,*,EG) — (Hﬂ '5€H)

un morphisme de groupes

Cet exercice est évidemment a mettre en rapport avec exercice I1.9.1.2 et I’on va constater que I’hypothése que
I’on a des groupes et non plus simplement des magmas donnent des propriétés supplémentaires :

1) (Elément neutre)
Montrer que f(eg) = €n-



Onaeg *xeg = €¢ ; ce qui entraine, puisque f est un morphisme

fleg) - flec) = fleg xeq) = flea) -

Or H est un groupe si bien que f(ec) a un symétriquen € H. L’égalité précédente entraine alors :

ew = n-fleg)a= n- f(eg) - f(ec) - flea) = flea) -

2) (Symétrique)
Montrer que pour tout x € G, si y est son symétrique, f(y) est le symétrique de f(x).

Si(z,y) € G x G sont symétriques I’'un de I’autre

TkY=Y*T €G
= flxy)=flyxz) = f[flea)
= f@)-f(y) = f(y) - f(2) € ;

en utilisant bien entendu question 1.

3) (Image)
Montrer que Im f est un sous-groupe de (H, -).

| Solution _

Puisque G est un groupe il est non vide et par conséquentIm f = f(G) est non vide.
De plus pour tout (u,v) € Im f x Im f, il existe (z,y) € G x G tel que

u = f(a)etv = f(y).

Or(cf.2)u=t = f(z=');sibienque-~tv = f(x~!xvy) quiappartientaIm f, qui et donc ien un sous-groupe de H.
q qui app

4) (Noyau)
Montrer que Ker f est un sous-groupe de (G, *).

Puisque (cf. 1,) f(eg) = emu,eq € Ker f ; si bien que Ker f # .

De plus :
V(z,y) € Ker f x Ker f, f(z7" *y) = f@™h) - fy)
= @70
— € €x
_ €n
= sy € Ker f .

ce qui prouve que Ker f est un sous-groupe de G.

5) (Isomorphisme)
Montrer que si f est bijective et que g est son applications réciproque, alors g est un morphisme de groupe.

Ici il n’est pas utile d’avoir affaire a des groupes puisque le résultat est déja vrai pour des magmas associatifs (cf.
11.7.6.)

Exercice I1.9.1.11 (Le groupe (S(E), o)) Soit E un ensemble.

1) Vérifier que o est une loi interne sur S(E).

La composée de deux bijections de E dans E est encore une bijection de E dans E.

2) Montrer qu’il existe un élément neutre pour la loi o dans S(F) et le caractériser.



,

1l est immédiat de constater que

VfES(E),IdEOf: fOIdE :f

c’est-a-dire que I’applicationIdg : E — FE caractérisée par
Ve e E, IdE(z) = x

est un élément neutre pour o dans S(E).

3) Montrer finalement que (S(F), o) est un groupe.

On a vu a la question 1 que la loi o sur S(F) est une loi interne. Elle est évidemment associative. Elle posséde un élément
neutre Idg (cf. la question 2 .)
De plus pour toute bijection f : E — FE il existe une bijectiong : E — F telle que

Ve e E, glf(z)] = flg(x)] = =

c’est-a-direque f o g = g o f = Idg (cf. I'exercice 1.5.1.4,) donc que g est le symétrique de f pour o qu’on notera
usuellement f 1.

Exercice I1.9.1.12 (La bijection S(E) = S(F)) Soient E et I’ deux ensembleset v : E — F une bijection de E dans F
dont on notera v la bijection réciproque i.e.

v:F —- FE :vou=1Idg,uov=Idp.

Montrer que 1’application
Pu : (S(E),0) = (S(F),0), f = uo fou

est un isomorphisme de groupes.

i) (Application)
On constate d’abord que, pour tout f € S(E), ¢, (f) = wo f owv est bien une application de F' dans Iui-méme qui est
de plus, une bijection comme composée de trois bijections. C’est donc bien un élément de S(F).

ii) (Morphisme)
De plus,
Y(£,9) € S(E) x S(E), du(fog) - wofogou
= wofovouogow

= oulf) 0 8(9);

c’est-a-dire que ¢,, est bien un morphisme de groupes .

iii) (Isomorphisme)

Notons
Pv : (S8(F),0) = (S(E),0), frvofou
Alors :
Vf e S(E), ¢u[pu(f)] = vody(f)ou
= wowo fovou
= f
= v © Pu = ldsg) ;
etde plus :
VfGS(F)v ¢u[¢v(f)] = uo¢v(f)01)
= wowvo fouow
= !
= ¢u o qﬁv = IdS(F)

Ceci prouve que ¢,, est un isomorphisme, d’isomorphisme réciproque ¢,,.

Exercice 11.9.1.13 (Sous-groupes) 1) (Intersection de deux sous-groupes)
Pour deux sous-groupes H et K d’un groupe G, H N K est un sous-groupe de G.



Puisque H et K sont des sous-groupese € H ete € K ;sibienquee € H N K qui est donc non vide.
De plusV(z,y) € (HNK) x (HNK), ,

tlxy € Hetz lxy € K

puisque H et K sont des sous-groupes. Par conséquentz~! xy € H N K qui est donc un sous-groupe.

2) (Union de deux sous-groupes)
Etant donnés des sous-groupes H et K d’un groupe commutatif (G, +), montrer que H U K est un sous-groupe de (G, +) si
et seulementsi H C K ou K C H.
Indication : Montrer qu’il revient au méme de démontrer que [H ¢ K et H U K sous-groupe entraine K C H ] puis prouver
cette derniére assertion.

Etant donnés un groupe commutatif (G,+), H et K des sous-groupes, si H C K (resp. K C H,) HUK = K
(resp. H) qui est bien évidemment un sous-groupe.

Si H U K est un sous-groupe de (G, +) supposons que H n’est pas inclus dans K. Il existe alorsz € H tel quex ¢ K.
Alors pourtouty € K, x ety sontdes éléments de HU K et par conséquentx+y € HUK c’est-a-direquexz+y € K
ouz+yec H . Siz+ye K,commey € K,z+y—y € K c’est-a-dire quex € K ce qui est contraire a I’hypothése.
11 s’ensuit que nécessairement x +y € H. Commex € H,x + vy —x € H c’est-a-dire quey € H. Nous avons donc
démontré que tout élémenty € K estdans H c’est-a-dire que K C H.

3) (Famille filtrante)
Faire la preuve du point iv de la proposition 11.8.3.7.

Notons K := U H.vVn € N, , H, est un sous-groupe de G par hypothése; et H,, est donc non vide; si bien que
neN

K # 0.
Par ailleurs pour tout (z,y) € K x K, il existe (p,q) € NxNtelquex € Hyety € H,.
Or il existe, par hypothése,r € N tel que H, C H, et H, C H, ; si bien que

x € H.ety € H,.

Or H,. étant un sous-groupede G, =1 xy € H, ;comme H, C K,z '%y € K ; ce qui achéve de prouver que K
est un sous-groupe de G.

Exercice 11.9.1.14 (Sous-groupe engendré) Soient G un groupe , S une partie de G et H une autre partie de G.

Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

a) L’ensemble H est I’intersection de tous les sous-groupes de GG contenant .S.
b) L’ensemble H est un sous-groupe de G contenant S et tel que, pour tout sous-groupe K de G contenant S, H C K.

¢) H est constitué des éléments s1Ss . .. s, avec r > 1 ol un élément s; est dans S ou a son inverse dans S.

a=- b L’intersection d’une famille (non nécessairement finie) de sous-groupes est encore un sous-groupe. Si chaque
élément de la famille contient S, I’intersection contient encore S. Enfin si K est un sous-groupe contenant S,
c’est précisément un élément de la famille et il contient donc I’intersection H.

b = a Soit H I’ensemble de tous les sous-groupes de G contenant S. Alors par hypothése H € H.SiL = [\ K,

KeH
L C H. Mais, par hhypothese, VK € H, ,H C K,doncH C L,donc H = L.
b < ¢ Notons L I’ensemble des produit s . . . s, avec

Vi<i<r s; € Sous[l e T.

Vérifions d’abord que L est un sous-groupe : Si S = (), L = {e} ol € est I'élément neutre de G ; et L est
donc bien un sous-groupe de G. Sinon L C S, de maniére presque immédiate ; ce qui entraine L # ().




De plus, pour tout sy, ...s, € L,

Enfin pour
(81...37,,5’1...8;, € LXL,sy...5.-8...5., € L;

ce qui achéve de prouver que L est un sous-groupe de G contenant S.
Or I’équivalence a < b assure qu’un tel sous-groupe est unique et que c’est donc bien H défini en b.

Exercice I1.9.1.15 (Caractérisation des sous-groupes distingués) Compléter la démonstration de la proposition I11.8.10.3.

a = f Il s’agit d’a peine modifier I’argument déja donné pour Iéquivalence entre b et f dans la preuve de la proposi-
tion I1.8.10.3. En effet
1,

)

Y(z,y) €EGx H, y~gageetx ™ ~gqga~

ce qui entraine, en vertu du pointay * x =~ ge x x71 ; ¢’est-a-dire

_ -1 _
cxysxx b =z ' T xyxaxt € H.
f= a Etant donné un quadruplet (z, z,y,t) d’éléments de G, si x ~p 4 2, 27'x € H ; ce qui entraine, en vertu de
I’assertion f

g xzlxrry = ylezleaxyl T € H.
Sideplusy ~pgat,t 1 xy € H.Puisque H est un groupe il s’ensuit que

1

til*z* *T kY = t’l*y*y*1

sz txxxy € H;
c’est-a-dire que
TxY~gqdzZ*t.

e = f est immédiat.
f=d Soitz € G.Pourtouty € x* H,ilexistez € H,telquey = z*zieyxxz ' = x*xz*x . Or
d’aprés f,x x zx 2~ € H.Ilexistedoncw € H tel que

1 1

Y*xr T = T kzxTr & = W,
d’oily = wxx c’est-a-direquey € H * x. On vient donc de montrer que f implique que x x H C H * x.
L’inclusion réciproque s’obtient par le méme argument, en appliquant cette fois f i I’élément x~*.
d=>e Soitg € G. Pourtouty € x+Hx+x" ' ilexistez € Htelquey = zxzxx '. Orzxz € x*H.
D’aprésd, x xz € H xxz. Il existedoncw € H telquex *z = w * x ; c’est-a-dire que
y=zxxzxx ! = wxrxzx ' =w € H.
On vient donc de démontrer que d implique que x x H x =1 C H.

Réciproquement,Vy € H, v=! xy € x~' % H. D’aprés yyd de la proposition I1.8.10.3, v~ ' xy € H xx~".
Ilexistedoncz € H telquex™' xy = zxx~! c’est-a-dire

y=ax*xzxx L € xxHxa L.

On vient donc de montrer que H C x * H * 2~ ; ce qui termine la preuve.

Exercice 11.9.1.16 (Image réciproque/directe) Faire la preuve de la proposition I1.8.10.8.

i) (Image réciproque)
Soit donc L C H un sous-groupe distingué de H. On sait déja que f~*(L) est un sous-groupe de G. De plus :
VeeG,Vye fYL), flxxyxxz~') festun n?orphisme f(@) * f(y) * f(x)~t

€
L est distingué L

= rry*xx ! E FUE);

c’est-a-dire que f~*(L) est distingué.




ii) (Image directe)
Considérons un sous-groupe stricte G C H ; c’est-a-dire que G # H. Supposons de plus que G n’est pas distingué
dans H. On peut par exemple prendre H := GL3(R) et

G = {(8 2),(@,1)) eRz,ab;«éO}.

IdH\G : G - H

Alors

est un morphisme de groupes et f(G) = G qui n’est pas distingué dans H ; alors que G est distingué dans lui-méme.

iii) (Le cas surjectif)
Considérons un morphisme f : G — H surjectifet K C G un sous-groupe distingué . Alors :

Vye f(K),Vxe H, Jv e K,y=fv) A Jue€ G, z=f(u
= THryY* T fu) * f(v) * f(u)~*
floxuxv™t)

fK) .

m

Exercice 11.9.1.17 (Sous-groupe d’un groupe fini) Faire la démonstration de la proposition I1.8.12.3 et comparer avec la pro-
position I1.8.3.5.

Dans le cas d’un groupe fini on n’est pas obligé de vérifier que =" € H ; contrairement a ce qui est exigé dans la
situation de la proposition 11.8.3.5. En effet, v x * € H entraine, par récurrence, que

1

vneN, 2" € H.

Or G étant fini
dn € N, 2" = ¢e;

1 n

si bien que x=! = ™! qui appartient donc i H.

. J

Exercice 11.9.1.18 Faire la preuve du point i de la proposition I1.8.12.8.

Exercice 11.9.1.19 (Groupe des automorphismes) Complétez la construction de I’exemple 11.8.3.6.

Etant donné un groupe G,
— on constate d’abord que Aut(G) # (), puisqu’on a remarqué (cf. I'’exemple 11.8.2.8,) que Idg € Aut(G).
— De plus pour tout ¢ € Aut(G), puisque ¢ € S(G), ilexistip € S(G) tel que

ooy =1o¢p=1Idg.

Il résulte alors lemme I1.7.5 que 1) et également un morphisme et donc un automorphismei.e. v € Aut(G).
— EnfinV¥(¢,v) € Aut(G) x Aut(G), , poyp € S(G), puisqu’on sait déja que S(G) est un groupe. De plus ¢ o)
est un morphisme d’apres le point ii du lemme I1.8.2.3.
Il résulte alors des vérifications ci-dessus et de la proposition I1.8.3.5 que (Aut(G), o) est un sous-groupe de (S(G), o) .

. J

Exercice 11.9.1.20 On suppose que F est munie d’une relation d’équivalence ~ et d’une loi
- ExE - E.
On suppose que - et ~ sont compatibles c¢’est-a-dire que
V(z,y,2,t) EEXEXE, (x~y ANz~t =x-2 ~y-t).
Onnotew : E — E/ ~ lasurjection canonique
1) Montrer qu’il existe une unique loi { : E/ ~ XE/ ~ — E/ ~ tel que 7 soit un morphisme ¢’est-a-dire que

V(z,y) € E x E, (7‘(‘(1‘ cy) = 7w(x) Tﬂ(y)) .

On parle alors de structure quotient.



i) (Unicité)
Pour tout (o, B) € E/ ~ XE/ ~, il existe (z,y) € E x E tel que
a = rm(x)et f = 7w(y) .
Alors nécessairement, dés I’instant ou I’on exige que 7 soit un morphisme
atp =n(@) 1 wly) = n(z-y);

ce qui assure que t est au plus définie d’une maniere.

ii) (Existence)
Reste a voir si la formule ci-dessus définit bien t ; en d’autres termes s’il n’y a pas d’ambiguité sur la définition. En effet,
si(z,t) € E x E vérifie
a = w(z)et f = 7(t),

on a, également nécessairement

1l faut alors remarquer que :

ST~z N y~t
=
~ et - sont compatibles z-y ~ z-t
= m(x-y) = w(z-t);

ce qui assure que T est bien définie.

. J

2) Montrer que si - est associative, (resp. possede un élément neutre ) (resp. est commutative) il en est de méme de . Montrer
que siz € E posséde un symétrique y pour - alors m(y) est le symétrique de 7(z) pour §.

i) (Associativité)
Supposons que - est associative. Alors :

VY(a,B,7) € E/ ~ xE/ ~ xE/ ~, 3(z,y,2) € EXEXE, a=mn(z),8=7(y),y=mr(z)
at(Bty) = () 1[r(y)tn(z)]
= m(@)tn(y-z)
= mlz-(y-2)]
= nl(z-y)- 2|
= n(z-y)ftn(2)
= [r(@) T 7m(y)] T n(2)
= (atB)tv;

ce qui prouve que t est associative.

ii) (Commutativité)
C’est un calcul a peu prés identique a celui fait ci-dessus.

iii) (Elément neutre)
On pourrait légitimement penser que si e € E est un élément neutre pour -, 7w(’e) est un élément neutre pourf. On a
cependant vu (cf. la question 1 de I’exercice 11.9.1.2,) qu’en toute généralité I’image du neutre n’est pas nécessairement
le neutre ; méme si c’est le cas dans le contexte des groupes (cf. la question 1 de I’exercice I1.9.1.10.)
Cependant ici, pour tout« € E/ ~, il existex € E tel quew = 7(z). Alors :

afr(e) = m(z)fnle)

= 7(z-e)

I
3
—
&
S—
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ce qui prouve que 7 (e) est bien un élément neutre . On pourrait laisser le lecteur réfléchir encore un peu a ce qu’on a
ajouté ici® par rapport a la question 1 de I’exercice I11.9.1.2 .

iv) (Symétrique)
découle du point ci-dessus.

a. la surjectivité de 7 !!!

3) Donner des exemples déja connus des constructions précédentes.

Exercice 11.9.1.21 (Congruence modulo n) 1) Montrer que tout entier relatif divise 0 tandis que 0 ne divise que lui-méme.

En effet pour touta € 7Z,0a = 0 ; en revanche

Y(a,b) € ZxZ,ab =0 = a = 0oudb = 0.

Pour tout entier naturel n on définit la relation de congruence modulo n sur Z par a congrue a b modulo 7 si n divise
b — a et ’on écrit

2) Montrer que la relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence .

1) (Réflexivité)
Puisque n|0, pour touta € N, n|a — a donc
a = an]
i) (Symétrie)
V(a,b) EZXZ, a = bln]
= n | b—a
= n | a—b
= b = aln
iii) (Transitivité)
V(a,b,c) EZXZXZ, a=bln] A b= cln
= nlb—a A nlc—b
= n | b—a+c—>
= n | c—a
= a = cln].

On notera Z/nZ I’ensemble des classes d’équivalence pour la relation de congruence modulo n, qu’on abrégera en
Classes de congruence modulo n.
Pour tout @ € Z, on notera 7,,(a) ou @ la classe de « modulo 7 .

3) a) Montrer que m, : Z — Z/nZ est une application surjective. On I’appelle usuellement surjection canonique.

C’est une propriété des relations d’équivalence qu’on a toujoursa € a = m,(a) si bien que 7, est surjective.

b) Est-elle injective ?

Pourn = 0,

et dans ce cas et dans ce cas seulement, m,, est injective.
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Dans Ie cas général
VYa€Z,a # a+neta = a+nn] = m,(a) = m(a+n).

4) Donner le cardinal de Z/nZ .

On sait que
Vn € N*, #(Z/nZ) = n

Z/0Z = 7.

TE

5) Un entier naturel n étant fixé, montrer que, pour tout quadruplet (a, b, ¢, d) d’entiers relatifs,
a =clnletb =dn] = a+b = c+d[n];

c’est-a-dire que la relation de congruence et la loi d’addition + sont compatibles

V(a,b,c,d) €Z*, a = c[n] AN b= d][n]
nlce—a AN nlb—d

=
= n | (c+d)—(a+b)=c—a+d-—b.

B

I1.9.2 . —Action de groupe

11.9.2.1. —Quelques résultats du cours a démontrer

Exercice 11.9.2.1.1 Quelques résultats du cours a propos des actions de groupe (cf. I1.8.5)

1) Faire la démonstration du lemme I1.8.6.5

11.8.6.5.a= I1.8.6.5.b Notons O¢(x) I'unique orbite. Pour touty € E,y € Og(y). Or par hypothése, Og(x) =
O¢(y) doncy € Og(x);sibienque E C Og(X). Comme tautologiquement O (x) C E,

VyEE, E = Oc;(x) = Og(y)

11.8.6.5.b = I1.8.6.5.c On sait qu’il existe x € E tel que Og(x) = E. (On a en fait méme montré que pour tout
x € EE = Og(z).) Pourtout (y,z) € Ex E,

y € Og(z) etz € Og(z);

d(a,b) € Gx G,y =a-xzetz = b-x

d’onilrésultey = (a*b"1)- 2.
I1.8.6.5.c = I1.8.6.5.a Est immédiat.

2) Faire la démonstration de la proposition I1.8.7.1.

Bien entendu si € désigne I’élément neutre de G, pour tout z € E, et par définition d’une action € - x = x ; si bien
que e € Stabg(x). Ainsi Stabg(xz) # 0.
Par ailleurs,

V(a,b) € Stabg(z) x Stabg(z), a-x=x AN b-rx=x

= a-x=z AN x=bl-x

= a-(bt-z) = 2

= (axb ).z = =z

= axb™! € Stabg(z);

ce qui achéve de prouver que Stabg (x) est un sous-groupe de G.

3) Faire la démonstration du point i de la proposition 11.8.7.3.
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On pourrait simplement dire que a ~ b < p(a) = p(b) est une relation d’équivalence pour laquelle p~1 ({p(a)}) est
la classe d’équivalence de a. Alors, les classes formant une partition de G on obtient le résultat.
11 est presqu’aussi immédiat de le montrer directement. En effet puisque p est surjective,

VyeO(z), p ' ({y}) # 0.

Par ailleurs
Va€ G, a € p'({pla)})

ce qui entraine

G= J »'(u).
y € O(x)
Enfin :
Y(y,z) € O(x) x O(x), p*({yh)npt({z}) # 0
= Jda € G, acp{y}) AN acp({z})
= pla)=y A pla)=2
= Yy = z
= P {y}) = p'({z});

ce qui achéve de prouver que {p~'({y}), y € O(z)} est une partition de G.

Exercice 11.9.2.1.2 Faire la démonstration du point ii de la proposition I11.8.9.5.

On sait que pour (cf. cours lemme 11.8.9.1,) g € G, I'application G — G, x — gxz x g~
de G. L’image d’un sous-groupe est donc encore un sous-groupe. Ceci entraine que I’application

! est un automorphisme

gxG = G, (g.H) = gxHxg™*

est bien définie.
Il est immédiat que e - H = e* H xe~' = H. En outre :

V(g,h) € Gx G, (gh)*H *(gh)~* {(gh) =k (gh)~*, k € H}
{gxh*xkxh txg 'k € H}
= {gxkxg ', k € hxHxh™'}
g-(h*H=xh™1)

g-(h-H);

ce qui acheve de prouver qu’on a bien défini une action.

. J

Exercice I1.9.2.2 (Stabilisateur) Soit (G, ) un groupe et £ un ensemble muni d’une action de G notée g - = pour tout
(g,2) € GXE.

Montrer que pour tout (z,g) € E x G, Stabg(g-x) = g * Stabg(z) * g~

(Voir aussi la proposition I1.8.7.5 du cours.)
Pour tout (x,g,h) € Ex G x G,h € Stab(G)g - x si et seulementsih - (g-x) = g -z si et seulement si

1

gl (h-(g-x) =2 & (g7 *hxg) -2 = 2 & g 'xhg € Stabg(x)

1 1

c’est-a-dire qu’il existe k € Stabg(z) telqueg= " *xhxg = ki.e.h = gxk+* g~ " c’est-a-dire finalement que

h € g*Stabg(x) xg*.

Exercice 11.9.2.3 (Equation aux classes)

Soit (G, %) un groupe dont on note e I’élément neutre .

1

Pour tout (x,y) € G x G, on dit que y est conjugué a x s’il existe g € Gtelquey = g~ ' *x x g. On notera z ~ y.

1) Montrer que la relation « est conjugué a » est une relation d’équivalence dite relation de conjugaison ce qui permettra de

dire dorénavant x et y sont conjugués. On appellera classe de conjugaison d’un élément x € G et on notera T sa classe pour la
relation de conjugaison.

13



i) (Réflexivité)
VeeG, z =eltxzxe =~z
si bien que ~ est réflexive.
ii) (Symétrie)
V(iz,y)) EGx G,z ~y = 3g € G,y = g xxxg = yr = gryxg ' = () xyxgt = y ~ z,

c’est-a-dire que ~ est symétrique.

iii) (Transitivité)

V(z,y,2) € G x G x G, T~y et Yy~ 2z
= A(g,h) € GxG,
y =g lxzxg et z = htxyxh
= z=htxg lxxxgxh = (g*xh)"txxx*(g*h)
= T ~ z.

c’est-a-dire que ~ est transitive.

2) On appelle centre du groupe G qu’on note Z(G) le sous-ensemble

Z(G) :={g € G;VheG, gxh = hxg} C G.

a) Montrer que Z(G) est un sous-groupe distingué  de G.

i) (Z(G) est non vide)
Tout d’abord
e € Z(G) = ZG) # 0.

ii) (Inverse)
Par ailleurs,

V2€ Z(G), YV €G, 27 vz = (7t x2) = (zxz ) P =242 = 271 € Z(G).

iii) (Produit)
Enfin
V(z,w) € Z(G) x Z(G),Vz € G, zxwxx = zxx*w = s*xz*xw = zxw € Z(G).

Ce qui précéde entraine que Z(G) est un sous-groupe de G.

iv) (Distingué)
Vz € Z(G),Vz € G, vt xzxx = z € Z(G) ce qui entraine que Z(G) est distingué.

b) A quellle condition nécessaire et suffisante sur Z(G) G est-il abélien ?

Il est clair que G est abélien si et seulement si Z(G) = G.

¢) Caractériser les éléments de Z(G) a 1’aide de leur classe de conjugaison.

Ve Z(G),VyeG, z ~y = Jg € G,y = g lxzxg = zxg txg = 7.

C’est-a-dire que si z € Z(G) sa classe de conjugaison est un singleton.
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Réciproquement si la classe de conjugaison de z € G est un singleton c’est {z}. Or pour toutg € G, g~*

conjugué a z par définition. Il s’ensuit que

* 2 % g est

VgeG, glxzxg =2 = 249 = gx2z = 2z € Z(G).

L’ensemble Z(G) est donc formé des éléments de G dont la classe de conjugaison est un singleton.

d) Montrer que si G/Z(G) est monogene alors G est abélien.
Indication : On pourra penser a écrire (en le justifiant bien entendu !) un élément x € G sous la forme

x =zxg", z € Z(G), g générateurde G/Z(G) , n € N.

Pour tout x € G, notons & sa classe dans G/ Z(G). Puisque G/ Z(G) est monogéne il existe v := § € G/Z(G) tel
que pour tout o € G/ Z(G) il existe k € Z tel que v = ~*. Ainsi

Ve e G, dk € Z, 7 = vk
= g*
= Jz € Z(G),
g*(g") = z
= T = z*gk.
1l s’ensuit que
Y(z,y) € G x G,
A(z,w) € Z(G) x Z(G),
A(k,l) € Z x Z, z =z%gF |, y=wxg
= Txy = z*gk*w*ge
= zxwx*ghtt

w2 % gtk

w* z % gtk gP
w* gt x 2% gF
= Yyxz,

c’est-a-dire que G est abélien.

3) Pourtout z € G, on appelle stabilisateur de x et on note Stabg(z) I’ensemble

Stabg(z) == {g € G; 2z = g7t *xxg} C G.

a) Montrer que, pour tout x € G, Stabg(z) est un sous-groupe de G.

1l est clair que
e € Stabr = Stabg(z) # 0.

Par ailleurs les vérifications que
Y(y, 2) € Stabg(x) x Stabg(x), y~* € Stabg(x) et y* 2z € Stabg(z)

sont exactement les mémes que celles faites a le point a de la question 2 .

b) Quelle sous-groupe remarquable de G est contenu dans Stabg () pour tout z € G, Que vaut

ﬂ Stabg () ?

ze G

il est clair que
Ve € G, Z(G) C Stabg(z) ;
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1l est presqu’aussi immédiat de vérifier que

() Staba(z) = 2(G).

r e G

Pour tout z € G, tout (y,2) € G x G,onnote z ~, ysiyx*z"' € Stabg(x).

¢) Rappeler pourquoi ~, est une relation d’équivalence.

(cf. cours proposition I1.8.10.2,point i.)

d) Montrer que, pour tout z € (G, on a une bijection

gl

Considérons I’application

¢:G > T, g glxzxg.

Par construction méme, ¢ est surjective. Par ailleurs,

V(y,2) € G x G, oy) = 9(z)

<= y lxzxy = zlsxzxz
& zxy lxzxyxzl = =z

& yx2~! € Stabg(z)
& Yy ~g Z.

On en déduit qu’il existe une unique application

¢ : G~y —> T

injective définie par _
o) = oY) Vn € G/ ~a, Yy €, .

ceci entraine encore que ¢ est surjective donc bijective.

e) En déduire que si G est fini

Vz € G, #(G) = #(T) - #(Staba(z)) .

(cf. 11.8.7.4.)

4) Soit p un nombre premier et r € N*. on suppose désormais que #(G) = p’.

a) Montrer quesir = 1, i.e. #(G) = p G est cyclique et par conséquent abélien.

Puisque p est premier p > 2 si bien que G # {e} c’est-a-dire qu’il existex € G,z # e. Soit H = {z*,
H est un sous-groupe de G dont le cardinal divise donc celui de G. On adonc #(H) = 1ou#(H) = p. Or

x € Hiee H,x #e = #(H) >2 = #(H) =p = H = G;

si bien que G est monogene et fini donc cyclique.

On suppose maintenant que » € N* est quelconque.

b) Quelles valeurs peut prendre #(T) pourz € G 7
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On a vu a le point e de la question 3 que #(T)|#(G) il s’ensuit que

Vee@G, Ik € NO < k < r, #@) = p*.

Notons C I’ensemble des classes de conjugaison de G,

Co :={c € C;#() = 1}letCx :=C\ Co.

¢) Montrer que

#(Z(Q) = #(G) = > #(0)

c€Coo
et en déduire que p|#(Z(G)).
ona:
G = U c
ceC
= (UagulU o
c€Co c€Coo
= (U hullU-o
z € Z(GQ) c€Coo
= Z(@)u( U c).
c€Coo

Cette union étant disjointe il en découle que

#(G) = #(E@)+ Y #()

c€Coo

& #(E@) = #@) - Y #

En effet, d’aprés le point b ,
Ve € Coo, pl#(c) -

d) Endéduire quiilexiste k € N1 < k < rtel que #(Z(G)) = pF.

Puisque Z(G) est un sous-groupe de G (cf. le point a de la question 2 ,) #(Z(G))|#(G). II s’ensuit qu’il existe
0 < k < rtelque #(Z(GQ)) = p*.
Mais d’aprés le point ¢ , p|#(Z(G)) ce qui entraine k > 1.

e) Déduire de ce qui précede que, si #(G) = p?, G est abélien.

1l découle du point précédent que

#(2(G)) = pou#(2(G)) = p* = #(G/2(G)) = pou#(G/Z(G)) = 1.

Dans le premier cas G/ Z(G) est monogéne en vertu du point a et dans le deuxiéme cas il est évidemment monogéne
aussi.
11 découle alors du point d de la question 2 que G est abélien.

11.9.3 . —Morphismes

Exercice I1.9.3.1 (Morphismes) 1) (Identité)
Faire la démonstration du point i du lemme II.1.3.
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2) (Composé)

Faire la démonstration du point ii du lemme II.1.3.

Exercice 11.9.3.2 (Inverse) Faire la démonstration du lemme I1.3.3.

i) (IL3.3.0)

i) (IL.3.3.ii)

C’est exactement le point ii de la proposition I1.7.14.

C’est une conséquence immédiate du point i qui assure I’unicité et qui assure I’existence.

Exercice 11.9.3.3 (Isomorphismes) Compléter la démonstration de la proposition I1.3.5.

On doit donc montrer que entraine .
£(9)

V(H) x VHYZY)(6) x V(@)

E(G) ———————— E(H)
Si E(G)l e H)l est un isomorphisme de graphes au sens , il existe un morphisme de graphes
V(@) x VG LAY (1) x V(H)
e(H) ——s £(G)
E(H)J, (G) telquey o ¢ = Idg et ¢ o v = Idy . Ceci entraine, en particulier que :

ldygy = V@®og) = V()oV(9),
Idyiay = V(poy) = V(p)oV(¥),
ldegy = E@Wog) = EW)o&(¢),
ey = E(poyy) = E(@)o&(Y).

Ceci entraine que V(o) et £(¢) sont bijective s.

Exercice 11.9.3.4 (Groupe des automorphismes) Soit G un graphe (resp. un graphe a involution ) (resp. un graphe non-

orienté )

1) Montrer que Autgph(G) (resp. Autgpniav (G),) (resp. Autgpnn-o(G),) est un groupe pour la loi de composition  o.

Loi interne On sait (cf. le point ii du lemme II.1.3 (resp. ,) (resp. ,) ) que le composé de deux morphismes est un
morphisme (pour la structure correspondante.) Ainsi la loi de composition o est-elle interne sur Endgpn(G),
(resp. Endgppinv (G),) (resp. Endgpnn-o(G).)

Associative La loi o de composition des applications est associative.

Elément neutre L’identité Id¢ est un élément neutre (cf. le point iii du lemme 11.1.3 (resp. ,) (resp. .))

Inverse Enfin un automorphisme est en particulier un isomorphisme et posséde donc un inverse (cf. (resp.,)
(resp. ,) ) lequel est encore un automorphisme

2) Montrer que I’application Autpn(G) (resp. Autgpnin (G), ) (Antgpry-o (G)’Q)ﬁ

est un morphisme de groupes .

On rappelle que I’ensemble S(V(QG)) des bijections de V(G) sur lui-méme est un groupe pour la loi de composition o
d’élément neutre  1dy(g)-

(gb,w) € AutGph(G) X AutGph(G)
Pour tout (resp. Autgppinv (G) X Autgppmw (G), V(i o ¢) = V() o V(¢) ; ce qui assure le
(resp. Autgppn-o(G) X Autgppn-o(G),)
résultat.
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3) Etant donné un graphe (resp. un graphe a involution ) (resp. un graphe non-orienté ) H et ¢ : G = H un isomor-
phisme de graphes  (resp. un isomorphisme de graphes a involution ) (resp. un isomorphisme de graphes non-orientés )
construire un isomorphisme de groupes

AutGph(G) =
(resp. AutGphInv (G) AU.tGphInv (H) s )
(resp.  Autgpnn-o(G) = Autgpnpn-o(H) )

Pour tout o € Aut(G) le composé ¢ o o o ¢! est (cf. le point ii du lemme II.1.3, (resp. ,)= (resp. ,)) est un mor-
phisme , donc un endomorphisme de H ; c’est aussi un isomorphisme donc un automorphisme . On définit ainsi une
application
ag: Aut(G) — Aut(H)
a — ¢oaog L.

V(e B) € Aut(G) x Aut(G), ag(aof) =
= ¢oaoplopofosp!
= ag(a) o ag(B) ;

goaofog!

ce qui assure que ag est un morphisme de groupes .

On définit, de la méme maniére ay— : Aut(H) — Aut(G), 8 — ¢ ' oo ¢;quiest,de méme un morphisme de
groupes . On vérifie immédiatement que

ap-1 © Ay = IdAut(G) etagp 0 ag—1 = IdAut(H);

ce qui prouve que ay et ag—1 sont des isomorphismes inverses I'un de I’autre.

11.9.4 . —Sous-graphes

Exercice 11.9.4.1 (Sous-graphes) Faire la démonstration de la proposition I1.2.1.

,

Reste donc a montrer que le point b de la proposition I1.2.1 entraine le point a.

Si la restriction de lidentité a

(V(H),E(H)) est un morphisme de graphes , elle vérifie en particulier

l'axiome MorGphs de la définition II.1.1 ou sa formulation équivalente . Ainsi pour tout e € E(H), si
e(H)(e) = (u,v) € V(H)x V(H), e(G) (IdE(G)|g(H)(e)) = (IdV(G)\v(H) X Idv(G)W(H))(U;U) = (u,v);c’est-
a-diree(H)(e) = €(G)(e) ; ce qui correspond bien au point a de la proposition IL.2.1.

. J

Exercice 11.9.4.2 (Sous-graphe) Faire la démonstration de la proposition I1.2.3.

,

I11.2.3.a = 11.2.3.b 1I suffit d’utiliser la caractérisation I11.2.1.a.

11.2.3.b = 11.2.3.a Dans ce cas, (VV, F, €(G)‘F) est bien un graphe ; et toujours d’apres le point a de la proposi-
tion II.2.1 c’est bien un sous-graphe de G.

L’unicité de H résulte de ce que si un tel sous-graphe existe, nécessairement, toujours d’aprés le point a de la proposi-
tionll.2.1,e(H) = &(G)p ; et le sous-graphe H est donc (W, F, €(G)|F) .

.95 .-

Graphes finis simples non-orientés

Exercice I1.9.5.1 (Chemins et cycles dans un graphe) Soit G := (V(G),£(G),e(G)) un graphe fini  (non vide.) On note
§(G) = min, ¢ v(g) (da(u)) -

1) Montrer que G contient un chemin de longueur 0(G) i.e. un sous-graphe isomorphe aPsc).
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On va en fait montrer un résultat plus fort; a savoir que pour tout sommet v € V(G), il existe un chemin dont u est un
sommet ; en d’autres termes un chemin contenantu ou « passant par u. »

Soitu € V(G) et P I'ensemble des chemins P tels que w € V(P). L’ensemble P est non vide puisque il contient
au moins le chemin de longueur 0 constitué du seul sommet u (isomorphe au graphe isolé 1;.) La longueur des
éléments de P est majorée par #(V(G)). Il existe donc Pp,x € P de longueur maximale

Notons V(Ppax) = {uog,...,un} etE(Pmax) = {{Ui,Ui+1}}O i<
Si u, a un voisin v ¢ V(Ppax), en posant u,y1 = vetV(Q) = {uo,...,ZTnt1}, @ € P est un chemin de
longueur n + 1 ; ce qui contredit le fait que Py, est de longueur maximale dans P.

Les voisins de w,, appartiennent donc tous a V(Ppay) ; ce qui entraine que #(V(Pmax)) > (G) + 1 ; ce qui entraine
finalement que la longueur de P,y est supérieure ou égale 4 §(G).

2) Sié(G) > 2, montrer que G contient un cycle de longueur > 6(G) i.e. un sous-graphe isomorphe a Cy, £ > §(QG).

Soit Pnax un chemin de longueur maximale construit comme & la question 1 ; et notons V(Ppax) = {uog,...,Un}
Tous les voisins de ug appartiennent 3 V(Pp,x) ; sans quoi, comme nous ’avons observé a la question 1, Pp,x ne serait
pas de longueur maximale . Puisque6(G) > 2,1 := {i € [1;n]; u; € Ng(ug)} # 0. Posonsdoncj := max([).
Comme j > 6(G), le C le cycle tel que V(C) = {uo,...,j;} aaumoins §(G) + 1 sommets et est donc de longueur
strictement supérieure 4 6(G).

Exercice 11.9.5.2 (Exemples de groupes d’automorphismes) Soitn € N.

1) Déterminer le groupe Autgpn~-o(Iy,) du graphe isolé  an sommet s.

On a montré , que I'application o : Aut(I,) — S([1;n]), ¢ — V(¢) est un morphisme de groupes . OrE(I,) =
(), si bien qu’un automorphisme ¢ € Aut(L,) est nécessairement de la forme (V(fb), 0 — @) ; ce qui prouve que o
est une application bijective et donc un isomorphisme .

Le groupe des bijections de I’ensemble [1;n] est usuellement appelé groupe symétriqgue et noté S,, ; si bien que o

donne un isomorphisme de groupes
Auw(d,) = S, .

2) Déterminer le groupe Autgpnn-o(Ky,) du graphe complet a n sommets

On dispose du méme morphisme de groupes qu'a la question 1 , (toujours donné par ,)
o Aut(K,) = S,, ¢ — V(o).
Pour tout s € S, il existe
¢ € Aut(K,) tel que o(¢p) = s, si et seulement si il existe une bijection t : E(K,) — E(K,) tel que (s,t) soit un
morphisme de graphes .
Unicité det Pours € S, s’ilexistet € S(E(K,)) tel que (s,t) € Aut(K,), nécessairement
pour toute € E(K,) tel que e(Ky)(e) = {u,v} € P2(Ky), e(Kn)(t(e)) = {s(u),s(v)} . Or, puisque
s € Sn, s(u) # s(v); et par conséquent e(K,) ' ({{u,v}}) est un singleton : si bien que t(e) est
uniquement déterminé.

Existence det Reste a vérifier que la construction ci-dessus définit bien un morphisme de graphes non-orientés  ;
ce qui est, pour ainsi dire, immédiat.
On vient donc de montrer, comme a la question 1 , que o est une application bijective et donc un isomorphisme de

groupes . On a donc
Aut(K,) = S, .

Exercice 11.9.5.3 (Automorphismes) 1) Déterminer le groupe des automorphismes du graphe fini simple non-orienté
P, pourn > 2.
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— Sionnote Py = ({a,b},{{a,b}}), les seules bijections de {a, b} sont I’identité et la transposition (ab) qui sont
des automorphismes de P». Le groupe des automorphismes de Py est donc Sy = 7./27.

— Sionnote P3s = ({a,b,c},{{a,b},{b,c}}), un automorphisme envoyant un sommet sur un sommet de méme
degré, si o est un tel automorphisme, o(a) = aouo(a) = c et nécessairement o(b) = b. Il en résulte que les
deux seuls automorphismes de P5 sont I’identité et la transposition (ac). Le groupe des automorphisme est ici
encore Z./27.

— Notons P,, := (x1,...,x,). Les mémes considérations sur les degrés entrainent que pour tout automorphisme
odeP, o(x1) = z10uc(xy) = x,. Alors {o(x1),0(x2)} est une aréte de P,,, ce qui entraine (puisque le
seul voisin de x1, (resp. x,,) est To (resp. n—1,)) que o(x2) = 3 (resp.o(x2) = Tp_1.)

Par récurrence, il en résulte que pour tout 1 <i <n, o(x;) = x; (resp. o(x;) = Tpt+1—i.)
Les deux seuls automorphismes de P,, sont donc I’identité et la syméttrie x; — x,11—; ; Si bien que le groupe
des automorphismes de P,, est encore isomorphe a Z /2.

2) (Automorphismes de C,)
OnnoteI' := Autgpnn-o(Cy) le groupe des automorphismes du cycle C,.

a) Montrer que I'application V qui a tout a = (V(),€(a)) € T associe V(a) est un morphisme de groupes — (cf.
la définition I11.8.2.1,) de I dans le groupe symétrique Sy.

L’ensemble des sommets V(Cy) de Cy est (cf. 1.4.12,) est Z/AZ ; si bien que pour tout o € T', V() est bien une
bijection de Z/AZ ; S(Z/AZ) étant lui-méme isomorphe 2 Sy.
CommeVY(a,B) € ' x T, V(ao 8) = V(a) o V(B), 'application est bien un morphisme de groupes .

b) Le morphisme V est-il surjectif ?

Soit
T ZJAL — ZJAZ
0 — 0
1 = 2
2 = 1
3 = 3.
S’ilexistew € T'tel que V(o) = T, il existe E(ar) : E(Cq) — E(Ca) tel que

Ve € £(Cy), P1,2(T) (5(04) e)) = 6(04)(5(&)(6)) )

En particulier £() ({0,1}) € (Ca) ™ ({{r(0),7(1)}}) = (Ca)""({{0,2}}) = 0 ; ce qui contredit I'existence de
E(a) si bien que V n’est pas surjective .

¢) Est-il injectif ?

Puisque V est un morphisme de groupes , il suffit de considérer son noyau (cf. le point i de la définition I1.8.3.9.)
Soit o« € Ker V. Pour toute € £(Cy), il existe (v,w) € V(C4) X V(Cy) tel que e(e) = {v,w} . Il s’ensuit que
e(ale)) = {a(v),(w)} . OrV(a) = Idy(c,), par hypothése; si bien que

e(afe)) = {v,w} = ele).

Il sensuit donc que e(afe)) € e '({{v,w}}) . Or puisque Cy est un graphe simple (cf.
la définition 1.4.1,) # (e~ ({{v,w}})) < 1.Commee € e=!({{v,w}}),

e ({{v,w}}) = {e}.

Il en résulte que a(e) = e; c’est-a-dire que E(a) = Idg(c,) ; si bien que « = Idg ; d’ou I'on déduit finalement que

KerV = {ldg} .
Il résulte alors queV est injectif
A noter que la seule propriété de C4 qu’on a utilisée est q’uil est simple ; et le résultat vaudrait donc pour n’importe
quel graphe simple non-orienté (cf. la proposition 11.6.4.1.)

21



d) DéterminerI'.

Vp):  ZJAZ — TJAZ
S T — 141 o
Soit p := (o) : £(Cy) — E(Cy) est un élément del.
(i,i+1} — {i+1,i+2}
PourtoutT € T, ilexistek € Z (etmémek € Netmémek € |0;3] tel que
V(1)(0) = V(p)*(0) = V(p*) ()0 I

Reste donc a déterminer les élément & € T tels que V(£)(0) = 0. Un tel £ vérifie nécessairement 0 € £(£)({0,1}) ;

ce qui entraine
£(©)({0,1}) = {0,1} ou{0,3}.

Ceci entraine V(§)(1) = LouV(¢)(1) = 3.

Soit V(£)(1) = 1. Le méme raisonnement que ci-dessus a propos des arétes d’extrémités 1, entraine que
V(€)(2) = 20uV(€)(2) = 0.0rV(§) étant injective , nécessairement V(§)(2) = 2 ; et pour la méme raison
d’injectivité , V(£)(3) = 3; c’est-a-dire que V(§) = Idy(c,) ; ce qui entraine, en utilisant le point ¢ , par
exemple, ¢ = Idc, .

Soit V(§)(1) = 3. sommets Comme on a toujours V(£)(3) € {0,3}U{0,1}, par injectivité de V(§),

V(€)(3) = 1. Toujours en vertu de I'injectivité  de V(£), V(£)(2) = 2.
aréte s Soit o défini par :

V(o) : V(Cy)=Z/4Z — V(Cy)=7Z/AZ
0 — 0
1 - 3 2
2 = 2
3 = 1,
5(0) : 5(04) — 5(04)

{0,1} — {0,3}

{1,2} — {273}

{2,3} — {1,2}

{3,0} —~ {0,1}.

On vérifie que o € T'; ce qui est a peu prés immédiat et que c’est le seul vérifiant 2 et, par conséquent
le seul vérifiant V(0)(0) = 0et V(o)(1) = 3.

Remarquons finalement que o o o = Idc, .

Pour toutT € T, ilexiste k € [0;3] tel que V(7)(0) = V(p*)(0) ; si bien que V(p~* o 7)(0) = 0. Il en résulte que
k

pFor = Idc, oup® o7 = o sibien que
7 = pF oldg,our = p* o 0}

et finalement
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