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Corrigé Des exercices 1.5

LI.5 . —Exercices
LI.5.1 .—Ensembles applications

Exercice 1.5.1.1 (Injection) Etant donée une application f : A — B,

1) démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes

i) f estinjective;

ii) il existe une application g de B dans A telleque g o f = IdA.

,

e Ve eAx A, f@) = f)
= glf(@)] = glf(y)]
= T = g

ce qui prouve que f est injective.

i=ii Pourtouty € Im f il existe® un unique x € A tel que f(x) = y. Posons donc g(y) = x ; ce qui définit
g surIm f. Pour touty ¢ Im f choisisssons un élément x arbitraire dans A” et posons g(y) = x. Alors, pour
toutz € A, f(z) € Im f; et par conséquent, g[f(z)] = x. Bien entendu on ne peut pas dire grand chose, a
priori de f[g(y)] poury € B ; mais rien n’est exigé non plus !

a. Pour peu toutefois que A ne soit pas I'vide .
b. Pour peu une fois encore qu’il ne soit pas vide et qu’on n’ait pas trop de répugnance a utiliser I’axiome du choix.

On dit alors que g est une rétraction de f.

2) Une telle rétraction est elle unique ? Etudier le casde A = B =N, f (n) =2n.

Pour tout entier pairm = 2n, nécessairement g(m) = n. En revanche pour tout entier impairm = 2n + 1, on peut
choisir arbitrairement son image par g. On peut donc ainsi construire un grand nombre (pour ne pas dire une infinité) de
rétractions g a I’injection f.

Exercice 1.5.1.2 (Surjection) Etant donnée une application f : A — B,

1) démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes

i) f est surjective;

i) il existe une application g de B dans A telle que f o g = IdB.

ii=1i Pourtouty € B, flg(y)] = v, c’est-a-dire que g(y) est un antécédent pour y ; ce qui assure que f est
surjective.

i=ii Sif estsurjective, pour touty € B, I’ensemble f~1({y}) est non vide et I'on peut donc choisir I'un de ses
éléments qu’on notera g(y). Il est clair qu’alors, pour touty € B, flg(y)] = y. Ici encore, on ne peut pas dire
grand chose a priori de g[f(x)] pourz € A.

On dit alors que g est une section de f.

2) Une telle section est elle unique ?



On peut construire de nombreuses sections par exemple a I’application surjective m : Z — Z/nZ qui a un entier a
associe sa classe modulo n. Construire une telle section équivaut en fait a choisir un représentant pour chaque classe ; ce

qui laisse beaucoups de choix.

On prendra cependant garde qu’aucune des sections de w ne sera jamais compatible aux structures (de groupe ou d’an-
neau) sur Z et Z./nZ ; autrement dit il n’existe aucune section qui soit un morphisme.

3) Démontrer que si deux sections ont méme image elles coincident.

Soient donc get h : B — A vérifiant

ce qui prouve que g = h.

fog=foh=I1dBetlmg = Imh.

Vz € B, 9(2) € Img=Imh A h(z) € Inh=Img
= 3J(z,y) € B x B, g(z)=h(xz) A h(z)=gy)

= fla@)] = flh(x)] A fl(2)] = flg(y)]

= 2= = z=y

= 9(z) =9(y) = h(2);

Exercice 1.5.1.3 (Propriétés des applications) Soit f : £ — F une application.

1) a) Montrer que

VAeP(F), f(f 1(4) c A.

Pour tout y € f(f~1(A)) il existe, par définition, x € f~

Y(A) tel quey = f(x). Or, par définition encore,

z € fT1(A) & f(x) € Adoncy € A.Ils’ensuit que f(f~(A)) C A.

b) Montrer que f est surjective si et seulement si

VAeP(F), A = f(f'(4)).

On a vu (cf. a,) que f(f~*(A)) C A indépendamment de toute hypothése sur f.

Supposons que f est surjective. Alors pour touty € A, ilexistex € E telque f(x) = y. Donc f(x) € A c’est-a-dire
quexz € f'(A). Ils’ensuit quey = f(x) € f(f (A)) ce qui entraine que A C f(f(~'(A)).

Réciproquement supposons que pour tout A C F, A = f(f~1(A)). Alors pour touty € f,{y} = f(f1({y})) ce
qui entraine en particulier que f~'({y}) # 0. Ceci signifie exactement que f est surjective.

2) (Injectivité (facultatif))

a) Montrer que

VAeP(E), A C fH(f(A).

EneffetVz € A, f(z) € f(A) c’est-a-direx € f~(A).

b) Montrer que f est injective si et seulement si

VAEP(E), A = [T (f(A)).




On avu (cf. a,) que A C f~1(f(A)) indépendamment de toute hypothése sur f.

Supposons que f est injective. Pour tout z € f~'(f(A)), f(z) € f(A) par définition. Il existe donc y € A, tel que
f(z) = f(y). Puisque f est injective, v = vy ce qui entrainex € A :dou f~*(f(A)) C A.

Réciproquement supposons que pour tout A € P(E), f~*(f(A = A. Alors pour tout (x,y) € E x E, f(z) = f(y)
entraine que f(y) € f({z}) doncy € f~'(f({z})). Or f~*(f({x})) = {x} d’ouy € {x} c’est-a-dire quex = y
ce qui entraine que f est injective.

Exercice 1.5.1.4 (Bijection réciproque) 1) Pour des ensembles E et F, montrer que f : E — F est une bijection de F/
sur F' si et seulement si il existe une application g : ' — E telle que

go f=1Idgetfog =Idp. 1

— Si f et g vérifient les égalités 1 ci-dessus, f o g = Idg, assure que g est une section de f au sens de I’ex-
ercice 1.5.1.2 ; ce qui assure que f est surjective. De maniére analogue (ou plutét duale serait-on tenté de dire,)
g o f = Idp signifie que g est une rétraction de f au sens de I’exercice 1.5.1.1 ; ce qui entraine que f est
injective. L’application f est donc bijective.

— Réciproquement si f est bijective, il résulte de I’exercice 1.5.1.1 (resp. 1.5.1.2,) que f posséde une rétraction
r: F — FEtellequer o f = Idg, (resp. unesections : ' — FEtelleque f o s = Idg. On a alors :

s = Idgos
= rofos
= roldp

.

2) [Ilexiste au plus une applicationg : F' — E vérifiant 1.1.

Si g et h sont deux applications vérifiant 1.1, en particulier

g =Idgog = hofog = holdp = h.

3) Si g vérifie 1.1, g est elle-méme une bijection qu’on appelle du fait de ’unicité établie a la question 2 , la bijection
réciproque de f.

Le fait que g est une bijection résulte du fait que f et g jouent des rbles symétriques dans 1.1 et de I’équivalence établie
a la question 1 .

Exercice 1.5.1.5 (Produit cartésien) Faire la preuve de la proposition I.1.13.15.

Le point ii de la proposition I.1.13.15 est presqu’immédiat puisque V(z,y) € a X b, , (z,y) est un antécédent de x (resp.

y) parp (resp. q.)
Pour Ie point iii de la proposition .1.13.15, s’il existe h : ¢ — a X b vérifiant

poh = fetqgoh =y,

alors nécessairement
Vz €c, h(z) = (f(x),9(x));

ce qui assure I’unicité de h.
Reste a voir que cette formule définit bien h ; ce qui est pour ainsi dire immédiat.

Exercice 1.5.1.6 (Produit cartésien et applications) 1) (- x )
Faire la démonstration de la proposition 0.3.
Indication : Ce sont des vérifications essentiellement élémentaires ; méme si ces énoncés ne sont pas absolument tautologiques.



2) Soient a, b, c trois ensembles.
Etant donnée une application f : a x b — ¢,
pour tout x € a, on définit g(z) € c® une application de b dans ¢ par

9(@)(y) = f((z,y)).

Montrer que I’application
¢ = (M) f g

est une bijection,
Indication : on pourra donner sa bijection réciproque.

Soitg : a — cb. définisson f : a x b — c par

fl(@,y) = g(@)(y) ¥(z,y) €axb, .

On définit ainsi une application

On a alors :
Vf €™, V(x,y) €axb, ¢(f)@)(y) = flz,y) I
et
Vg(c")™V(z,y) € a x b, P(g)(z,y) = g(=)(y) - 2

Pour tout f € ¢**?, calculons 1)(¢(f)). comme 1)(¢(f)) est une applications de a x b dans c, on doit évaluer 1 (¢(f))
sur tous les couples (x,y) € a x b. or d’aprés la question 2,

V(z,y) € ax b, Y(o(f))(x,y) = o(f)(z,y)

qui vaut f(x,y) d’aprés la question 1. Il s’ensuit que
Vf €™t p(o(f) = fie o ¢ = Mu .

De méme Vg € (c?)?, , calculons ¢(1)(g)). pour tout z € a, ¢(1)(g))(x) est une application de c dans b, si bien qu’il
faut I’évaluer sur touts les élémentsy € b. Or d’apres la question 1,

V(z,y) € ax b, p(¥(9))(x)(y) = ¥(9)(=,y)

qui vaut g(z)(y) d’aprés la question 2. Il s’ensuit que

Vg € ("), (1(9)) = gie ¢ o 1 = Id (e .

Exercice 1.5.1.7 (P1 2(-)) Faire la démonstration de la proposition 0.5.

L.5.2 . —Relations d’équivalence

Exercice 1.5.2.1 (Classes d’équivalence ) Faire la preuve du lemme 1.3.11.3.2.

a=- b Puisqu’une relation d’équivalence est réflexive, pour toutx € E, x € T.Orsideplusx ~ y,x € ¥ ; si

bien que

TNy #0.
On utilise le caractere symétrique de la relation d’équivalence qui autorise a écrire indifféremment x ~ 1y ou
Yy ~

b= c Soitz € T NY.alors pourtoutw € T,w ~ Tetz ~ x,ie parsymétriex ~ z etpar transitivitéw ~ z.
Comme de plus z € Yy, z ~ 1y ; si bien que par transitivité, pour toutw € =, w ~ y;ie. w € Y ;cequi
entraine finalement

TCT.

c=d Siz C 7Y, en particulierx € y;sibienquex ~ y < y ~ z.Orpourtoutz € y,y ~ 2z ;cequi
entraine, par transitivité, x ~ z;i.e. z € x.Ilenrésulte doncquey C = ;ce qui, sous I’hypothése quex C 7Y,
entraine

T=7.




Exercice 1.5.2.2 (Applications surjectives) Faire la preuve de la proposition 1.3.11.3.6.

1.3.11.3.6.i traduit simplement le fait qu’une relation déquivalence est réflexivei.e. v € T ; ce qui assure que w(x) =
. C’est encore un moyen de dire qu’aucune classe d’équivalence n’est vide.
1.3.11.3.6.ii Supposons qu’il existe une relation d’équivalence ~ sur E et une bijection

0:E/~— F,Tw— px).

Notonsm : E — E/ ~, x — T lasurjection canonique ; si bien que I’hypothése équivauta o m = p;
ce qu’on peut symboliser par le diagramme suivant, dont on dit qu’il est commutatif :

E
”l N\p
E/~ 25 F
Alors :

V(z,y) € E x E, T o~y
& T =7
& m(z) = 7(y)
& Olr(z)] = 6[x(y)]
& plz) = py);

ce qui prouve I’unicité de ~ si elle existe.
Reste donc a montrer que si I’on définit ~ parxz ~ y si p(x) = p(y), on définit bien une relation d’équivalence
qui permet de construire la bijection 6.
Bien entendu p(x) = p(z) i.e. x ~ x ie ~ est réflexive. Le fait qu’elle soit symétrique est presqque
tautologique. Si enfinx ~ yety ~ 2z, p(x) = ply)etply) = p(z);sibien que p(z) = p(z) ie.
x ~ z.Larelation ~ est donc bien transitive. C’est donc bien une relation d’équivalence .
Si 0 est bien définie nécessairement

Ve € E, O[n(z)] = p(x) .

C’est une bonne définition puisque

m(z) = 7(y) & plx) = p(y) .

De plus, puisque p est surjective,  vérifiant 0 o m = p est surjective.
Enfin

Olr(2)] = O[r(y)] < pla) = ply) & w(z) = 7(y);

i.e. O est injective.

.

Exercice 1.5.2.3 (Partitions) Donner la preuve de la proposition 1.3.11.3.4.

i) (Preuve du point i de la proposition 1.3.11.3.4)
Soit E¥ un ensemble muni d’une relation d’équivalence ~ et

P:={z,z € E}
I’ensemble des classes d’équivalence selon ~ . Autrement dit, pour toutz € E, T € P estdéfinie par
T:={y € E;y ~ z}.

— Pour toutT € P,x € T, eneffetx ~ x puisque ~ est réflexive; si bien que T # () ; ce qui assure que
I’axiome Part; de la définition I.3.11.3.3 est satisfait par P.
— Pour tout (Z,j) € P x P, il découle du lemme 1.3.11.3.2 que,

TNy #0=>7=1y;

c’est-a-dire que I’axiome Part, de la définition 1.3.11.3.3 est satisfait pour P.
— Enfin pour toutx € E,x € T (comme nous I’avons déja dit, par réflexivité de ~,) si bien que

Ec =

TEP




Come par ailleursVx € E, * C FE,

d’ou finalement

zTEe P

ce qui assure que I’axiome Parts de la définition 1.3.11.3.3 est satisfait par P.
L’ensemble P satisfaisant les axiomes de la définition 1.3.11.3.3 c’est donc bien une partition de E.

ii) (Preuve du point ii de la proposition 1.3.11.3.4)
Soit E un ensemble et P une partition de E. S’il existe une relation d’équivalence ~ telle que les classes selon ~ sont
les éléments de P, alors pour tout x € E, d’aprés I’axiome Parts de la définition 1.3.11.3.3, il existe A € P tel que
x € A. De plus d’aprés I’axiome Party de la définition 1.3.11.3.3, s’il existe B € Ptelquex € B,alors ANB # ()
et par conséquent A = B.
Pour toutx € F, il existe donc un unique A € P telquex € A. Si A est la classe de x, pour touty € F,

y~x s yeA.

La relation ~ est alors caractérisée par le fait que x ~ vy si et seulement si il existe A € P telquex € Aety € A.
L’unicité de ~ est alors assurée.
Reste a montrer que ~ ainsi définie est bien une relation d’équivalence : Or
— d’aprés I’axiome Parts de la définition 1.3.11.3.3, pour tout x € E, il existe A € P tel que x € A, ce qui
entraine que x ~ x, c’est-a-dire que ~ est réflexive;
— la définition méme de ~ assure qu’elle est symétrique ;
— enfin pour tout (z,y,2) € EX E X E,x ~ yety ~ z, entraine qu’il existe (A,b) € P x P, tel que

xr € A,ye A,y € B,z € B.

Il en résulte que y € AN B si bien que, d’aprés I’axiome Party de la définition 1.3.11.3.3, A = B, si bien que
z € A, c’est-a-dire que x ~ z. Il en résulte que ~ est transitive.

L.5.3 .—Ensembles finis
Exercice 1.5.3.1 (Intervalles de N) Soient p et g deux entiers naturels.

1) Montrer qu’il existe une application injective f : [0;p] — [0;¢] si et seulement si p < q.
2) En déduire qu’il existe une application bijective f : [0;p] — [0;¢] si et seulementsip = q.

3) En déduire qu’il n’existe pas d’application injective f : N — [0;p].

L.5.4 . —Graphes
Exercice 1.5.4.1 (Graphes (a involution, non-orientés) isomorphes) Faire la démonstration

1) dela proposition [.1.12;
2) dela proposition1.2.5;

3) dela proposition 1.2.14.

Exercice 1.5.4.2 (Caractérisation alternative des graphes a involution) Pour G := (V(G),£(G),e(G))
un graphe on notera

o(@): V(G)xV(G) — V(G) xV(G)
(u,v) —  (v,u)
et GY™ = (V(G),E(G),0(G)oe(G)).
1) SoitG = (V(G),E(G),e(@))
un graphe .

a) Montrer que G5Y™ est un graphe .



On constate immédiatement que GSY™ satisfait les axiomes Gphy a Gphs de la définition I.1.1. ]

b) GEY™I™ = G,

Gsymsym

= (V(Gsym)vg(Gsym)vg(Gsym) Oe(Gsym))
= (V(G),£(G),0(G¥™) 00(G) 0e(G)) -

Oro(G™)o0(G) = Idyg)xv(a) ; si bien que

GEYmIY™ — (V(@),E(G),e(G) = G.

2) Etant donné un graphe G := (V(G),E(G),e(G)), montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

Invy) Il existe une application inv(G) : E(G) — &(G) telle que (V(G), E(G),e(G),inv(G)) est un graphe a involution
au sens de la définition .2.1.

Invy) 1l existe une application inv(G) : E(G) — &£(G) telle que

i) (Idv(G), inv(G)) : G — G®Y™ est un morphisme de graphes (cf. la définition 11.1.1,) et
11) (IdV(G)a an(G)) e] (IdV(G)a an(G)) = IdG .

Invy = Inve i L’axiome MorGph; de la définition IL.1.1 est évidemment satisfait par Idy,(q).
MorGphs est tautologiquement satisfait par inv(G).
MorGphs résulte de I’axiome Gphynvg de la définition 1.2.1.

ii résulte de I’axiome Gphrnvs de la définition 1.2.1.

Inve = Inv; Gphrnvy a Gphrnvs de la définition 1.2.1 Puisque G est un graphe , les axiomes Gphynvi a
Gphrnvs de la définition 1.2.1 sont satisfaits.
Gphrnvy est tautologique.
Gphrnvs Le point ii de la condition Invy entraine que inv(G) o inv(G) = Idgq) -
Gphrnvs est une conséquence du point i de la condition Inv,.

Exercice 1.5.4.3 (Correspondance entre graphes a involution et graphes non-orientés) Faire la démonstration

1) du pointi de la proposition 1.2.19.
2) de la proposition II.1.6.

3) du pointiii de la proposition 1.2.19.
4) du pointiv de la proposition 1.2.19.
5) du point v de la proposition 1.2.19.

6) du point vi de la proposition 1.2.19.



Exercice 1.5.4.4 (Quelques propriétés du graphe a involution associé a un graphe non-orienté)
Les notations sont celles 1.2.17.1 a 1.2.17.4.

1) (Produit fibré)
Montrer que pour tout ensemble X et tout couple d’applications

(@ X = &G),B: X = V(G) xV(Q))

vérifiant
E(G) o = 7T172(G) o ﬂ,
X —> = &)
i.e. pour tout carré commutatif QJ( E(g)J( il existe une unique application
™ G
V(G) x V(G) = ) — P1a(

v X — EMYG) telleque o = O(G) o yet f = ™ (G) o 7.

Unicité Si une telle application +y existe, pour toutx € X,

6(G)(v(2)) = afz) et ™ (G)(7(x)) = Bla);

ce qui entraine y(z) = (a(x), B(x)) ; ce qui assure I'unicité de .
Existence Reste donc a que y(x) := (a(x),3(x)) définit bien une japplication a valeurs dans £/ (G) ; précisé-
ment (cf. 1.2.17.1,) puisque £(G) (a(x)) = m12(G)(B(2)), (a(x),B(x)) € E™(G) ; ce qui assure I'existence
de .
2) (Fibre)

a) Pourtoutz € Pi2(G),
déterminer 0(G) " ({e(@) " ({})}) en fonction de e (G) T ({(y, 2)}) pour (y, 2) € V(G) x V(G).

Pour tout = € Pi2(G) @ ({2)))) = (5(G)00(G))71({x}) ; qui vaut encore (cf.
12.174,) (m1,2(G) o 61"”( )) ({:Z:}) = I"”(G)il({Wl,g(G)fl({x})}).

Siz = {u} pouru € V(G) estun singleton ,

m12(G) ({2} = {(w,u)} et 0(G) ({e(@ T ({2})}) = €@ {(w,w)}) - i
Siz = {u,v} pour(u,v) € V(G) x V(G) est une paire ,
71—1,2(G)71({$}) = {(uvv)v(vvu)} 2

et 8(G) " ({e(@) 7 ({z})}) = &™(6) T ({(wv)}) U™ (G) ({(v,u)}) -

b) Montrer que pour tout (u,v) € V(G) x V(G), la restriction
0(G)|crnv (@)1 ({(u)p) d€ 0(G) 2 EI”“(G)f1 ({(u,v)}) est une bijection sure(G) ™" ({{u,v}}).

— Pour tout (e,u,v) € e™(G) ({(u,
ce qui entraine que €(G)(e) = 1 2(

valeurs dans £(G) " ({{u,v}}).
— Pour tout e € ¢(G)" ({{u v}}), (e,u,v) est I'unique antécédent de e dans 5I”U(G)_1({(u,v)}) ; ce qui
prouve que 6(G) .1nv(G)-1 ({(u,0)}) SI”U(G)_l({(u, v)}) — e(G)” ({{u,v}}) est une bijection .

-1

v)}), e(G)(0(G)(e,u,v)) = m2(G) (e (G)(e,u,v)) (cf. 1.2.17.4)
)(u,v) = {u,v}; ce quientraine que 6(G) .1nv(G)-1({(u,v)}) €5t Dien a




3) (Voisins, prédécesseurs, successeurs)

Soit G := (V(G),&(G),e(G)) un graphe non-orienté  (cf. 1a définition 1.2.8,) et G’ le graphe a involution associé

(cf. 1a définition 1.2.18.)

Montrer que, pour tout u € V(G), la restriction IdV(G)|N’ () (resp. IdV(G)|N+ ( ),) de I’identité de V(G) a 'en-

Inov (U Inov (U

semble des produits cartésiens (cf. le point ii de la définition I?l 7,) (resp. a l’ensemblcé des successeurs ,) du sommet u de
G est une bijection a valeurs dans I’ensemble Ng(u) des voisins (cf. le point v de la définition 1.2.12,) du sommet u dans
le graphe non-orienté  G.

,

On prouve le résultat pour N, GInv (u); celui pour N, g v (1) se prouvant exactement de la méme maniére.

Soitu € V(G). Pourtoutv € V(G),v € Ng,,(u) si et seulement si il existee € E(G'™) tel que(G™")(e) =
(v,u) ; c’est-a-dire, par définition méme de GI™" si et seulement s’il existe (e, v,u) € E™(G) .

Ceci équivaut encore, par construction au fait q’uil existe e € E(G) tel que €(G)(e) = {u,v} ; ce qui équivaut
finalement au fait quev € Ng(u) .

L.5.5 . —Graphes finis

Exercice 1.5.5.1 (Graphes associés) 1) (Quelques exemples)
Pour G := (V(G),&(G),e(G)) un graphe fini non-orienté , donner, dans les cas suivants, sont graphe a involution
associé ~ GT™ au sens de la définition 1.2.18 :

a) (Graphe isolé)
G = 1, le graphe isolé an sommets (cf.la définition 1.4.9;)

G =1, = G. ]

b) (Graphe complet)
G = K estle graphe complet a2 sommets (cf. la définition 1.4.14;)

Par définition du graphe a involution associé ~— on auraV(G'") = V(G) = {1,2} . comme £(G) = {{1,2}}, il

résulte de 1.2.17.1, que
E(GM) = g™ (@) = {({1,2},1,2), ({1,2},2,1)}

qui est en bijection avec {(1,2), (2,1)} ; ce qui permet de construire un isomorphisme de graphes a involution

1)
1) )°
c¢) (Boucle)
G = ({0},{{0,0}} estle graphe fini non-orienté ayant un unique sommet () et une seule aréte {{), 0} qui est une
boucle (cf.le point iv de la définition 1.2.12.) L’application £(G) est bien évidemment donnée par £(G) ({0,0}) = {0,0}.

2) = (2
A1) = (2

Gy o ({1,2},{(1,2),(2,1)}, 8%% : 8

Onaura&(G™) = £M(G) = {({0,0},0,0)} . ]

2) SoientG := (V(G),&(G),e(G)) ungraphe fini non-orienté et G/ le graphe a involution associé  associé (cf.
la définition 1.2.18.)

a) Comparer #(E(G)) et #(£(GT)).

On notera P1(G) := P1(V(G)), (resp. P2(G) := P2(V(G)),) 'ensemble des singletons formés d’un sommet de G,
(resp. des paires formées de deux sommets distincts de G.)



D’apres la définition 1.2.18, £ (G™™) = E£™(G) . On a alors :
S(Glnv) _ g[nv(G)
= I E@eue) (=)

aw E 'Plyz(G)

I 9@ "{e@ " ({z})})

T € 771,2(G)

I @ '{e@ ' {=})})

z € P1(G)

u T @ {e@ " ({=})}) -

z € P2(G)

1l résulte alors du point 1 du point a de la question 2 de I’exercice 1.5.4.4 1.5.4 du point 2 du point a de la question 2 de
I’exercice .5.4.41.5.4 que :

g(GInv) _ g[nv(G)
= I &™© dwa

u € V(G)

U H EInv(G)_l({(uvv)}) UEInU(G)_l({(U;U)}) .

{u,v} € P2(G)

11 s’ensuit, tous les ensembles considérés ici étant finis :

#(E(G™)) = #(EM(Q)
> #E6E) ((ww))

u € V(G)

+ Y #EO T @ o))) + #(E™(G)

{u,v} € P2(G)

=1l

{w,w)}) -

1l en résulte, d’apres le point b de la question 2 de I’exercice 1.5.4.4 1.5.4 , que :

#EG™)) = #(51”%6’))
Z # ({{u}))

+ Z 24 (e(&) 7 ({{w,v}}))

{u,v} € P2(G)

2. I #(E=(&) ({=})

T € 'PLQ(G)

- I #E@) 7 ({u}) -

u € V(G)

b) Confronter la formule obtenue aux constructions de la question 1 .

1.a Dans le cas du graphe isolé , la formule 0 = 0 n’est certes pas trés éclairantes.
1.b On aici#(E(KQI"”)) = 2.4 (£(Ky)) ; ce qui s’explique par le fait que Yu € V(Ky), e(Ka) " ({{u}}) =

g (K,) " ({{u}}) = 0.

Exercice 1.5.5.2 (Propriétés des degrés) 1) a) Faire la démonstration
du point ii de la proposition 1.3.7.

Pour tout u € V(G), d’apres le point iii de la définition I.3.5, dginv(u) = dgr,., (u) + dg,,w (u); qui vaut encore,
en vertu du point i de la proposition 1.3.7, 2 - d ., (u) ; si bien que, d’aprés le point i de la définition 1.3.5, on a :
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dgmmo(u) = 2 dgp,(u Z #(e(G™) ({(v,u)})) , qui vaut encore (cf. la définition 1.2.18,) 2 -
v € V(G)
#(51"”(6‘)71({(11, u)})) ; ce qui vaut encore, en vertu du point b de la question 2 de I'exercice 1.5.4.4 1.5.4

Z #(e(6) " ({{u,v}})) -

On a finalement, en vertu de la définition 1.3.6, dgine (u) = 2 - (d(;(u) — 2(e(@) ({{u}}))) .

J

b) Confronter la formule obtenue ci-dessus aux exemples de graphes a involution associés  connus et en particulier ceux

construits a I’exercice 1.5.5.1 .

1.5.5.1.1.a Ici encore la formule 0 = 0 ne sera sans doute pas tres éclairante.
1.5.5.1.1.b Dans le cas du graphe complet Ko, (ou méme d’ailleurs de K,, pour tout n € N* c ’est un graphe
non-orienté  qui n’a pas de boucle (cf. le point iv de la définition 1.2.12.) Le terme # (=(G) " ({{u}})) est

donc nul pour toutu € V(K,,). Onabiendk, (u) = n—1etdg,m.(u) = 2n —2d’ol

Vu S V(Kn), dKzlnv (U) = 2o dKn (U) .

L5.5.1.1.c On rappelle que dans ce cas, on doit « compter deux fois les boucle s » (cf. la définition 1.3.6,) dg(0) = 2.
On aura encore dgm. (0) = 2 ; puisque dans la construction du graphe a involution associé ~ on ne « double
pas les boucle s » (cf. 1.5.4.1.5.4.4.2.a.1.) La formule est donc bien vérifiée dans ce cas encore.

2) Faire la démonstration
du point iii de la proposition 1.3.7.

Soit (V(G),E(G),e(G),inv(G)) un graphe fini a involution
On a établi (cf. la proposition IL.1.6,) on a un isomorphisme de graphes & involution G = GN=°"" . Comme, par
ailleurs (cf. la définition 12,15 et la définition 1.2.18,) V(G) = V(GN~C) = V(GN-0""), il résulte que

Yu € V(G), dG(u) = dGN—OI"U (u) 5
Le point ii de la proposition 1.3.7 ((cf. le point a de la question 1 ,) entraine alors que

Vu € V(G), do(u) = dgn—omo(u) = 2- (dgN_o(u)—#(E(GN—O)*I({{u}}))) .

Or d’aprés le point b de la question 2 de Iexercice 154.4 154 #(E(GN_O)_I({{u}})) =
#(E(GN_OIM)A({(UJ, ) })) qui vaut encore #((G) ' ({(u,u)})) -

1l en résulte donc que

Yu € V(G), dgn-o(u) = %dg(u) + #(e(@) " ({(u,w)})) -

L.5.6 .—Graphes finis simples non-orientés
Exercice 1.5.6.1 (Nombre d’arétes) Soit G := (V(G),E(G),e(G)) un graphe fini simple non-orienté

Déterminer le nombre d’arétes #(£(G)) de G en fonction des degrés des sommets de G.

Notons X := {(u,e) € V(G) x E(G) ; u € £(G)(e)}; c’est-a-dire le sous-ensemble du produit cartésien V(G) x
E(G) formé des couples dont le premier élément est un sommet wu et le second une aréte dont v est une extrémité .
Le principe consiste a calculer le nombre d’éléments de X de deux manieres différentes, soit en groupant ces éléments

11




par colonne, soit par ligne. Pour formaliser cette idée introduisons :

v X — V(G
(u,e) — u

A X — &G
(u,e) — e.

Alors

x= ]I v'duh = ][I »'deb. 1.5.6.1.1

v € V(G) e € E(Q)

v~ 1({u}) est précisément I’ensemble des couples dont le second élément est une aréte d’extrémité u si bien que
#(v '({u})) = #(Ng(u)) = da(u) (cf. Ie lemme 1.4.7 .)

A"1({e}) estl’ensemble descouples dontle premierélément est une extrémité de e. Or dans un graphe simple (cf.
la définition 1.4.1,) une aréte a exactement 2 extrémités si bien que # (A~ ({e})) =

Alors 1.5.6.1.1 donne lieu a la suite d’implications :

> # u)) = #@) = D #(T({e)

u e V(G e € £(G)
= Z dG = Z 2
u € V(G) e € E(GQ)
= 2#(£(G)) = > da(u).
u € V(G)

.

Exercice 1.5.6.2 (Graphes a n sommets) Soit n € N un entier naturel .

Combien existe-t-il de graphes finis simples non-orientés G = (V(G),£(G),e(G)) tels que
— V(G) = [Ln];
— &(G) C Pia([lin]);

— (@) = Idpl’z([l;n])w(G) !

Sous les conditions ci-dessus un tel graphe est complétement déterminé par la donnée de £(G) C  P12([1;n]) ;

autrement dit I'ensemble de ces graphes est en bijection avec I'ensemble ‘P (P12([1;n])) qui est un ensemble fini 2
n(n —1)

2#(7)1’2([1;"])) éléments soit2 2

Exercice 1.5.6.3 (Graphes réguliers) Soit G un graphe k-régulier —possédant n sommets .

Combien d’arétes G possede-t-il ?

La formule de I'exercice 1.5.6.1 devient alors 2#(E£(G)) = k#(V(G)) . ]

Exercice 1.5.6.4 (Lemme des poignées de main) Soit G un graphe fini simple non-orienté

Montrer que le nombre de sommets de degré impair dans G est pair.

Notons P := {u € V(G); dg(u) = 0[2]}et] := {u € V(G) dg(u) = 1[2]}. Alors V(G) = P U Iet

P N I = (. Il s’ensuit, d’aprés I'exercice .5.6.1 , que 2# Z de(u) + Z de(u) . En rrécrivant cette
u € P u el

égalité modulo 2, il vient 0 = 24 (E(G)) = 0#(P) + #(I) ; ce qui entraine #(I) = 0[2] .

Ce résultat est connu sous le nom de « lemme des de main  ».

Exercice 1.5.6.5 (Graphe des arétes) Soit G := (V(G), £(G), E(G)) un graphe . On définit le graphe des arétes de G
L(G) de la maniére suivante :

— V(L(G)) = E(G).

— Il 'y a une aréte entre deux sommets c et f de L(G) si les arétes ¢ et f dans G ont un sommet en commun :

(e, f) € V(L(G)) xV(L(G))) = (E(G)xE(G)), {e, f} € E(L(G)) & Fu € V(G), u € (G)(e) Ne(G)({)-
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1) (Chemin de longueur n)
Déterminer le graphe des arétes L(P,,) du chemin P, pourn > 2.

2) (Cycle de longueur n)
Déterminer le graphe des arétes L(C,,) du cycle C,, pourn > 3.

L(C,) = C,.

3) (Graphe complet)
Déterminer le graphe des arétes L(Ks) du graphe complet Ks.

Comme K3 =2 Cj,
L(Ks3) = L(C3) = C3 = K3“.

a. On a admis ici le résultat relativement intuitif que si deux graphes sont isomorphes leurs graphes des arétes  respectifs le sont aussi. On
pourrait écrire 1’argument dans le détail ; et méme se demander s’il y a une réciproque.

4) Etudier L(Ky,).

5) (Graphes k-réguliers)
Si G est un graphe k-régulier , montrer que L(G) est {-régulier pour un entier naturel ¢ € N a déterminer.

Pourtoute € V(L(G)) = &(G) il existe un unique (cf. la définition 1.4.1,) (u,v) € V(G) x V(G) tel quee(G)(e) =
{u,v}. Les sommets adjacents a e dans L(G) sont alors les arétes de G distinctes de e et ayantu ou v comme extrémité

Or puisque G est k-régulier il y a exactement k arétes d’extrémité u (resp. v,) dont e elle-méme ; et donc exactement
k — 1 arétes d’extrémité u (resp. v,) distincte de e. Le sommet e de L(G) a donc{ = 2k — 2 voisins dans L(G). Le
graphe fini simple non-orienté L(G) est donc 2k — 2-régulier .

Exercice 1.5.6.6 (Caractérisation des graphes G vérifiant L(G) = G) 1) Montrer que

24 (E(L(G) = Y da(a)(dg(z) —1).

z € V(G)

Soit G = (X, E) un graphe contenant une aréte. Le degré dr, ) (x, y) de I'aréte (v,y) € Eest(da(x)—1) + (da(y)—
1). Donc :

Z drc)(e)

e € &E(Q)

= Y (el - D+ ([delw) - D)

(z,y) € E(G)

YooY (del@-1)

z € V(G)y € Ng(z)

> da(@)(da(x) —1).

z € V(G)

27 (E(L(G)))

2) En déduire tous les graphes G tels que L(G) = G.
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Soit G = (X, E) tel que L(G) = G. Soit L(G) = (X', E') son graphe des arétes . Par hypothése, # (X) = # (E) =
#(E') = #(X'). Alors :

24 (E') = 2#(E)

z € V(G)
De # (E) = #(X), on déduit donc :
1 2
— dg(x)” = 2
# (X) z € V(G)
Par ailleurs :
2 = % da(z)
# ( )w € V(G)
1
= T da ()
# (X)m e V(GQ)
Donc :

1 1
7 2 W0l = gy 2 d@

z € V(G)

D’apres le cas d’égalité de I’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a (dg(x))zex et (1).cx, cette égalité n’est vraie
que si tous les dg(x) sont égaux, c’est-a-dire si G est régulier. Dans ce cas, G est nécessairement 2-régulier, donc une
union disjointe de cycles. Réciproquement, une union disjointe de cycles est égale a son graphe des arétes.
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