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IT . —Morphismes de graphes, sous-graphes, endomorphismes, auto-
morphismes ...

II.1 . —Morphismes, homomorphismes, de graphes, (a involution, non-orientés)

Définition I1.1.1 (Morphisme de graphes (2 involution, non-orientés)) SoientG := (V(G),E(G),2(G)) et
H := (V(H),E(H),e(H)) des graphes (cf.la définition1.1.1,) (resp. (V(G), £(G), e(G), inv(G)) et (V(H),E(H),e(H), inv(
des graphes a involution (cf.la définition1.2.1,)) (resp. G := (V(G),&(G),e(G)) etH = (V(H),E(H),e(H))

des graphes non-orientés (cf. la définition 1.2.8.))

Un morphisme (ou homomorphisme , — les deux termes étant exactement synonymes —) ¢ : G — H est
un couple (V(¢),E(¢)) tel que

MorGph;) (Sommets)
V(¢) : V(G) — V(H) estune application (cf. le point iii de la définition 1.1.13.12.)

MorGphs) (Arétes)
E(¢) + E(G) — E(H) estune application .

MorGphs) (Extrémités)
e(H) o E(¢) = V(¢) x V(@) o &(G) ; c’est-a-dire que le diagramme

@) — 9 e(m) g@) — 9 emy g@) —29 s e(my
E‘G)l E(H)l , (resp. G)l H)l ) (resp. - e(| (H)l )
V(G) x V(G) V(8)xV( % V(@) x V(G) xV(% V(H) e JE P, z([>¢]7)1 o

est un carré commutatif ~ (cf. le point 1 du point ii de la notation 0.1.)
Explicitement, pour toute aréte ¢ € £(G) tel que

e(@)(e) = (v,w), (resp. (v, w) ,) (resp. {v,w} ,)

e(H)(E(9)(e)) = (V(6)(v),V(¢)(w)) , (resp. (V(¢)(v), V(d)(w)) ,) (resp. {V(¢)(v),V(¢)(w)} .)
Si G et H sont des graphes a involution , on a de plus :
MorGph,) (Involution)
£G) 29 e
inv(H) o £(¢) = E(¢) o inv(G) ;ie. inv(g)l mv(H)l est un carré commutatif
£G) 29 e
On parlera de morphisme de graphes (resp. morphisme de graphes a involution ) (resp. morphisme de

graphes non-orientés .) On dira en fait simplement morphisme si le context est clair.

Notation I1.1.2 i) (Identité)

Pour G := (V(G),&(G),e(G)) un graphe , (resp. (V(G),E(G),e(G), inv(G)) un graphe a involution )
(resp. G = (V(G), £(Q), 5(G)) un graphe non-orienté ,) on note Idg := (IdV(G), Idg(G)), qu’on appelle
Didentité de G.
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ii) (Composé)

Soient G := ( (G),£(G),e(@)), H == (V(H),E(H),e(H)),
(resp. (V(G),€(G),e(G),inv(G)) :
a involution ) (resp.G = (V(G),

graphes non-orientés .)

I := (V(I),E(I),e(I)) des graphes
V(I),E(I),e(I),inv(I) ), des graphes
), I = (VI),E(I),e(I)) des

()

E(G) ————— &(H) E(H) —————— &)
Soient E(G)l E(H)l et H)l (1) des morphismes
V(@) x V@ LAy« vy vE) < vET 1) < ()
£G) —29 s g(m) E(H) % (1)
s(G)l s(H)l E(H)l E(I)J/
V(@) x V(G LAY (1) x v(H) V(H) x VHET LA 1)« V()
de graphes , (resp. et des
£6) 22 e(m) e(H) 29 gy
inv(G)l 1nv(H)l inv(H)l inv(I)l
£6) 22 e(m) e(H) 29 g
£(G) —22— &) e(H) — £(1)
morphismes de graphes a involution ) (resp. .(q) e(H) et om) E(I)J,
P1,2 P1,2
Pra(0G) 2 P (0m) P () 2 ()

des morphismes de graphes non-orientés .)
On note

Vo ¢ = (V) oV(©9), EW)o&(9))

qu’on appelle le composé de ¢ et 1.

iii) (Hom)
Pour G et H des graphes , (resp. des graphes a involution ,) (resp. des graphes non-orientés ,) on notera
Homgpn (G, H), (resp. Homgppim (G, H),) (resp. Homgpyno (G, H),) I'ensemble des morphismes de graphes
(resp. morphismes de graphes a involution ) (resp. morphismes de graphes non-orientés ,) de G dans H.

Bien siir, si aucune confusion ne doit en résultaer, on notera simplement Hom (G, H).

Lemme IL1.3 SoientG = (V(G),&(G) : = (V
graphes , (resp. (V(G),£(G),e(G),inv(G)), (V(H),E(H),e(H),inv(H)), (V(I),E(I),e(
graphes a involution ) (resp. G = (V(G),E(G),e(G)),H = (V(H),E(H),e(H)), I :
des graphes non-orientés .)

o
S
=
i
<
)
o
3
o
3
\;\4
i

Q) ——2—— &(H) EH) ————— &(I)
Soient E(G)l E(H)l et E(H)l E(I)l des morphismes
V@) x V@ LAYy« vy vE) < vETZE 1) <o)
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E(GQ) —————— E(H)

E(G)l E(H)l

() (1)

E(H)l s(z)l

V(G) x V@ LAY (1) < vH) V(H) x VHY A1) < v(r)
de graphes , (resp. des
£G) 29 e(m) eH) 29 g
inv(G) inv(H) inv(H) inv(I)
£G) 29 e(m) eH) 29 g
£(G) E(H) ey — . g(n
morphismes de graphes a involution ) (resp. -(q) (H) et o(m) (D)
P1 2([)¢] P1 2([)¢]
Pi2(DG] ——=Pi2(DH]  Pr2()H] — P12([)]

des morphismes de graphes non-orientés .)

i) (Identité)

L’identité de G Idg (cf. 11.1.2.i,) est un morphisme de graphes (resp. un morphisme de graphes a involu-

tion ,) (resp. un morphisme de graphes non-orientés .)

Démonstration : (ct. la question 1 de I’exercice I11.7.2.1.)

ii) (Composé)

¥ o ¢ (cf. I.1.2.ii,) est un morphisme de graphes , (resp. un morphisme de graphes a involution ,) (resp.

un morphisme de graphes non-orientés .)

Démonstration : (ct. la question 2 de I’exercice I11.7.2.1.)

iii) ¢ oldg = dpetldy o p = .

&G —2 e

s(G)l s(H)l

ge) —9 e V(@) x V(&) LAY
Notation I1.1.4 Pour G)l H)l un morphisme de graphes , (resp.
£(¢)
V(@) x V(G Y1) x v(H) E(G) —= E(H)
inv(G) inv(H)
£G) 29 e(m)
£(G) E(H)
un morphisme de graphes a involution ) (resp. E(G)l e( H)l un morphisme de graphes non-
Py 2([)¢]
P12(DG] — P12()H]

orientés ,) on simplifiera les notations si cela ne doit pas préter a confusion :

On écrira ¢(v) au lieu de V(¢)(v) pour toutv € V(G) .

De méme on écrira ¢(e) au lieu de £(p)(e) poure € E(G).Sie = (v,w) (resp. (v,w),) (resp. {v, w},)
on écrira ¢ ((v, w)), (resp. ¢((v,w)),) (resp. ¢({v, w}) ;) voire simplement ¢ (v, w).
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Les deux propositions qui suivent sont données dans un souci de cohérence, en particulier avec le paragraphe
1.2 ; mais nous n’en aurons que peu d’usage dans la suite.

Proposition I1.1.5 (Fonctorialité du graphe non-orienté associé) i) (Morphisme)
g — 29 em)

e(G)l e(H)l

V(@) x VG LA (1)« v(H)
Soit un morphisme de graphes a involution  (cf. la défini-
£@) 29 e
inv(G) inv(H)
£(G) =9 e(m)

tion I1.1.1,) il existe un unique morphisme de graphes non-orientés ¢"° : G — H™O tel que

n-0y) V(¢™°) = V(¢) : V(G) — V(H).

n-0;) EO(¢™0) : EMO(G) — E™O(H) est I'unique application telle quew(H) o E(¢) = £"0(¢") o
g@) —29 ey
w(G) ; c’est-a-dire telle que w(g)l (H)l est un carré commutatif ~ (cf. 0.1.ii.1;) ot E7O(.) et
nO nO
E”'O(G) ( )gn O( )

w(+) sont définis comme au point i du lemme 1.2.7.

Démonstration : 1l faut montrer qu’on dispose bien d’un couple d’applications
vérifiant les axiomes MorGph; a MorGphs de la définition II.1.1.
MorGph; est tautologiquement donné par la condition n-O; .
MorGphs Rappelons que (V(G),E(G),e(G),inv(G)) (resp. (V(H),E(H),e(H),inv(H)),) étant,

par hypothése, un graphe a involution , on peut le munir de la relation d’équivalence ~ (G) (resp.

~ (H),) (cf. Ie point i du lemme 1.2.7.) Alors pour tout (e, f) € £(G) x £(G), e ~ (G) f entraine

que:

e = [ etdanscecasE(¢)(e) = E(¢)(f) et, par conséquentw(H ) (E(¢)(e)) = w(H)(E(P)([)) -

e = inv(G)(f) etdanscecas&(¢)(e) = E£(¢)(inv(G)(f)) = inv(H)(E(¢)(f)) (cf. I'axiome MorGph, de
la définition II.1.1,) puisque ¢ est, par hypothése, un morphisme de graphes a involution . Il en ré-
sulte que E(¢)(e) ~ (H) E(6)(f) -

On adonc établi que¥(e, f) € E(G) x E(G), e~ (G) f = E(¢)(e) ~ ( ) ((b)(f) ce qui entraine

queY(e, f) € E(G) x E(G), e~ (G) [ = w(H)(E(¢)(e)) = w(H)(E(P)(f)) ; ¢’est-a-dire que

w(H) o E(¢) est constante sur les classes d’équivalence pour la relation ~ (G). Il existe donc, en

vertu de la proposition I.3.11.3.9, une unique application £"°(¢"°) : £"9(G) — E£"O(H) telle que

w(H) o £(¢) = £"9(¢"°) o w(G);

MorGphs On a, en vertu de la caractérisation de e™© donnée au point ii du lemme 1.2.7 que Py 2(¢) ©

e"9(G) o w(G) = Pr2(¢p) o m2(G) o &(G).

Or il découle des définitions de V(qﬁ);z V(qﬁ VXV - )

(cf. 0.2,) et P1,2(¢) (cf. 0.4.ii,) que 71.2(G) l l 71,2 (H) est un carré commu-

Pia(@) 22 B )
tatif  (cf. 0.1.ii.1.)
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1l s’ensuit que Py 2(¢) o e"0(G) o w(G) = ma2(H) o V() x V(¢) o &(G) . Or, d’apres
I’axiome MorGphs de la définition II.1.1, puisque ¢ est, par hypothése un morphisme de graphes a
involution , V() x V(¢) o e(G) = e(H) o E(P) .

Il vient alors Py 2(¢) o e9(G) o w(G) = m2(H) o e(H) o E(9)
a précisément prouvé ci-dessus, I’existence (et I’unicité) de £™ O( -
ie.w(H) o E(¢) = E™9(¢"°) o w(G).

On adonc Py 2(¢) o e"0(G) o w(G) = e™O(H) o £"9(¢"°) o w(G).

Orw(G) étant une application surjective , P12(¢) o e0(G) = e"O(H) o £™O(¢™°) ; ce qui assure
que (V(¢), E™C(¢™°)) satisfait I'axiome MorGphs.

"O(H) o w(H) o £(¢) . O

) sansfalsant la condition n- 02,

ii) (Identité)
Pour tout graphe a involution 1dg"° = Idgno .

Démonstration : I suffit de constater que Idgno est bien un morphisme de graphes non-orientés  vérifiant
n-0; et n-O,. L’énoncé d’unicité du point i assure alors le résultat.

iii) (Composé)
E(o)

(W)

E(G) —————— E(H) EH) ——————— &1
E(G)l E(H)l E(H)l (1)
V(&) x V(G LAY (1) x V) V(H) x V(Y L0
Pour tous morphismes de graphes a involution et
£G) 29 e(m) ey 29 e
inv(G)l inv(H)l inv(H)l inv(I)l
£(G) 29 e ey 29 e(n

Yogh? = 0o g0,
Démonstration : 11 suffit, ici encore, de constater est un morphisme de graphes non-orientés  vérifiant n-O;
et n-Oy ; et d’utliser I’énoncé d’unicité du point i .

Proposition I1.1.6 (Fonctorialité du graphe a involution associé a un graphe non-orienté) i) (Morphisme)
£(9)

£(G) E(H)
Soit (@) e(H) un morphisme de graphes non-orientés  (cf. la définition 1I.1.1,) il
P
Pra(DG) 20 Py o ()

existe un unique morphisme de graphes a involution ¢™ : G'™ — H™ tel que
invy) V(qﬁi”v) = V() : V(G) — V(H).
invy) EM (M) 1 EM™(G) — EM™(H) (cf. 12.18.1,) est 'unique application telle que
. gim' inv
ema) ) em)
O(H) o E™(¢™) = E(¢) o O(G) ; c’est-a-dire telle que ) o(my|  estuncarré commutatif
E(G) ——
(ct. 0.1.ii.1.)
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Démonstration : 1l faut montrer qu’on dispose bien d’un couple d’applications
vérifiant les axiomes MorGph; a MorGph, de la définition I1.1.1.
MorGph; est tautologiquement donné par la condition inv; .
MorGph, Unicité S’il existe une application ™ (¢'™) : £M(G) — E™(H) satisfaisant la condition inva,
V(e, u,v) € E™(G), E(¢)(0(G)(e,u,v)) = O(H)(E™(¢™) (e, u,v)) ; ce qui équivauta 0(H ) (E™ (¢™) (e, u, v)) -

E(@)(e) -
Pour tout (e,u,v) € £™(QG) il existe donc (x,y) € V(H) x V(H)
tel que E™(¢™)(e,u,v) = (E(¢)(e,x,y) . Or si I'on impose a E™ (¢™) d’étre un morphi-

sme de graphes a involution  (cf. I’axiome MorGphs de la définition II.1.1,) (ou d’ailleurs méme
simplement un morphisme de graphes (cf. I’axiome MorGphs de la définition I11.1.1,))

(V((binv) % V(d)inv)) (Einv(G)(e, ’U,,’U)) _ Einv( )(ginv((binv) (e,u, ’U)) : - -
ce qui entraine (cf. 1.2.18.3,) (z,y) = (V(¢)(u),V(¢)(v)) . Ceci assure I'unicité de E™ (¢™).

Existence L’analyse faite ci-dessus impose que si £ ”‘"(gb”‘") existe,

nécessairement pour tout (e, u,v) € E™(G),E™ (™) (e,u,v) = (E(P)(e), V() (uw),V()(v)) .
C’est une bonne définition, pour peu que (5((;5)(6), V(¢)(u), V(¢)(v)) soit bien un élément de
EM(H).

Orsi(e,u,v) € EM™(Q), c’est que précisémente € E£(G) ete(G)(e) = {u,v}.
Or ¢ est, par hypothése, un morphisme de graphes non-orientés ; si bien que P1,2(¢) (e(G)(e) =
e(H)(E(¢)(e)) 5 ce qui équivautae(H) (£(d)(e)) = Pr2(¢)({u,v}) = {V(¢)(w),V(9)(v)} -
Ceci prouve que (E(¢)(e), V(¢)(u),V(¢)(v)) € EM™(H) ; et assure donc que E™ (¢™) est bien
définie.

Morphisme Reste donc a prouver que (V((;S), ginv (gb"‘")) est bien un morphisme de graphes a involution

; c’est-a-dire satisfait bien I’axiome MorGphs de la définition II.1.1 et I’axiome MorGphy de la

définition I1.1.1. Ce sont des vérifications faciles, dans la mesure ou I’on dispose d’une expression
explicite pour £ i""(qb’”v) ; elles sont laissées en exercice.

ii) (Identité) '
Pour tout graphe non-orienté 1dg™ = Idgm .

iii) (Composé)

£G) —22 s em) eH) —2 s e
Pour tous morphismes de graphes non-orientés . (q) E(H) et .m) (D) ,
P1.2( P1,2(D)¥]
Pra(DG 2P (hE) P E) 2 P ()

’L/) ¢mv ,l/)mv o ¢mv .

II.2 . —Sous-graphes (a involution non-orientés)

Proposition I1.2.1 (Sous-graphe (2 involution, non-orienté)) SoientG := (V(G),&(G),e(G)) etH = (V(H),E(H),e(H)
des graphes (cf. la définition 1.1.1,) (resp. (V(G), E(G),£(G),inv(G)) et (V(H),E(H),e(H), inv(H)) des
graphes a involution (cf. la définition1.2.1,)) (resp. G = (V(G),E(G),e(G)) etH :
des graphes non-orientés (cf. la définition 1.2.8.))

On suppose que V(H) C V(G) etE(H) C E(G).

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i
<
3
o
=
o
=
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a) —eH) = eG)g
e(H) = E(G)|5(H) )
— (resp. inv(G)(E(H)) C &E(H), )
inv(G) gy = inv(H)

— (resp. e(H) = &(G) g )
b) Lecouple d’applications ((Idy(g))w(H) : V(H) = V(G), (Idg(G))‘g(H) : E(H) — &(G)) estun
morphisme de graphes (resp. morphisme de graphes a involution , (resp. morphisme de graphes non-orientés
,) (ct. la définition II.1.1.)

Démonstration : (cf. I’exercice 11.7.3.1.)

Définition I1.2.2 (Sous-graphe (a involution, non-orienté)) Si G et H vérifient les assertions équivalentes de
la proposition I1.2.1, on dit que H est un sous-graphe (resp. un sous-graphe a involution ) (resp. un sous-
graphe non-orienté ,) de G.

On dira simplement sous-graphe si aucune confusion n’est a craindre. On notera parfois H C G ; méme
si, au titre du langage ensembliste (cf.1.1.13,) cette notation est abusive.

Proposition I1.2.3 (Données équivalentes 4 un sous-graphe) SoitG := (V(G),&(G),e(G)) ungraphe (resp.

(V(@),E(G),e(G),inv(G)) un graphe a involution ) (resp. G = (V(G),&(G),e(G)) un graphe non-o-

rienté .)
SoientW C V(G) et FF C E(G) des ensembles .
Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

a) Ilexiste unsous-graphe H = (V(H),E(H),e(H)) (resp. unsous-graphe a involution (V(H),E(H (
(resp. un sous-graphe non-orienté H := (V(H ),S(H) e(H)),) de G telque V(H) = W etE(H) =

b) e(G)(F) Cc W x W,
€ c W w
o (resp II’IVE E g c F g ’)

— (resp. e(G)(F) C P12(W).)

Lorsque H existe il est alors unique sous les conditions du point a; c’est alors le sous-graphe H =
(VV, F, E(G)‘F) , (resp. sous-graphe a involution H = (VV, F, E(G)‘F, inv(G)‘F),) (resp. le sous-graphe
non-orienté H = (W, F,E(G)‘F) .)

Démonstration : (cf. I’exercice I1.7.3.2.)

Définition I1.2.4 (Sous-graphe induit) Un sous-graphe H = (V(H),E(H),e(H
involution (V(H),E(H),e(H),inv(H)),) (resp. un sous-graphe non- orzent H :
d’ungraphe G := (V(G),E(G),e(G)) (resp. d’un graphe a involution (V(G), €
d’un graphe non-orienté G = (V(G),E(G),e(G)),) est induit si

(V(H),E(H),e(H)).)
e(G), 1nv( )) ) (resp.

) esp un sous- graphea
);

(G

Ve € £(Q), e(G)(e) € V(H)x V(H) = e € E(H)
(resp. Ve € £(G), e(G)(e) € V(H)xV(H) = e € E(H),) 11.2.4.1
(resp. Ve € £(G), e(G)(e) € Pi2(H) = e € E(H).)
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Autrement dit ¢’est un sous-graphe (resp. un sous-graphe a involution ) (resp. un sous-graphe non-o-
rienté ,) ayant « le plus possible d’arétes ».

On dit alors que H est un sous-graphe induit  (resp. un sous-graphe a involution induit ,) (resp.
sous-graphe non-orienté induit ;) mais on s’en tient a sous-graphe induit  si aucune confusion ne doit en
résulter.

Exemple I1.2.5 (Sous-graphes) SoitG := (V(G),&(G),e(G)) un graphe (resp. (V(G),E(G),e(G),inv(G))
un graphe a involution ) (resp. G := (V(G),E(G),e(G)) un graphe non-orienté ,.)

a) Les inclusions V(G) C V(G) et E(G) C &(G) font de G un sous-graphe (resp. un sous-graphe a
involution ) (resp. un sous-graphe non-orienté ;) (et méme un sous-graphe induit (resp. un sous-graphe a
involution induit ,) (resp. un sous-graphe non-orienté induit ,) ) de lui-méme.

b) (Graphe vide)

Les inclusions @ C V(G) et C &(G) font du graphe vide (0,0,1dg) (cf. le point a de I’exem-
ple I.1.5, (resp. le point a de I’exemple 1.2.2,) (resp. le point a de I’exemple 1.2.10,) ) un sous-graphe (resp. un
sous-graphe a involution ) (resp. un sous-graphe non-orienté ) de G.

C’est mé€me un sous-graphe induit  (resp. un sous-graphe a involution induit ,) (resp. un sous-graphe
non-orienté induit )

¢) (Graphe isolé)

Les inclusions V(G) C V(G) et C &£(G) font du graphe isolé  (V(G),0,¢) (cf. le point b de I'exem-
ple I.1.5, (resp. le point b de I’exemple 1.2.2,) (resp. le point b de I’exemple 1.2.10,) ) un sous-graphe (resp. un
sous-graphe a involution ) (resp. un sous-graphe non-orienté ) de G.

(0,0,1dg) est donc un sous-graphe de (V(G),0,) (et méme un sous-graphe induit ) qui lui-méme est
un sous-graphe (et méme un sous-graphe induit ) de G.

d) (Graphes complets)
Pout n € N un entier naturel ,1’inclusion [1;n] < [1;n + 1] fait du graphe complet K, (cf. la défini-
tion 1.4.14,) un sous-graphe non-orienté induit  du graphe complet K, 1.
Tout graphe fini simple non-orienté G := (V(G),E(G),e(G)), tel que #(V(G)) < n, estisomorphe
(cf. la définition 1.2.14,) a un sous-graphe non-orienté de K,,.

Proposition I1.2.6 (Propriétés des sous-graphes) Ici les le cas des graphes a involution n’a pas a étre traité
indépendamment de celui des graphes .

Soient donc G := (V(G),E(G),e(G)) un graphe (resp. G := (V(G),&(G),e(G)) un graphe non-o-
rienté ,) et H := (V(H),E(H),e(H)) un sous-graphe (resp. H := (V(H),E(H),e(H)) un sous-graphe
non-orienté .)

i) (Voisins)

Ni(v) C Ng(v) (cf le point ii de la définition 1.1.7,)

Nj(v) C Ng(v) (cf. le point iii de la définition 1.1.7,)

Pourtoutv € V(H), ") = Ne(v) (cf. le point iv de la définition L1.7:)
(resp. Nu(v) C Ne(v) (cf. Ie point v de la définition 1.2.12.) )
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ii) (relation d’adjacence)
Les relations d’adjacence R(G) de G et R(H) de H (cf. la définition 1.1.8, et le point vi de la défini-
tion 1.2.12 ) vérifient
V(v,w) e VH)xV(H), vR(H)w = vR(G) w

L’implication précédente est une équivalence si H est induit i.e. un sous-graphe induit  (resp. un sous-
graphe non-orienté induit .)

iii) (Graphes finis)
Si G est fini i.e. est un graphe fini (resp. un graphe fini non-orienté ) alors H est un graphe fini (resp.
un graphe fini non-orienté  .)

dy(v) < dg(v) (cf le point i de la définition 1.3.5,)
+ < + . .. P ..
On a alors, pour toutv € V(H) : z Ezg 2 zgg; 22: f;.);){;nu deIa définttion 1.3.5,)
(resp. du(v) < dg(v) (cf. la définition 1.3.6.) )

iv) (Graphes simples)

Si G est simple (ct. la définition 1.4.1,) i.e. un graphe simple (resp. un graphe simple non-orienté ) il
en est de méme de H. En particulier si G est un graphe fini simple non-orienté (cf. la définition 1.4.4,) il
en est de méme de H.

Proposition I1.2.7 (Image d’un morphisme) Soient G

des graphes (cf. la définition I.1.1,) (resp. (V(G), E(G),

graphes a involution (ct. ladéfinition1.2.1,)) (resp. G =
des graphes non-orientés (cf. la définition 1.2.8.))

= , ,E
e(G),inv(G)) et (V(H),E(H),e(H),inv(H)) des
(V(G),E(G),e(G)) etH = (V(H),E(H),e(H))

e(H) —2— £(G)
E(H)J/ E(G)J/
o —29 e vH) x v Y6y < v(6)
Soit H)l G)l un morphisme de graphes , (resp.
V() x V(M6 e(H) =2 £(6)
1nv(H)l inv(G)l
e(H) =2 £(6)
e(H) —2— £(G)
un morphisme de graphes a involution ,) (resp. <(m) G)l un morphisme de graphes non-
7)172([) ]’Pl 2(D¢] P, 2
orientés ) (cf. la définition I1.1.1.)
Alors :
[resp. (Tm (V(¢)) ,Tm (£(6)) , (e(G)),, (gw)) V() L (ey)) 7 .2.7.1
[resp. (Im (V(¢)) ,Im (£(9)) , (e(G (@) ) ]

est un sous-graphe (resp. un sous-graphe a involution ) (reesp. un sous-graphe non-orienté ,) de G.
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Démonstration : On a immédiatement
Im (V(qb)) C V(G) et Im (5((;5)) c &(G).

Par ailleurs la condition I1.2.1.a est tautologiquement satisfaite.

Définition I1.2.8 (Image) Pour ¢ : H — G un morphisme de graphes , (resp. morphisme de graphes a in-
volution ) (resp. morphisme de graphes non-orientés ) le sous-graphe (resp. sous-graphe a involution )
(resp. sous-graphe non-orienté ,) 11.2.7.1 sera appelé image de ¢ et noté Im ¢.

Ici encore les deux propositions qui suivent garantissent la cohérence avec le paragraphe 1.2 ; mais ne seront
pas vraiement utilisées dans la suite.

Proposition I1.2.9 (Sous-graphes associés) Si (V(H),E(H),e(H),inv(H)) C (V(G),E(G),e(G),inv(G))
est un sous-graphe a involution  (resp. un sous-graphe a involution et un sous-graphe induit ,) (cf. la défi-
nition I1.2.2,) H™© est un sous-graphe non-orienté (resp. un sous-graphe non-orienté induit ,) de G™© (cf.
la définition I1.2.2.)

Proposition I1.2.10 (Sous-graphes associés) Si H := (V(H),E(H),e(H)) C G = (V(G),£(G),e(Q))
est un sous-graphe non-orienté (resp. un sous-graphe non-orienté induit ,) (cf. la définition 11.2.2,) H™ est

un sous-graphe a involution  (resp. un sous-graphe d involution et un sous-graphe induit ,) de G™™ (cf.
la définition I1.2.2.)

II.3 . —Isomorphismes de graphes (a involution, non-orientés)

Définition I1.3.1 (Isomorphisme de graphes (2 involution, non-orientés)) SoientG := (V(G), &(
et H := (V(H),E(H),e(H)) des graphes (cf. la définition L.1.1,) (resp. (V(G),E(G ),E(G),IIIV(G)) e
(V(H),E(H),e(H),inv(H)) des graphes a involution (cf.la définition1.2.1,)) (resp. G := (V(G),E(G),e(G))
et H := (V(H),E(H),e(H)) des graphes non-orientés (cf. la définition 1.2.8.))

isomorphisme de graphes (resp. isomorphisme de graphes a involution ) (resp. isomorphisme de graphes
non-orientés ) (ou simplement isomorphisme sile contexte est clair) de G sur H est un morphisme de graphes

&G —29 s e(m)

E(G)l s(H)l
)

Q
~
™
—
Q
—= =
~—

g6) —9 s e(m) V(G) x V(G LX)y« v
6((;& e H)l , (resp. morphisme de graphes a involution
E(9)
V(@) x VG LY (1) x V(H) E(G) —= E(H)
inv(G) inv(H)
gc) 29 eqm)
&(G) —=2 &)
(morphisme de graphes non-orientés .(q) E(H)l , ) tel qu’il existe un morphisme de gra-
Py 2([)¢]
P12()G] — P12()H]
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E()

E(H) —————— £(G)
e(H) e(G)
gy — g v(H) < v A 6) < v(6)
phes e(H) (@) (resp. morphisme de graphes a involution
E(P)
V) x vEY LA @) x v(6) E(H) — &(G)
inv(H) inv(G)
sy 22 g6
ey —2 s g@)
(morphisme de graphes non-orientés .(m) (@) , ) tel qu’il existe un vérifiant :
Py 2([)1/1]
Pi2(H] — P12(DG]
Yo ¢ =Idget ¢ o v = Idy (cf. I.1.2.i et I1.1.2.ii.) I1.3.1.1

Notation I1.3.2 (Isom(-, -)) Soient G := (V(G),&(G),e(G)) et H := (V(H),E(H),e(H)) des graphes
(cf. la définition 1.1.1,) (resp. (V(G),E(G),E(G) lnv(G)) et (V(H), E(H),s( ),inv(H)) des graphes a
involution (cf.la définition1.2.1,)) (resp. G := (V(G),E(G),e(G)) et H = (V(H),E(H),e(H)) des gra-
phes non-orientés (cf. la définition 1.2.8.))

On note Isomgpn (G, H), (resp. Isomgppim (G, H),) (tesp. Isomgppno (G, H),) I'ensemble des isomorphis-
mes de graphes  (resp. isomorphismes de graphes a involution ) (resp. isomorphismes de graphes non-o-
rientés ) de G sur H.

On notera simplement Isom(G, H) si aucune confusion ne doit en résulter.

Lemme I1.3.3 (Inverse) Etang donné un morphisme ¢ : G — H,

i) (Unicité)
il existe au plus un morphisme v : H — G vérifiant 11.3.1.1.

ii) (Existence)

si¢p : G = H estunisomorphisme , il existe un unique ) : H — G vérifiant I1.3.1.1 et de plus i) est
un isomorphisme .

Démonstration : (cf. ’exercice I1.7.2.2.)

Définition I1.3.4 (Inverse) Si¢ : G = H estun isomorphisme , ’'unique isomorphisme ¢ : H = G véri-
fiant I1.3.1.1 (cf. le point ii du lemme I1.3.3,) sera appelé I’isomorphisme inverse ou simplement I’inverse de

é.

L isomorphisme ¢ est alors trés clairement ’inverse de v ; et I’on dira que et ¢ sont inverses [’'un de
Iautre.

Méme si elle ne peut pas s’en déduire, la la proposition I1.3.5 qui suit a des analogues pour d’autres struc-
tures algébriques (cf. la proposition 11.4.5.6, 1a proposition I1.5.6.11.)
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£(G) E(H)
Proposition I1.3.5 (Isomorphisme de graphes (a involution, non-orientés)) Soit 6(g)l < H)l
V(@) x V(G LY (1) v(H)
g@) — 29 e(my
@) E(H)l
V(G) x V@ LAY (1) < vH)

un morphisme de graphes , (resp. un morphisme de graphes a invo-

£(G) =29y e(m)

inv(G) inv(H)
£(G) =29y e(m)
£(G) _t® E(H)

lution ,) (resp. (@) H)J, un morphisme de graphes non-orientés .)

P12(]

P1a2()G] — 7’12 (DH]

Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Le morphisme ¢ est unisomorphisme .
b) Lesapplications V(¢) : V(G) — V(H)et&(¢) : E(G) — E(H) sont bijectives .

Démonstration :
a= b (cf. I’exercice 11.7.2.3.)
b=a SiV(¢) : V(G) — V(H)etE(¢) : E(G) — E(H) sontdes bijections , il existe (cf. Ie point iii de
la définition 1.1.13.18,) des applications

a: VH) = V(G)etB : E(H) — E(G) tellesque o o V(¢) = Idy
V(@) o a0 = Idv(H)
Bo&(p) = ldgg
E(@) o B = Idemy;

ce qui entraine, (cf. 0.2,)
(axa) o (V(¢) X V(¢)) = IdV(G)xV(G) et (V(¢) X V(¢)) [¢) (axaa) = IdV(H)XV(H) . 11.3.5.1

11 suffit désormais de montrer que (v, ) est un morphisme de graphes de H dans G. Puisque () o
B = Idgy, e(H) = e(H) o E(¢) o B. Or ¢ est un morphisme , si bien que e(H) o E(¢) =
(V(¢) x V(¢)) o &(G) ; ce qui entraine

e(H) = (V(¢) xV(¢)) o £(G) o B.

Ilen résulte que (a x a) o e(H) = (axa) o (V(¢) x V(¢)) o (G) o B; ce qui entraine, grice
all.3.5.1,
(axa)oelH) =¢eG) op.

Cette derniére identité assure précisément (cf. II.1.1.MorGphs,) que (o, 8) : H — G est un morphi-
sme de graphes .
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On avait déja introduit la notion de graphes isomorphes  (cf. la définition 1.1.11,) (resp. de graphes a
involution isomorphes (cf. la définition 1.2.4,)) (resp. de graphes non-orientés isomorphes (cf.
la définition 1.2.14;)) dont il serait pour le moins déraisonnable qu’elle n’entretienne aucun rapport avec la
notion d’isomorphisme de graphes (resp. isomorphisme de graphes a involution ) (resp. isomorphisme de
graphes non-orientés ) introduite ci-dessus. Aucune ambiguité lexicale n’est & redouter comme 1’atteste le
corollaire ci-dessous de la proposition 11.3.5 :

Corollaire I1.3.6 (Graphes (2 involution, non orientés) isomorphes) SoientG := (V(G),E(G),e(G))etH = (V(H),E(H
des graphes (cf. la définition 1.1.1,) (resp. (V(G), E(G),£(G),inv(G)) et (V(H),E(H),e(H), inv(H)) des

graphes & involution (cf. ladéfinition 1.2.1,)) (resp. G := (V(G),E(G),e(G)) etH = (V(H),E(H),e(H))

des graphes non-orientés (cf. la définition 1.2.8.))

Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) G et H sont des graphes isomorphes  ((cf. la définition 1.1.11,)) (resp. des graphes a involution isomor-

phes (cf. la définition 1.2.4,)) (resp. des graphes non-orientés isomorphes (ct. la définition 1.2.14;))
c’est-a-dire qu’il existe des bijections o« : V(G) — V(H)etf : E(G) — E(H) telles que
(v, w), (e(v), a(w)) ,

V(v,w,e) € V(G)XV(G)XE(G), e(G)(e) = (resp. (v,w),) <« (H)(B(e)) = (resp. (a(v),a(w)) )
resp.  {v,w},) (resp.  {a(v),a(w)} )

b) L’équivalence est affaiblie en une implication dans la condition a.1 ; plus précisément il existe des bijec-
tions o : V(G) — V(H)etp : E(G) — E(H) telles que

(v, w), (a(v), a(w))
V(v,w,e) € V(G)xV(G)XE(G), e(G)(e) = (resp. (v,w),) = e(H)(B(e)) = (resp. (a(v),a(w)) )
(resp. {v,w},) resp. {a(v),a(w)} )

¢) llexisteunmorphisme ¢ : G — H tel queles applications V(¢) : V(G) — V(H)etE(¢) : E(G) — E(H)
sont des bijections .

d) Il existe un isomorphisme ¢ : G = H.

Démonstration :
a = b Est immédiat.

b= ¢ La condition b.1 signifie précisément que le couple d’applications est un morphisme de graphes
; en effet : Pour toute € £(G), si (u,v) € V(G) x V(G) est tel que (u,v) = &(G)(e), on a les
équivalences suivantes :

), a(v) e(H)(B(e))
& (a X« ((u,v) = ¢(H) (ﬂ(e))

€ e(H)(B(e)) ;
ce qui assure, I’égalité ci-dessus étant vraie pour toute € E(G), que (a X o) o e(G) = ¢(H) o §;
ce qui signifie précisément que le couple (v, ) vérifie la condition définition II.1.1,axiome MorGphs.

$

z
X

2
o

B

N
|

¢ = d établit I'équivalence c¢ < d; mais on peut se contenter de n’utiliser ici que I'implication ; qui est
d’ailleurs la partie vraiement significative de cette proposition.
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d=a Si¢ : G — H estunisomorphisme de graphes du graphe G sur le graphe H, les applications
V(o) : V(G) — V(H) et &E(d) : E(G) — E(H) sont bijectives ; ce qui résulte, par exemple, de
Iimplication = .
Alors pour toute € E£(QG), et tout (u,v) € V(G) x V(G), (u,v) = &(G)(e) = (u,v) entraine (cf.
,) puisque ¢ est un morphisme de graphes ,

V(@) (), V(9)(v))

ce qui donne I'implication dans a.l.

Si ¢ est un isomorphisme de graphes , il posséde un

inverse ) (cf. I1.3.4,).

Pour tout (e,u,v) € E(G) x V(G) x V(G), (V(¢)(u),V(9)(v)) = e(H)(E(¢)(e)) s écrit encore
V(¢) x V() ((u,v)) = e(H)(E(P)(e)) ; on a alors la suite d’implication :

(V(9) x V() ((w,v)) = e(H)(E(g)(e))
= (V@) x V() (V) x V(9)((u,v))) = (V(¥) x V() oe(H)(E(¢)(e))
= (u,v) = &(G)o&(Y)o&(d)(e)
= (u,v) = e(G)o&(Yod)(e)
= (u,v) = e(G)(e);

ce qui prouve I'implication réciproque dans a.l.

Ici encore les deux propositions qui suivent garantissent la cohérence avec le paragraphe 1.2 ; mais ne seront
pas vraiement utilisées dans la suite.

@) — 9 e(m)

@) ()

V(@) x VG LAY (1) x V(H)

Proposition I1.3.7 (Graphes associés) est un isomorphisme de gra-
£G) 22 e

inv(G) inv(H)
£G) 22 e

phes a involution  si et seulement si ¢"© : G™O — H™O est un isomorphisme de graphes non-orientés

Démonstration : Si ¢ est un isomorphisme de graphes a involution il posséde un inverse ; ¢’est-a-dire qu’il
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)

e(H) (G)
V(H) x VHY LYY @) x v(6)
existe un morphisme de graphes a involution telquey o ¢ =
ey 2 g(6)
inv(H) inv(G)
ey 2 g(6)

Idget ¢ o ¢ = Idy . Alors (¢p o )"0 = Idg"C et (¢ o )"0 = Idy"° ; ce qui entraine, en vertu du
pointii de la proposition I1.1.5, et du point iii de la proposition IT.1.5, que "% 0 ¢"© = Id¢mo et ¢"C 0 yp™0 =
Id gm0 ; ce qui assure que ¢"© est un isomorphisme de graphes non-orientés — de G™© sur H"©.

£G) —29 s g(m)
Proposition I1.3.8 (Graphes associés) . (q) (H) est un isomorphisme de graphes non-o-
P1,2()¢]

P12(DGl — P12() H]

rientés  si et seulement si ™ : G™ — H™ est un isomorphisme de graphes a involution

1.4 . —Endomorphismes de graphes (a involution non-orientés)

Définition I1.4.1 (Endomorphisme) Soit G := (V(G)7 £(@), E(G)) un graphe (cf.la définition1.1.1,) (resp.
(V(G),&(G),e(G),inv(G)) un graphe a involution (cf.ladéfinition1.2.1,)) (resp. G := (V(G),E(G),£(@))
un graphe non-orienté (cf. la définition 1.2.8.))

Un endomorphisme de graphes (resp. endomorphisme de graphes a involution ,) (resp. endomorphisme
de graphes non-orientés ) de G est un morphisme (de graphes (resp. de graphes a involution ) (resp. de
graphes non-orientés ,)) au sens de la définition II.1.1, ¢ : G — G de G dans lui-méme.

On dira simplement endomorphisme si cela ne préte pas a confusion.

Notation IL4.2 (End(+)) Pour G := (V(G),E(G),e(G)) un graphe (resp. (V(G),E(G),e(G),inv(G)) un
graphe a involution ) (resp. G := (V(G),E(G),e(G)) un graphe non-orienté ,) on note Endgpn (G), (resp.
Endgpnin (G),) (resp. Endgppeo(G),) 'ensemble des endomorphismes de graphes — (resp. endomorphismes
de graphes a involution ) (resp. endomorphismes de graphes non-orientés ) de G.

On notera simplement End (G) si aucune confusion ne doit en résulter.

Exemple I1.4.3 (Identité) Pour G un graphe , (resp. un graphe a involution ,) (resp. un graphe non-orienté )
I'identité 1dg de G (cf. I1.1.2.i,) est un endomorphisme de G.

Remarque 11.4.4 ((End(G), o)) Soit G un graphe (resp. graphe a involution ,) (resp. graphe non-orienté .)

i) (Composition)
V(o %) € End(G) x End(G), ¢ oty € End(G) .La composition o (cf.11.1.2.ii,) est donc une loi interne
(cf. la définition I1.4.5.1,) sur End (G).

ii) (Elément neutre)

Il résulte alors du point iii du lemme II.1.3 que Idg est un élément neutre pour o (cf. le point i de la
définition 11.4.5.11.)
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iii) Le couple (End(G), o) est donc un magma associatif (cf.la définition 11.4.5.9.)

I1.4.5 . —Loi de composition, (magma,) morphisme

Définition 11.4.5.1 (Loi de composition) Pour un ensemble M on appelle loi de composition (ou loi de com-
position interne ou loi interne) x sur M une application (cf. I.1.13.12.iii,)

* : MxM — M.

Evidemment 2 la notation ((z,y), z) € * qui découle de I’axiomatique présentée précédemment on préférera
toujours celle x xy = z.

Le couple (M, x) est appelé magma.

Définition I1.4.5.2 (Morphisme homomorphisme) Etant donnés deux magmas
(M, ) et (N,-)
on dit qu’une application f : M — N est un morphisme ou homomorphisme de (M, x) dans (N, -) si
Ve e M, Vye M, (fzxy) = f(z) - f(y).
Lemme I1.4.5.3 i) Pour tout magma (M, x) I’identité Id s est un morphisme du magma M dans Iui-méme.

ii) Pour (M, x*pr), (N,*n) et (P,xp) des magmas, f : M — N etg : N — P des morphismes, le
composé g o f est un morphisme.

Définition I1.4.5.4 Etant donnés deux magmas (M, %) et (V, -), un morphisme f : M — N est un isomor-
phisme s’il existe un morphisme g : N — M tel que

g o f = Id]uetf o g = IdN.
On notera Isom(M, N) ’ensemble des isomorphisme s de (M, x) dans (N, -).

Lemme I1.4.5.5 Etant donné un morphisme f : M — N, si f posséde une application réciproque i.e. une
applicationg : N — M telle que

fog=1Idyetg o f = Idy,
alors g et également un morphisme.

Démonstration :

Y(u,v) € N x N, g(u-v

~
|
<
kﬁ
Q
—~
I
=
kﬁ
<
—~
e
—

Proposition I1.4.5.6 Etant donnés deux magmas (M, ) et (N, -), une application f : M — N est un iso-
morphisme si et seulement si ¢’est un morphisme bijectif.

Démonstration : Si f est un isomorphisme, c’est par définition un morphisme qui est bijectif puisque possé-
dant une application réciproque.

Réciproquement si f : M — N est une application bijective, il existe (cf. I’exercice I.5.1.4,) une appli-
cation

g: N — Mtellequeg o f = Idpyret f o g = Idy .

Alors : Le résultat découle immédiatement du lemme 11.4.5.5.
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Définition I11.4.5.7 Soit (M, *) un magma.

i) (Enndomorphisme s)
Un morphisme f : M — M de M dans lui-méme est appelé endomorphisme. On note End (M) I’en-
semble des endomorphisme s de M.

i) (Automorphisme)

Un morphisme f : M — M estun automorphisme si c’est a la fois un isomorphisme et un endomorphis-
me. Il revient au méme, grice a la proposition 11.4.5.6, de dire que f est un endomorphisme bijectif. On note
Aut (M) I’ensemble des automorphisme s de M.

Exemple 11.4.5.8 Pour un magma M, I’identité Id; est un automorphisme de M.

Définition I1.4.5.9 (Associativité) On dit qu’une loi de composition * sur un ensemble M est associative si
Vee M,Vye M,Vze M, (zxy)xz = zx*(y*2)).
On peut alors parler pour (M, ) de magma associatif .

Définition 11.4.5.10 (Commutativité) On dit qu’une loi de composition * sur un ensemble M est commutative
si
Vee M,Vye M, (xxy = y*zx).

Définition 11.4.5.11 (Eléments particuliers) Soit (), %) un ensemble muni d’une loi de composition asso-
ciative (magma associatif)

i) (Elément neutre)
Un élément neutre pour (M, ) est un élémente € M tel que

Vee M, (rxe = exx = x).

ii) (Symétrique)
Si M possede un élément neutre € on dit qu’un élément z € M possede un symétrique pour la loi * s’il
existey € M tel que
TxYy = Y*xT = €.

Remarque I1.4.5.12 Dans la suite on ne considérera que des magmas associatifs dans la mesure ou ce seront
les seuls que nous rencontrerons. Il se peut que certains énoncés puissent etre formulés sans cette hypothese
mais nous ne cherchons pas le plus grand degré de généralité possible mais une présentation que nous espérons
la plus claire et la plus lisible ainsi que la moins répétitive.

Exemple 11.4.5.13 Si X est un ensemble I’ensemble M des applications de X dans lui-méme est un magma
associatif pour la loi o de composition des applications. Il posseéde un élément neutre 1dx. En revanche un
élément f : X — X de M n’apas de symétrique en général puisque f n’est pas bijective en général. La loi
o n’est en général pas commutative non plus.

Proposition I1.4.5.14 (Propriétés) Soient (M, ) un magma associatif.

i) Sieeté sont des élément neutre s de (M, «) alorse = €.
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ii) Si (M, x*) possede un élément neutre et siy et z éléments de M sont des symétriques pour x € M,
Yy = 2.

Remarque I1.4.5.15 On pourra donc parler de L’élément neutre d’un magma lorsqu’il en possede un et du
symétrique d’un élément lorsqu’il en possede un.

Pour un magma (M, ) et une partie N de M, N x N est une partie de M x M. La restriction | y de *
a N X N estune application * yxn : N X N — N. Il se peut cependant que :

Définition I1.4.5.16 (Sous-magma) Que *|y, y soit a valeurs dans N. On dit dans se cas que la loi * se
restreint en une loi interne (usuellement encore notée *) sur V.
On pourra alors dire que (N, ) est un sous-magma de (M, *)

La définition ci-dessus ne présente pas un grand intérét en soi, hormis celui de pouvoir énoncer conforta-
blement la proposition I1.4.5.17. Cette derniere n’étant d’ailleurs elle-m&me qu’un moyen commode de ne pas
réécrire de nombreuses fois le méme argument.

Proposition I1.4.5.17 (Propriétés des sous-magmas) Soit (M, ) un magma.

i) Le magma (M, *) est toujours un sous-magma de lui-méme. Si M posséde un élément neutre ¢, ({€}, *)
est un sous-magma de (M, x).

ii) Soit (N, *) un sous-magma de (M, ). Si (M, *) est associatif (resp. commutatif) (N, x) I’est aussi.

Soit f : (M,*) — (N,-) un morphisme de magmas.

iii) Pour tout sous-magma M’ de M, f(M’) est un sous-magma de N.

iv) Pour tout sous-magma N’ de N, f~1(N') est un sous-magma de M.

Définition I1.4.5.18 (RElation d’équivalence compatible)
Etant donné un magma associatif (M, ),
on dit qu’une relation d’équivalence ~ sur I’ensemble M est compatible a la loi * ou simplement compatible si
V(z,y,2,t) E M X M X M XM, (x~zety~t) = zxy ~ zxt.
Lemme I1.4.5.19 Si (M, %) est un magma associatif, et ~ une relation d’équivalence compatible,

i) il existe une unique structure de magma sur I’ensemble quotient M/ ~ (ensemble des classes d’équivalen-
ce pour la relation ~, (cf. la définition 1.3.11.3.1,)) telle que la surjection canonique  (cf. le point ii de la
définition 1.3.11.3.7,)7 : M — M/ ~ soit un morphisme .

Démonstration : (ct. la question 1 de I’exercice I1.7.1.13.)
ii) Le magma M/ ~ est alors associatif (resp. commutatif) (resp. posséde un élément neutre ) s’il en est ainsi
pour (M, ).

Démonstration : (ct. la question 2 de I’exercice I1.7.1.13.)
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Définition I1.4.5.20 (Magma quotient) Avec les notations du lemme 11.4.5.19, le magma M/ ~ est appelé
magma quotient ou bien on dit que 1’ensemble M/ ~ est muni de la structure quotient.

Proposition I1.4.5.21 Soient (M, ) un magma, E un ensemble et M ¥ I’ensemble des applications de E dans
M. Pour tout (f,g) € ME x MPF ondéfinit f xy;= g € MF de la maniére suivante : Pour toutx € E,

frue g(x) = f(z)*g(z).

i) (M, x5) est un magma c’est-a-dire que ;= est une loi de composition interne sur M¥.

ii) Laloi %= est la seule loi sur I’ensemble M F telle que, pour tout x € E, I’application
ME — M, f— f(zx)

soit un morphisme.

iii) Le magma (M¥ %) est associatif dés que (M, x) Iest.

iv) Le magma (MP x,,r) est commutatif dés que (M, *) I’est.

v) Si (M, x*) posséde un élément neutre ¢, I’application
ey - E — M, x — €

est I’élément neutre de MF.

Définition 11.4.5.22 Etant donnés un magma (M, ) et un ensemble E, on appellera loi induite par celle de M
sur M ¥ 1aloi * ;= construite 2 la proposition 11.4.5.21. On la notera bien siir simplement * en général.

Exemple 11.4.5.23 On est habitué depuis longtemps a écrire f + g pour f et g des applications de R dans lui-
méme par exemple, ainsi que f * g en utilisant les lois de compositions + et * dont on dispose sur I’ensemble
R des nombres réels.

Proposition I1.4.5.24 Etant donnés deux magmas (M, *) et (N, -),

i) laloi T définie sur le produit cartésien M x N par
(@,y) T (2,1) = (wx2,y-1)
est I’'unique loi telle que les projections
p: MxN — M, (z,y) — xetq: MXxN — N, (z,y) — y
(cf. I.1.13.17,) soient des morphismes ;

ii) Pour tout magma (P, t), et tout couple de morphismes

(f : (Paﬂ) - (Ma*) y g ¢ (P7ﬁ) - (Nv))
il existe un unique morphisme

h: (Pt) - (MxN,})telquep o h = fetqo h = g.
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Démonstration : (cf. I’exercice I1.7.1.6.)

la proposition qui suit (proposition 11.4.5.25) généralise la proposition I.1.13.15 qui en est un cas particulier
pour n = 2, mais doit cependant étre établie préalablement pour pouvoir raisonner par récurrence.

Proposition I1.4.5.25 Soientn € N*, et (Ey), .}, <, , des ensembles.
i) On définit par récurrence le produit cartésien des ensembles (Ey;), <k <nbar

n+1

]:[E;c = HEk X Eni1
k=1

k=1

sachant que le produit cartésien de deux ensembles a été défini au point iii de la définition 1.1.13.10.

i) On définit également des projections

n+1
pr : P o= HEk — B <k<n+t
i=1

en supposant construites (py); < . < ,, » on définit p,, 1 par
n
Pttt ([ Bx) X Buya = (,9), 4 = .
k=1

Ce qu’on peut écrire

pr(T1,.. ., 2n) = T
iii) (Propriété universelle)

Pour tout ensemble F' et tout n-uplet d’applications f, : ' — Ej .1 <k < n , il existe une unique appli-

cation

n

f:F = P:=]][ExtellequeVl <k <n, fr = py o f.
k=1

iv) Dans le cas oi il existe un ensemble E tel que V1 < k < n, E, = E, on rappelle que EI%"] désigne
I’ensemble des applications de [1;n] a valeurs dans E (cf. I.1.13.13.) Pour tout1 < k < n, on définit

a : BW 5 B f e f(R).

En vertu du point iii , il existe une unique application

o : pln HEteIquueVlgkgn, qQx = pr © ¢.
k=1

L’application ¢ est alors une bijection ;

n
Démonstration : Pour touty € l_IE7 I’application f : [1;n] — E définie par
k=1

Vi<k<mn, f(k) == pi(y)
vérifie évidemment ¢(f) = y ce qui assure que ¢ est surjective;
Pour tout (f,g) € EN™ x ENnl ¢(f) = ¢(g) entraine que pour tout 1 < k < n, pp[o(f)] =

pi[é(g)] c’est-a-dire qi.(f) = qi(g) ou encore f(k) = g(k) ce qui entraine f g, et assure donc
finalement que ¢ est injective.
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Remarque 11.4.5.26 La construction faite au point iv de la proposition I1.4.5.25 consiste en fait a considérer
une application de [1;n] dans F a travers son graphe qui est un n-uplet de couples ((1, f(1),..., (n, f(n))

qu’on identifie a (f(1),..., f(n)) qui est un élément de H E.
k=1

Notation I1.4.5.27 Dans le cas du point iv de la proposition 11.4.5.25 ou de la remarque 11.4.5.26, pour tout
n € N* et tout ensemble F/, on notera

La proposition quie suit (proposition 11.4.5.28) généralise la proposition I1.4.5.25 au cas des magmas ou
bien encore la proposition 11.4.5.24 au cas de plus de deux facteurs :

Proposition I1.4.5.28 Etant donnés un entiern € N*, (Mg, *1) y1 < k < n des magmas (cf. la définition I1.4.5.1,)
notons

Vi<k<n, pg : HMZ — Mj, les projections .
i=1
Alors :

n
i) 1l existe une unique loi de composition * sur H Mj, telle que pour tout 1 < k < n pg soit un mor-

k=1
phisme; la loi * est donnée par

v((zla'"azn)v(ylv"';zn)) S ]:[Mk X ]:[MK;
k=1 k=1

(1, yn) * (Y1yoe oy Yn) = (T1*¥1 Y1y, Tny *n Yn) -

n
ii) La loi x étant définie sur H M}, comme ci-dessus, si
k=1
a) pourtoutl < k < n x estassociative, x I’est aussi;

b) pourtoutl < k < n xj est commutative, % I’est aussi;

¢) pourtoutl < k < n s« posséde un élément neutre ey, (e1,...,e,) est un élément neutre pour * ;

n
d z € H My esttel que pourtoutl < k < npg(x) posséde unsymétrique yi dans My, alors (y1, ..., Yn)
k=1

n
est un symétrique pour x dans H M.
k=1

iii) Pour tout n-uplet de morphismes
fo : N = Mya<k<n,

il existe un unique morphisme

fiN = [[Metelquevi <k<n, fi =pro f.
k=1
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iv) Dans le cas oil il existe M tel que V1 < k < n, M;, = M, la bijection ¢ : Minl =~ H M définie
k=1

par le point iv de la proposition I.4.5.25 est un isomorphisme, pour peu que M!"" soit muni de Ia structure

définie par la proposition 11.4.5.21.

Définition I1.4.5.29 (Structure produit) Avec les notations de la proposition 11.4.5.28 la loi * définie sur

n
H M}, comme au point i de la proposition I1.4.5.28 est appelée structure produit ou loi produit.
k=1

IL.5 . —Automorphismes de graphes (a involution, non-orientés)

Définition IL.5.1 (Automorphisme) Soit G := (V(G),&(G),e(G)) un graphe (cf.la définition I.1.1,) (resp.
(V(G),&(G),e(G),inv(G)) un graphe a involution (cf.ladéfinition1.2.1,)) (resp. G := (V(G),E(G),£(G))
un graphe non-orienté (cf. la définition 1.2.8.))

Un automorphisme de graphes (resp. automorphisme de graphes a involution ,) (resp. auto-
morphisme de graphes non-orientés ,) de G isomorphisme ¢ : G = G ; autrement dit un morphisme
¢ : G — G qui est simultanément un isomorphisme et un endomorphisme .

On dira simplement automorphisme si cela ne préte pas a confusion.

Notation IL5.2 (Aut(-)) Pour G := (V(G),E(G),e(G)) un graphe (resp. (V(G),E(G),e(G),inv(G)) un
graphe & involution ) (resp. G := (V(G),E(G),e(G)) un graphe non-orienté ) on note Autgpn(G), (resp.
Autgpnin (G),) (resp. Autgppno(G),) 'ensemble des automorphismes de graphes (resp. automorphismes
de graphes a involution ,) (resp. automorphismes de graphes non-orientés ,)de G.

On notera simplement Aut (G) si aucune confusion ne doit en résulter.

Proposition I1.5.3 (Caractérisation des automorphismes) Soit G := (V(G),E(G),e(G)) un graphe (cf.
la définition I.1.1,) (resp. (V(G), £(G),e(G), inv(G)) un graphe a involution (cf. la définition 1.2.1,)) (resp.
G = (V(G),&(G),e(G)) un graphe non-orienté (cf. la définition 1.2.8.))

Un automorphisme de G est un endomorphisme ¢ : G — G de G tel que V(¢) : V(G) — V(G) et
E(@) : E(G) — E(Q) sont des bijections .

Démonstration : C’est une conséquence immédiate de la proposition I1.3.5.

Exemple I1.5.4 (Automorphismes) i) (Identité)
Pour G un graphe , (resp. un graphe a involution ,) (resp. un graphe non-orienté ,) I’identité 1dg de G (cf.
I1.1.2.i,) est un automorphisme de G.

ii) (D’autres exemples)
(cf. ’exercice 11.7.4.2 et I’exercice 11.7.4.3.)

Proposition IL.5.5 (Groupe des automorphismes) Soit G := (V(G), E(Q), E(G)) un graphe (cf. la défini-
tionl.1.1,) (resp. (V(G), E(G),e(G), inv(G)) un graphe a involution (cf. la définition1.2.1,)) (resp. G = (V(G),E(G),e(G))
un graphe non-orienté (cf. la définition 1.2.8.))

D) ((Aut(G),0))
Le couple (Autgph(G), o) est un groupe (cf. la définition I1.5.6.1.)

Démonstration : (ct. la question 1 de I’exercice 11.7.2.4.)
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ii) (Permutation des sommets)
Lapplication (Autgpn(G),0) — (S(V(G)),0), ¢ — V() est un morphisme de groupes (cf. la défi-
nition I1.5.6.6;) et o1 S(-) est comme au point ¢ de I’exemple 11.5.6.5.

Démonstration : (ct. la question 2 de I’exercice 11.7.2.4.)

iii) (Fonctorialité)

= (V(H),E(H),e(H)) des graphes (cf. la définition 1.1.1,)
, ),E(H),e(H),inv(H)) des graphes a involution (cf. la défini-

tion 1.2.1,)) (resp. G := (V(G),E(G),e(G)) et H := (V(H),E(H),e(H)) des graphes non-orientés ~(ct.

la définition 1.2.8.))

Soit ¢ : G = H unisomorphisme ety : H = G sonisomorphisme inverse (cf. la définition I1.3.4.)
Pour tout o« € Aut(G), on définit Aut(¢)(a) == ¥ o a0 ¢.

Alors Aut(¢) est un isomorphisme de groupes ~ (cf. la définition 11.5.6.10.)

Démonstration : (ct. la question 3 de I’exercice 11.7.2.4.)

I1.5.6 . —Groupes, morphismes, sous-groupes ...

Dans la proposition I1.5.5 on fait largement référence aux notions de groupe , de morphisme de groupes
... Les groupes des automorphismes  apparaissent naturellement pour nombre de structures; ¢’est pourquoi
il nous a semblé opportun de rappeler ici un certain nombre de définitions et de propriétés a propos des groupes

Définition I1.5.6.1 (Groupe) Un groupe estun couple (G, *) (le plus souvent simplement noté G, ) out G est
un ensemble et : G x G — G estune application appelée loi de composition vérifiant :

Gry) Pour tout triplet (x,y, z) d’éléments de G,

(xxy)*xz = zx(y*xz),

on dit que la loi interne * est associative
Grg) Il existe un élément e € G appelé élément neutre de G tel que, pourtoutz € G,xr*xe = exx = .

Gr3) Pour tout élément x € G, il existe un élément x' € G appelé symétrique de x et tel que x x ' =
!/
' xx = e.

Il revient au méme de dire que (G, *) est un magma associatif ~(cf. la définition 11.4.5.9,) possédant un
élément neutre (cf.le pointide la définition I1.4.5.11,) et dans lequel tout élément posséde un symétrique (cf.
le point ii de la définition I1.4.5.11.)

Les formulations « (G, *) est un groupe » ou « * munit G d’une structure de groupe » sont synonymes.

Un groupe n’étant rien de plus (ni de moins d’ailleurs) qu’un magma associatif —possédant un élément
neutre et dans lequel tout élément possede un symétrique ; la proposition 11.4.5.14 vaut encore ici mutatis
mutandis.

Proposition I1.5.6.2 (Propriétés) Soient (G, x) un groupe .

i) Sieet€ sont des éléments neutres de (G, x) alorse = €.
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ii) Siy etz éléments de E sont des symétriques pourx € FE,y = z.

Démonstration : (cf. I’exercice I11.7.1.7.)

Définition I1.5.6.3 (Groupe abélien) Etant donné un groupe (G, %), si pour tout couple (x,7) d’éléments de
G,x*xy = yxux, on dira que G est abélien ou commutatif .

Dans ce cas on notera usuellement + la loi interne et 0 I’ élément neutre en référence au groupe abélien
(Z,+)

Remarque I1.5.6.4 On pourra donc parler de L’élément neutre d’un groupe et du symétriqgue d’un élément
dans un groupe .

L’élément neutre est souvent noté 1 et méme O dans le cas des groupes abéliens par analogie avec le
groupe (Z,+). Le symétrique d’un élément x est usuellement noté z ! et appelé inverse de x, voire —x dans
le cas d’un groupe abélien et appelé alors opposé de x.

Exemple IL.5.6.5 i) Il n’existe pas de loi de composition x* sur () fasse de ((), ) un groupe . L’ axiome Gry de
la définition I1.5.6.1 entraine, en effet, qu’un groupe possede toujours au moins un élément c’est-a-dire n’est
jamais vide.

b) On peut définir une unique loi de composition qui donne a I’ensemble {()} & un élément une structure de
groupe :

Dx0 = 0.

c) (Legroupe S(X))

Un des premiers groupes qu’on peut introduire, au sens ol sa définition ne nécessite guere plus que les
premiers axiomes de la théorie des ensembles(cf. 1.1.13,) est le groupe S(E) des bijections d’un ensemble
FE muni de la loi o(cf. I’exercice 11.7.1.9.) C’est une partie du magma considéré dans 1’exemple 11.4.5.13, et
précisément celle constituée des éléments qui ont un symétrique. Pour ne nécessiter que tres peu de matériel
pour étre défini, ce groupe n’est cependant pas le plus aisé a étudier

d) (Entiers modulo n)

Pour tout entier n > 1, ~,, est la relation de congruence modulo n sur Z, c’est-a-dire la relation d’équiva-
lence définie par a ~,, b si n|b — a pour a et b dans Z. Pour a € Z, on note a la classe de a modulo n. La
relation ~,, vérifie la propriété fondamentale suivante : sia ~, a’ et b ~, b  jalorsa+a’ ~, b+, (cf.
la définition I1.4.5.18.) Ceci permet de définir une loi de composition interne + sur U'ensemble 7 /n des
classes modulo ~,,, par @ +z, b=a+b.

Le couple (Z/n,+z/y) le plus souvent noté (Z/n, +) ot méme Z/n est un groupe abélien .

Définition I1.5.6.6 (Morphisme de groupes) Etant donnés des groupes
(Ga *) et (H7 ')7

un morphisme de groupes (ou homomorphisme de groupes ) est une application f : G — H telle que pour
tout couple (x,y) d’éléments de G,

flexy) = f(x)- fy).

On notera Homeg, (G, H) (ou simplement Hom (G, H) si le contexte ne préte pas a confusion) 1’ensemble
des morphismes de G dans H.
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Remarque I1.5.6.7 On constate que dans la définition ci-dessus aucune condition supplémentaire n’est exigée
par rapport a un morphisme de magmas (cf. 11.4.5.2.)

On a I’exact analogue du lemme 11.4.5.3 :

Lemme I1.5.6.8 i) Pour tout groupe (G,x*) 'identité (cf. Ie point a de I’exemple I.1.13.14,) Id est un
morphisme du groupe G dans lui-méme.

ii) Pour (G, *q), (H,*m) et (K,xx) des groupes , f : G — Hetg : H — K des morphismes le com-
posé g o [ estun morphisme de groupes .

De méme la proposition 11.4.5.21 a son pendant pour les groupes :

Proposition I1.5.6.9 Etant donnés un groupe (G, %) et un ensemble E, I'ensemble G des applications de
FE dans G muni de la loi induite (cf. I1.4.5.21,) est un groupe (abélien si G I’est.)

C’est la seule loi sur GF telle que pour tout x € E, I'évaluationen x, GF — G, f ~ f(z) soit un
morphisme de groupes .

On peut donc donner une définition analogue a la définition I1.4.5.4 dont on constate qu’elle correspond
d’ailleurs formellement a la définition I1.3.1 :

Définition I1.5.6.10 Etant donnés deux groupes (G, *) et (H,-), un morphisme f : G — H estun isomor-
phisme  §’il existe un morphisme g : H — G tel que

go f =1Idgetf og = Idy.

On notera Isomg,(G, H) (ou simplement Isom(G, h) si le contexte est clair) Iensemble de isomorphisme
de groupes  de (G, ) dans (H,-).

On a encore, san surprise puisqu’en fait I’axiomatique n’est pas vraiement différente, un analogue de la
proposition 11.4.5.6 :

Proposition I1.5.6.11 Etant donnés deux groupes (G, ) et (H,-), une application f : G — H est un iso-
morphisme si et seulement si c’est un morphisme bijectif .

Démonstration : 1ln’y arien de plus a montrer que dans la démonstration de la proposition I1.4.5.6.
Exemple I1.5.6.12 (Le morphisme S(u)) Soit E et ' deux ensembles. On rappelle (cf. le point ¢ de I’exem-
ple I1.5.6.5 et I’exercice I1.7.1.9,) que

(S(E),0) (resp. (S(F),0))

est le groupe des bijections de E (resp. F),) dans lui-méme.

Soitw : I — I une bijection de I dans F. L’application
Su) : S(E) - S(F), fr uo foul

est un isomorphisme de groupes  (cf. I’exercice 11.7.1.10.)
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Des définitions analogues a la définition I1.4.5.7 peuvent donc étre données :

Définition I1.5.6.13 Soit (G, x) un groupe .

i) (Endomorphisme)

Un morphisme f : G — G de G dans lui-méme est appelé endomorphisme de groupes ou simplement
endomorphisme . On note Endg,(G) (ou simplement End(G),) I ensemble de endomorphisme de groupes
de G.

ii) (Automorphisme)

Un morphisme f : G — G est un automorphisme de groupes  (ou simplement automorphisme ) si
c’est a la fois un isomorphisme de groupes et un endomorphisme de groupes . Il revient au méme, grace a la
proposition I1.5.6.11, de dire que f est un bijectif . On note Autg,(G) (ou simplement Aut(G)) I’ensemble
de automorphisme de groupes de G.

Exemple I1.5.6.14 Pour un groupe G, 1identité 1dg est un automorphisme

Proposition I1.5.6.15 (Propriétés des morphismes) Etant donné un morphisme de groupes

f : (G,x) — (H,-) avec eg(resp. exy) I’élément neutre de G(resp. H :)

i) fleg) = en;

Démonstration : (ct. la question 1 de I’exercice I1.7.1.8.)

ii) pourtoutx € G, siy € G estsonsymétrique , f(y) estle symétrique de f(x) dans H.

Démonstration : (ct. la question 2 de I’exercice I11.7.1.8.)

Définition I1.5.6.16 (Sous-groupe) Une partie H d’un groupe (G, *) est un sous-groupe si la restriction de *
a H x H donne a H une structure de groupe .

Exemple I1.5.6.17 Etant donné un groupe (G, ) d’élément neutre ¢, les ensembles {€} et G lui-méme sont
des sous-groupes de G.

Remarque I1.5.6.18 i) Il ne suffit pas pour que H soit un sous-groupe de G que H soit un sous-magma de
G comme le montre la question 2 de ’exercice 11.7.1.4. 11 faut en effet exiger en plus que H possede un élément
neutre (cf. 11.5.6.1.Gree)t que tout élément de H posséde un symétrique (cf.11.5.6.1.Grs.)

ii) La définition de sous-groupe donnée ci-dessus n’est peut-étre pas celle qu’on a été habitué a rencontrer
qui est parfois plutdt la caractérisation donnée a la proposition I1.5.6.20. On ne peut cependant se contenter de
cette derniere en 1’état puisqu’aux termes stricts de cet énoncé on ne saurait méme pas qu’un sous-groupe est
lui-méme un groupe , ce qui avouons-le devra a tout le moins étre établi, si I’on veut bénéficier d’une théorie
utilisable. L’énoncé clef est en fait I’équivalence entre le point a et le point b.
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Le lemme technique suivant est un ingrédient permettant d’établir I’équivalence entre les diverses caracté-
risations des sous-groupes .

Lemme I1.5.6.19 Soit (G, %) un groupe d’élément neutre e et H un sous-groupe de G au sens de la défini-
tion I1.5.6.16.

i) Si f estl’élément neutre de H, f = e.
Démonstration : Puisque f est I'élément neutre de H,
VeeH, fxz ==z

et, en particulier f x f = f. Mais f est toujours un élément de G dont I’élément neutre est e ; si bien que
fxe = f;douilrésulte f x f = fx*e. Entant qu’élément de G, qui est un groupe , f posséde un inverse g
vérifiant g x f = e. Il s’ensuit que :

I=f =171
= I*=f = [fxe
= gxfxf = gxfxe
= (g f)xf = (g*f)*e
= exf = exe
= f = e.

L’argument donné ici est a rapprocher de celui donné dans la démonstration du point i de la proposition I1.5.6.15
a la question 1 de I’exercice I1.7.1.8. Il n’y a Ia rien de fortuit ni de mystérieux si on consideére la caractérisation
11.5.6.20.d des sous-groupes.

ii) Pourtoutx € H,l'inverse x~ 'y dex dans H est aussi son inverse dans G.

Démonstration : Toutx € H posséde un inverse x~ 1y tel que

1

Txgx H = x7 !

H*Hx:fze

en utilisant le point i . Or x et x~ 'y étant en particulier des éléments de G, on peut encore écrire,

c’est-a-dire que x~ ' est I'inverse x—! de x dans G puisque ce dernier est unique (cf. le point i de la proposi-
tion I1.5.6.2.)

Ici encore on peut rapprocher I’argument du point ii de la proposition I1.5.6.15 et de la question 2 de I’exer-
cice I1.7.1.8 a la lumiére du point d de la proposition 11.5.6.20.

Proposition I1.5.6.20 (Sous-Groupe) Etant donnés un groupe (G,*) et H C G unepartie de G, les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

a) H est un sous-groupe au sens de la définition I1.5.6.16.
b) H est non vide et pour tout couple (x,vy) d’éléments de H, z xy~' € H.

c) H est non vide, pour tout couple (x,1) d’éléments de H,x xy € H etpourtoutz € H,z~' € H.
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d) La restriction
de I'identité 1dg a H est un morphisme de groupes . Ceci signifie implicitement que H posséde une structure
de groupe .

Démonstration :
a=-b Si H est un sous-groupe de G, en particulier H est un groupe et il est donc non vide (cf. 11.5.6.5.i.)

Pour tout couple (z,y) d’éléments de H, x et y~! sont encore des éléments de H (cf. I1.5.6.19.ii.)
Dire que la restriction xy de * a H x H donne a H une structure de groupe signifie, en particulier,
qu’elle est a valeurs dans H, ce qui prouve que

:L'*y_l = x*Hy_l c H.

b = a ] Réciproquement, supposons donnée une partie non vide H de G telle que pour tout couple (z,y)
d’éléments de H,z +y~! € H.
Si H est non vide il existe en particulier un élément x € H, et, déslors, g = x * x~! € H. Ilest
clair que e est alors un élément neutre pour H.

De plus, pourtoutz € H, puisqueeg € H,eq+x~! = 2! € H c’est-a-dire que

tout élément de H posséde un inverse dans H.

Enfin, pour tout couple (x,y) d’éléments de H,y~' € H et
_ —1y—1
xxy = xx(y ) € H

c’est-a-dire que la restriction de x a H x H est bien a valeurs dans H.

La partie H de G est donc bien un sous-groupe.

Exemple I1.5.6.21 (Automorphismes) Pourun ensemble E,onaintroduit (cf.11.5.6.5.c,)le groupe (S(E), o)
des bijections de E dans lui-méme. Dans le cas ou G, est un groupe (8 (@), o) reste bien évidemment un
groupe ; mais on dispose alors de la notion d’automorphisme  (cf. le point ii de la définition I1.5.6.13,)
qui sont des bijections particulieres; c’est-a-dire que Aut(G) C S(G). C’est un bon exercice pour s’ap-
proprier la notion de sous-groupe que de montrer que (Aut(G), o) est un sous-groupe de (S(G), o) (cf.
I’exercice I11.7.1.12.)

Proposition I1.5.6.22 Soient G un groupe , H et K des sous-groupes de G.
i) H N K estunsous-groupe de G.

Démonstration : (ct. la question 1 de I’exercice I1.7.1.11.)
i) Plus généralement, pour H un ensemble non vide de sous-groupes de G, (<, H est un sous-groupe

de .

Démonstration : (ct. la question 1 de I’exercice I1.7.1.11.)
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iii) H U K est un sous-groupe de G si et seulement si

HC KouK C H.

Démonstration : (ct. la question 2 de I’exercice I1.7.1.11.)

iv) Si (Hy) . e v est une suite de sous-groupes de G telle que
V(p,q) e NxN, 3r € N, H, C H,et H;, C H,,

alors U H est un sous-groupe de G.
neN

Démonstration : (ct. la question 3 de I’exercice I1.7.1.11.)

Proposition I1.5.6.23 (Image directe/réciproque) Soit f : G — H un morphisme de groupes .

i) (Image directe)
Pour tout sous-groupe G’ de G, I’'image directe de G’

fG)={yeH;Ied ,y=[f(x)}

est un sous-groupe de H.

ii) (Image réciproque)
Pour tout sous-groupe H' de H, I'image d’réciproque

fUH) = {2z € G f(z) € H'}

est un sous-groupe de G.

Définition I1.5.6.24 (Noyau/image) Etant donné un morphisme de groupes f : G — H, ey étant I'élé-
ment neutre de H, on appelle

i) (Noyau)

noyau de f le sous-ensemble
Kerf := f"'({e}u) = {z € G; f(x) = en},

ii) (Image)
image de f 1’ensemble

Imf = f(G) ={yeH:Fw el y=flo).
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Corollaire I1.5.6.25 Pour un morphisme de groupes [ : G — H, le noyau (resp. I'image ) de f est un
sous-groupe de G (resp. H.)

Proposition 11.5.6.26 Un morphisme de groupes f : G — H est injectif (cf. le point i de la défini-
tion I.1.13.18,) (resp. surjectif (cf. Ie point ii de la définition I.1.13.18,)) si et seulement si

Ker f = {e}, (resp.Imf = H)

Définition 11.5.6.27 Sii : H — G estun morphisme de groupes injectif, il induit un isomorphisme
H = Tmi ; si bien que H est isomorphe a un sous-groupe de G. On dira parfois méme par abus de langage
que H est lui-méme un sous-groupe de G.

Définition I1.5.6.28 (Relation d’équivalence compatible) Si ~ est une relation d’équivalence (cf.le pointv de
la définition I.1.13.11,) sur un groupe (G, ), on dit que ~ est compatible ala structure de groupe si pour
tout quadruplet (z,z’,y,y’) d’éléments de G,

z~yets ~y =z’ ~yy.

I1.6 . —Le cas des graphes simples non-orientés

Dans le cas des graphes simples non-orientés (cf. la définition 1.4.1,) non nécessairement finis , la
notion de morphisme doncuit a un certain nombre de définitions usuelles que nous donnons ici; et que
nous serons amenés 2 utiliser dans la suite. Dans ce paragraphe (IL6,) G := (V(G),£(G),2(G)) sera

donc toujours un graphe simple non-orienté

I1.6.1 .—Morphismes de source G

Proposition I1.6.1.1 (Bipartition) Soit G := (V(G), E(Q), E(G)) un graphe fini simple non-orienté
Les assertions suivantes sont équivalentes :

EB
£(6) — £(Ky)

Bipy) Il existe un morphisme de graphes non-orientés . (q) (Ka) (ct. la définition 1.4.14.)

Pro(0G) 2Py L (K

Bipy) Il existe des sous-ensembles Vi C V(G) etV, C V(G) tels que :
i) V(G) =V U V,y.

ii) pour tout {z,y} € P12(G), si e(G) " ({{z,y}}) # 0, il existe k € {1,2} tel que x € Vy et
Yy € Vak.
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Démonstration : On rappelle que K est le graphe complet a2 sommets (ct. la définition 1.4.14;) et qu’on a
alors V(Kz) = {1,2} et E(K2) = {{1,2}}.

£G) —, (k)

Bip; = Bip, Etant donné un morphisme de graphes non-orientés (@) E(K"‘)J, , notons

Pro(0G) 2Py L (K

Vi == V(B)"t({k}) pourk € V(K3) = {1,2}. Le pointi est alors évidemment satisfait. Le point ii
résulte de ce que pour tout {x,y} € E(G), E(B)({x,y}) = {1,2}; si bien que si V(5)(z) = 1,
V(B)(y) = 2 et vice versa.

Bips = Bipy Définissons .(q) e(Kz)J( par

P1,2(D)B
Pra(DG) 2

Vi) vG) — V(Ky)
r €V, — k.

Puisque £(K2) = {{1,2}} est un singleton , on a nécessairement Ve € E(G), £(B)(e) = {1,2}.
Le point ii assure alors qu’on définit bien ainsi un morphisme de graphes non-orientés .

Définition I1.6.1.2 (Graphe biparti) Si un graphe fini simple non-orienté G = (V(G),£(G),e(Q))
vérifie I'une des conditions équivalentes Bip; ou Bipa, on dit que G est un graphe biparti . On dira que
{V1, Vs } satisfaisant i et ii. est une bipartition de G.

Définition I1.6.1.3 (Graphe k-coloriable) Un graphe simple non-orienté G = (V(G),£(G),e(G)) est
k-coloriable , pour un entier naturel k € N s’il existe un morphisme de graphes non-orientés  (cf.
la définition II.1.1,) v : G — K, (cf. la définition 1.4.14.)

En particulier, G est biparti si et seulement si G est 2-coloriable .

11.6.2 . —Morphismes de but G

Définition I1.6.2.1 (Parcours, circuit) Ettant donné un graphe simple non-orienté G = (V(G),£(G),e(@)),
pour £ € N un entier naturel ,

1) (Parcours)

gP) — . £(G)

un parcours de longueur ¢ dans G est un morphisme de graphes non-orientés . (p,) (@)

PP 2Py L (e

(cf. la définition 1.4.10.)

Il revient au méme de se donner I'ensemble {, ..., v, := V(m)({)} C V(G) de sorte que V0 < i <
=1, {vi,viy1} € E(Q) soitune aréte de G.

Noter qu’on ne demande absolument pas que V(7) soit injective ; autrement dit le parcours m « peut
repasser plusieurs fois par un méme sommet »; £(w) n’a pas plus de bonne raison d’étre alors injective .
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ii) (Circuit)
Le parcours 7 estun circuit sim(0) = w(£).
Notation IL.6.2.2 (Parcours) Etant donné un graphe simple non-orienté ~ G := (V(G),E(G),e(G)), pour
£(P) —— £(G)
tout (v,w, £) € V(G) x V(G) x N,onnote P(G), , ,I"ensemble des parcours de longueur{ . (p,) (@)
Pra(DP 25 P (DG

dans G tels que V(7)(0) = vetV(m)(¢) = w.

Définition IL.6.2.3 (Parcours, circuit eulérien) Etant donné un graphe simple non-orienté G = (V(G),E(G),e(G)),

i) (Parcours)
un parcours eulérien de longueur {  est un parcours de longueur { 7 : Py, — G tel que I'application
E(m) : E(Py) — E(Q) est bijective ; autrement dit le parcours passe une fois et une seule par chaque aréte

de G.

ii) (Circuit)
Un circuit eulérien est un parcours eulérien © : Py — Gtelque m(0) = w(¢) . Cette dénomination
se rapporte évidemment a la question des sept ponts de Konigsberg formulée par EULER.

Définition I1.6.2.4 (Chemin et cycle dans un graphe) SoitG := (V(G),E(G),e(G)) un graphe simple non-
orienté . un chemin (resp.un cycle ,) de longueur ¢ dans G, est un morphisme de graphes non-orientés

~v : Py (resp. Cp,) — G (cf. la définition 1.4.10, (resp. la définition 1.4.12 ,)

tel que V(7y) soit injective .
De maniere équivalente, en considérant I’image de ~ (cf. la définition I1.2.8,) un chemin (resp. un cycle ,)
dans G est un sous-graphe non-orienté isomorphe (cf.la définition 1.2.14,) a Py, (resp. a Cy.)

Exemple I1.6.2.5 (Chemins et cycles) (cf. I’exercice 11.7.4.1.)

Définition I1.6.2.6 (Chemin, cycle, graphe Hamiltonien) Etant donné un graphe simple non-orienté
G = (V(G),£(G).£(Q)),

1) un chemin (resp. cycle ,)
v : Py(resp.Cy,) —» G

est hamiltonien si V(7y) est bijective . On parle alors de chemin hamiltonien (resp. cycle hamiltonien ou cycle
couvrant .)

i) (Graphe Hamiltonien)
On dit que G est un graphe hamiltonien s’il posséde un cycle hamiltonien .
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11.6.3 . —Sous-graphe

Lemme I1.6.3.1 (Sous-graphe induit par une partie) Etant donné un graphe simple non-orienté G := (V(G),E(G),e(@)),
etW C V(G), il existe un unique sous-graphe non-orienté induit ~ (cf. la définition I1.2.4,) H C G, tel que
V(H) = W.

Démonstration : Si H existe alors nécessairement
EH) = EGQ)w = EG) xyey W = {€ E(G); e(G)(e) € Wx W} 11.6.3.1.1
ce qui définit complétement et uniquement H.
Définition I1.6.3.2 (Sous-graphe induit par une partie) Dans la situation le lemme 11.6.3.1, on dit que H est
le sous-graphe non-orienté induit  par W. On pourrait le noter Gy == (W, £(G)w , e(G)ieyw ).

i) (Stable)
Si G|w estun graphe isolé (cf. la définition 1.4.9,) on dit que G|y (ou méme simplement W) est un stable

ii) (Clique)
Si G|y est un graphe complet (cf. la définition 1.4.14,) on dit que G|y (ou méme simplement W) est une
clique .

11.6.4 .—Automorphismes

Proposition I1.6.4.1 (Aut(-) C S.) Sit G est un graphe simple non-orienté (pas nécessairement fini .)
Alors le morphisme de groupes du point ii de la proposition I1.5.5 est injectif

Démonstration : Les arguments sont essentiellement ceux donnés au point ¢ de la question 2 de I’exerci-
cell.7.4.3.

I1.7 . —Exercices
I1.7.1 .—Magmas, groupes

Exercice I1.7.1.1 Faire les détails de la preuve de la proposition 11.4.5.14.

Exercice I1.7.1.2 Etant doné un morphisme f : M — N, (de magmas associatifs ,) montrer que :

1) siecest’élément neutre de M son image f(¢) n’est pas nécessairement 1’élément neutre de N ;

2) siy estle symétrique de = dans M, f(y) n’est pas nécessairement le symétrique de f(z) dans N.

Exercice 11.7.1.3 Donner la preuve de la proposition 11.4.5.21.

Exercice I1.7.1.4 1) Compléter la preuve de la proposition 11.4.5.17.

2) a) Si e estun élément neutre de M est-il encore un élément neutre d’un sous-magma N 7

b) Si N possede un élément neutre 1) celui-ci est-il nécessairement celui de M ?
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¢) Sixz € N possede un symétrique dans M celui-ci est-il aussi son symétrique dans N 7

d) Siz € N possede un symétrique dans IV est-il aussi son symétrique dans M ?

Exercice I1.7.1.5 Soit (M, *) un magma associatif, d’élément neutre ¢ et N un sous-magma tel que e € N.
Montrer que :

1) eestl’élément neutre de N.

2) sixz € N auninverse y dans N, c’est aussi son inverse dans M.

Exercice I1.7.1.6 Faire la preuve de la proposition 11.4.5.24.

Exercice I1.7.1.7 (Unicité des éléments remarquables) Soit (F,*) un ensemble muni d’une loi associa-
tive.

1) (Elément neutre)
Montrer que si (E, *) posséde un élément neutre ¢ celui-ci est unique.

2) (Symétrique)
Montrer que si (F, ) posséde un élément neutre ¢, tout élément x € F posséde au plus un symétrique.

Exercice 11.7.1.8 (Morphismes de groupes) Soit
f : (Ga*76G) — (H;';GH)
un morphisme de groupes .

1) (Elément neutre)
Montrer que f(eg) = €q.

2) (Symétrique)
Montrer que pour tout 2 € G, si y est son symétrique, f(y) est le symétrique de f(x).

3) (Image)
Montrer que Im f est un sous-groupe de (H, -).

4) (Noyau)
Montrer que Ker f est un sous-groupe de (G, *).

5) (Isomorphisme)
Montrer que si f est bijective et que g est son applications réciproque, alors g est un morphisme de groupe.

Exercice I1.7.1.9 (Le groupe (S(E), o)) Soit E un ensemble.

1) Vérifier que o est une loi interne sur S(E).
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2) Montrer qu’il existe un élément neutre pour la loi o dans S(E) et le caractériser.

3) Montrer finalement que (S(E), o) est un groupe.
Exercice I1.7.1.10 (La bijection S(E) = S(F')) Soient E et F' deux ensembleset v : £ — F une bijec-
tion de £ dans F’ dont on notera v la bijection réciproque i.e.

v:F - FE :vou=1Idg,uov=Idp.

Montrer que I’application
Pu : (S(E),0) = (S(F),0), f = uo fou
est un isomorphisme de groupes.

Exercice I1.7.1.11 (Sous-groupes) 1) (Intersection de deux sous-groupes)
Pour deux sous-groupes H et K d’un groupe G, H N K est un sous-groupe de G.

2) (Union de deux sous-groupes)

Etant donnés des sous-groupes H et K d’un groupe commutatif (G, +), montrer que H U K est un sous-
groupe de (G, +) si et seulement si H C K ou K C H.
Indication : Montrer qu’il revient au méme de démontrer que [H ¢ K et HUK sous-groupe entraine K C H]
puis prouver cette derniére assertion.

3) (Famille filtrante)
Faire la preuve du point iv de la proposition 11.5.6.22.

Exercice I1.7.1.12 (Groupe des automorphismes) Complétez la construction de I’exemple 11.5.6.21.
Exercice I1.7.1.13 On suppose que E est munie d’une relation d’équivalence ~ et d’une loi
- ExE = E.
On suppose que - et ~ sont compatibles c’est-a-dire que
V(z,y,2,t) EEXEXE, (xt~y Az~t =z-2 ~y-t).
Onnoter : E — E/ ~ lasurjection canonique .

1) Montrer qu’il existe une uniqueloi { : E/ ~ XFE/ ~ — FE/ ~ tel que 7 soit un morphisme c’est-a-dire
que
V(z,y) EEXE, (n(z-y) = n(2)t7(y)) .

On parle alors de structure quotient.

2) Montrer que si - est associative, (resp. posseéde un élément neutre ) (resp. est commutative) il en est de
méme de . Montrer que si z € F posséde un symétrique y pour - alors 7 (y) est le symétrique de 7(z) pour .

3) Donner des exemples déja connus des constructions précédentes.
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I1.7.2 . —Morphismes
Exercice I1.7.2.1 (Morphismes) 1) (Identité)

Faire la démonstration du point i du lemme II.1.3.

2) (Composé)
Faire la démonstration du point ii du lemme I1.1.3.

Exercice I1.7.2.2 (Inverse) Faire la démonstration du lemme I1.3.3.
Exercice 11.7.2.3 (Isomorphismes) Compléter la démonstration de la proposition I1.3.5.

Exercice 11.7.2.4 (Groupe des automorphismes) Soit G un graphe (resp. un graphe a involution ,) (resp.
un graphe non-orienté .)

1) Montrer que Autgpn(G) (resp. Autgppin (G),) (resp. Autgpnno(G),) est un groupe pour la loi de compo-
sition o.

Autgph (G) (resp. Autgpnin(G), ) (Autgpnro(G), )

2) Montrer que application i(V(G))

(@)

est un morphisme de groupes .

3) Etant donné un graphe (resp.un graphe a involution ,) (resp. un graphe non-orienté ) Het¢ : G = H
un isomorphisme de graphes (resp. un isomorphisme de graphes a involution ) (resp. un isomorphisme de
graphes non-orientés ,) construire un isomorphisme de groupes

Autgph(G) = Autgpn(H),
(resp.  Autgpnin(G) = Autgpnm(H) , )
(resp.  Autgppio(G) = Autgppeo(H) )

I1.7.3 . —Sous-graphes
Exercice I1.7.3.1 (Sous-graphes) Faire la démonstration de la proposition I1.2.1.

Exercice 11.7.3.2 (Sous-graphe) Faire la démonstration de la proposition I1.2.3.

.74 .-

Graphes finis simples non-orientés

Exercice I1.7.4.1 (Chemins et cycles dans un graphe) Soit G := (V(G),&(G),e(G)) ungraphe fini (non
vide.) On note §(G) := min, ¢ y(q)(da(u)) .

1) Montrer que G contient un chemin de longueur §(G) i.e. un sous-graphe isomorphe aPjc).
2) Sid(G) > 2, montrer que G contient un cycle de longueur > 6(G) i.e. un sous-graphe isomorphe 2a

Cy, 0> 5(G).
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Exercice 11.7.4.2 (Exemples de groupes d’automorphismes) Soitn € N.

1) Déterminer le groupe Autgppno(Iy,) du graphe isolé an sommet s.

2) Déterminer le groupe Autgpp.o(Ky,) du graphe complet a n sommets

Exercice 11.7.4.3 (Automorphismes) 1) Déterminer le groupe des automorphismes  du graphe fini simple
non-orienté P, pourn > 2.

2) (Automorphismes de C,)
Onnote I' := Autyp,no(Cy) le groupe des automorphismes  du cycle C,.

a) Montrer que 'application V qui & tout @ = (V(a),E()) € T associe V() est un morphisme de
groupes (cf. la définition I1.5.6.6,) de I dans le groupe symétrique Sy.

b) Le morphisme V est-il surjectif ?
¢) Est-il injectif ?

d) DéterminerI'.
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