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III . —Matrice d’adjacence, endomorphisme d’adjacence

III.0 . —Introduction

Dans ce chapitre (II1,) les graphes sont toujours des graphes finis simples non-orientés (cf. la
définition 1.4.4.) Les propriétés combinatoires d’un tel graphe G sont en étroite relation avec les propriétés
algébriques de I’ endomorphisme d’adjacence ®(G) de G (cf. 1a définition III.1.7,) ou de maniére équivalente
de la matrice d’adjacence G (cf. la définition I11.1.9.)

En particulier la proposition III.1.14 et méme la proposition II1.1.15 relient le nombre de parcours de long-
ueur { d’un sommet a un autre aux itérés de 1’endomorphisme d’adjacence .

On sait que le calcul d’itérés d’endomorphismes est grandement facilité lorsque ceux-ci sont diagonalisa-
bles (cf.la définition II1.7.2.3.) On sait également que, la plupart du temps, il n’est pas vraiement possible de
déterminer le spectre d’un endomorphisme puisqu’il est en fait rarement possible de factoriser son polyndome
caractéristique (cf. la définition I11.7.3.1.)

Dans le cas des graphes finis simples non-orientés
d’abord 1’endomorphisme d’adjacence est diagonalisable ;
le spectre de ce dernier peut, dans un certain nombre de cas étre déterminé a partir du graphe lui-méme
(voir les paragraphes I11.3, I11.11.6, IV.3.)
Ainsi le graphe permet de déterminer le spectre de 1’endomorphisme d’adjacence qui, en retour donne des
informations combinatoires sur le graphe .

Le fait que I’endomorphisme d’adjacence est diagonalisable est justifié par le fait qu’il est auto-adjoint

(cf. 1a définition II1.10.5,) (ou encore que la matrice d’adjacence est symétrique dans une base orthonor-

male ) pour une structure euclidienne (resp. hermitienne ) bien choisie (cf. la proposition 111.2.2;) la
diagonalisabilité del’endomorphisme d’adjacence découlant alors du théoreme II1.10.9.

On a sans doute déja mesuré I’'importance du théoréme I11.10.9, dans les questions de éduction d’endomor-
phismes . Le résultat technique permettant de démontrer ce théoreme est la proposition II1.10.8. Cette derniere
fait appel, dans sont énoncé et sa démonstration, a un certain nombre de définitions et de résultats que nous
rappellerons également dans ce chapitre.

On rappelle en particulier ce qu’est un endomorphisme auto-adjoint (cf. la définition I11.10.5,) ce qui nous
amenera naturellement a revenir sur les structures euclidiennes et hermitiennes  aux paragraphes IIL8, et
I11.9.

La proposition III.10.8 établissant précisément I’ existence d’éléments propres pour un endomorphisme
auto-adjoint , il nous a paru raisonnable de rappler ce qu’est une valeur propre (cf. le point i de la défini-
tion I11.7.2.2,) et d’un vecteur propre (cf.le point ii de la définition I11.7.2.2.)

III.1 . —L’espace K et I’endomorphisme d’adjacence

Dans tout ce paragraphe (II1.1,) K est un corps (cf. la définition II1.1.1.12.) En pratique nous ferons, le
plus souvent, I’hypothése que K = R ou C ; méme si nous ne nous interdisons pas, a priori, d’étudier
d’autres situations.

On rappel, dans ce paragraphe (III.1) un certain nombre de définitions et de résultats d’algebre linéaires. Ils
font partie du programme des années précédentes; et il n’est nul besoin de s’y attarder si vous étes parfaitement
al’aise avec.

11 faut impérativement €tre en mesure de comprendre la définition II1.1.7. Nous donnons un certain nombre
d’éléments destinés a permettre cette compréhension ; mais s’ils sont acquis il n’est pas nécessaire de s’y attar-
der de nouveau.
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IL.1.1 . —Corps
Définition IT1.1.1.1 (Anneau) Un anneau est un triplet (A, +, *) (le plus souvent noté A, ) tel que :

Ann;) Le couple (4, +) est un groupe abélien (cf. la définition I1.8.1.4 ;)
etlaloix : Ax A — A vérifie :

Anny) pour tout triplet (x, y, z) d’éléments de A,
xx(y*xz) = (x*xy)*z,

(la loi = est associative)

Anng) il existe un élément 14 de A, appelé élément neutre de (A, x), (souvent noté 1 lorsque le contexte est
clair) tel que, pourtoutx € A, 14 xx = z*1y = x ; (on supposera toujours que 14 # 04 ot 04 est
I’ élément neutre pourlaloi + ;)

Anny) pour tout triplet (x, y, z) d’éléments de A,
xx(y+z) = cxyt+axz, et (x+y)xz = cxxz+y*z,

(1a loi * est distributive par rapport a la loi +.)

On dira aussi que les lois + et * donnent a I’ensemble A une structure d’anneau.

La loi + est usuellement appelée addition et la loi * multiplication, par analogie avec 1’anneau “modele”
(Z,+, x). Pour tout couple (x, y) d’éléments de A, on appellera x + y et x * y respectivement somme et produit
de z et y.

On remarque que pourtoutx € A, 0axx = %04 = 04 .Ondit que 04 est un élément absorbant.

Définition I11.1.1.2 (Morphisme d’anneaux) Une application f : (A,+4,%4) — (B,+p,*p)estunmor-
phisme d’anneaux ou homomorphisme d’anneaux (ou simplement morphisme si le contexte ne préte pas a
confusion,) si :

Anng) f : (A,+4) — (B,+p) estun morphisme de groupes (cf.la définition I11.8.2.1.)

Anng) Pour tout couple (z, y) d’éléments de A,
fl@xay) = f@) x5 fy) .

Anng) f(1a) = 1s.

Cela revient a dire que f est un morphisme a la fois pour les magma (A4, +) et (B, +) (cf. I’axiome Anns,)
ainsi que pour les magma (A, x) et (B, *) (cf. ’axiome Anng.) Néanmoins on ajoute I’axiome Ann; dont on
verra I’importance dans la suite.

Définition IT1.1.1.3 (Sous-annau) Etant donné un anneau (A, +, *) un sous-anneau de A est une partie B de
Atelle que 14 € B et les restrictions respectives des lois + et * a B donnent a B une structure d’anneau.

En particulier (B, +) est alors un sous-groupe (cf. la définition I1.8.3.1,) de (4, +).

Proposition II1.1.1.4 (Caractérisation des sous-anneaux) Etant donnés un anneau
(A,+,x)et B C A
une partie de A, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) B est un sous-anneau au sens de la définition II1.1.1.3.
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b) Bestnonvide,14 € B, et pour tout couple (x,y) d’éléments de B,

y—x € Betxxy € B.

c¢) La restriction
ldap : B = A

de I'identité Id 4 a B est un morphisme d’anneaux . Ceci signifie implicitement que B posséde une structure
d’anneau.

Démonstration : (cf. ’exercice II.11.1.1.)

Définition IIL.1.1.5 (Anneau commutatif) Etant donné un anneau (A, +, *), si
V(z,y) EAX A zxy = y*ux
on dira que la loi * est commutative ou encore que I’anneau (A, +, ) est un anneau commutatif.
Définition IT1.1.1.6 (Anneau intégre) Si (A, +, %) est un anneau tel que
Vee A, Vy € A, (zxy =0 =2 =0V y=0),
on dit que A est un anneau integre.

Exemple II1.1.1.7 (Anneaux) a) La multiplication * sur Z, donne a (Z, +, *) une structure d’anneau com-
mutatif.

Par ailleurs la relation de congruence modulo n (cf. le point d de I’exemple I1.8.1.2) est compatible a la
multiplication (cf. la définition I1.7.18) i.e. pour tout (a,b) € Z x Z, et (a’,b') € Z X Z, si

a ~y, aetb ~, b,

alors
ab ~, ad'b.

Ce qui permet de définir une multiplication *z,,, sur I’ensemble Z/n des classes modulo n par :

E*Z/nE!: axb.

Le triplet (Z/n, 42/, *z,/x), le plus souvent noté Z/n est alors un anneau commutatif .
Attention : (Z/n, ) n’est jamais un groupe .

b) Un exemple fondamental qui entrera dans un certain nombre de constructions que nous allons envisager,
est constitué par 'anneau (Endgr(G),+,0) ot (G, +) est un groupe abélien .
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¢) On dira qu’une fonction f: R — R est a support compact, s’il existe un intervalle [a,b] C R (i.e. un sous
ensemble compact de R, ) tel que pour tout = ¢ [a,b], f(z) = 0.Lensemble C des fonctions continues a
support compact, muni de 1’adition :

+:CxC —= C
(fr9) = fHgl(f+9)(x) = fz)+g(x)Vz R, ;

et de la multiplication :
*x:CxC — C
(fr9) = frgl(f*g)(x) = f(x)*g(x)Vr e R;

n’est pas un anneau au sens de la définition III.1.1.1.

En effet, C ne possede pas d’élément neutre pour la multiplication * et ne vérifie donc pas ’axiome Anns de
la définition II1.1.1.1

Dans la suite de ce cours, nous n’aurons pas a considérer de tels objets, ce qui nous incite a donner une
définition d’anneau plus restrictive a laquelle satisferont tous les objets de notre étude. Les anneaux que nous
considérerons sont parfois appelés anneaux uniféres.

Exemple I11.1.1.8 (Sous-anneaux) a) Le noyau d’un morphisme d’anneau f : A — B n’est pas un sous-
anneau de A. En effet, un sous-anneau de A contient nécessairementl 4. On aurait alors f(14) = 0p. Or
t ’axiome Ann; de la définition III.1.1.2 impose f(14) = 1p. Par ailleurs I’axiome Anng de la défini-
tion III.1.1.1 impose 15 # 0p.

b) Lanneau (Z,+,*) est un sous-anneau du corps Q des nombres rationnels muni des lois + et * usuelles.

Définition I11.1.1.9 (Elément inversible) Tous les éléments d’un anneau A différents de 0 4 ne possédant pas
nécessairement un inverse pour la loi %, on notera A* 1’ensemble des éléments de A inversible pour x ie.
ceux qui possédent un inverse. On appelle parfois également unité un élément de A*.

Remarque ITI.1.1.10 Soit (B, +, %) un sous-anneau d’un anneau (A+, ).

i) Notons que I’axiome Ann; de la définition III.1.1.1 a en particulier pour conséquence que (B, +) est un
sous-groupe de (A, +) ; ce qui entraine, en particulier (cf. I11.8.3.4,) que 1’élément neutre 04 de (A, +) est
aussi ’élément neutre de (B, +) et que I’opposé d’un élément x € B est son opposé dans A.

ii) Notons que la condition 14 € B, entraine que 1 4 est’élément neutre pourlaloi x sur B (cf. I11.9.1.5.1,)
et que tout inversible dans B est inversible dans A et que son inverse dans B est encore son inverse dans A (cf.
11.9.1.5.2.) 1l s’ensuit que (B>, ) est alors un sous-groupe de (A*, *).

iii) La condition 14 € B est automatiquement satisfaite dans le cas ot A est intégre. En revanche si I’on
considére un anneau R quelconque (méme intégre) et A := R x R muni des lois (z,y) +a4 (z,t) =
(x +r 2,y +rt) et (z,y) *a (2,t) = (z*g 2,y *prt), (ce qu on appelle la structure produit (cf. la
définition II1.5.14.)) La partie

B := {(z,0),x € R}

est une partie qui est un sous-groupe pour la loi + 4 un sous-magma pour la loi *4. B est méme un anneau
isomorphe a R dont I’élément neutre estlp = (1g,0) différent de 1élément neutre 14 = (1p,1g) de A.
On ne dira pas dans ce cas que B est un sous-anneau de A.

La condition 14 € B est a rapprocher de I’axiome Ann; de la définition IIT.1.1.2 .

119



LDD/S6 MDD354, Structures algébriques : Graphes, groupes, algébre linéaire, topologie ..., 111, 1.2 Université Orsay-Paris-Saclay, 2024-2025

Lemme II1.1.1.11 i) Pour tout morphisme d’anneaux Mor f AB, larestriction f* := fiax de f a A* est
un morphisme de groupes a valeurs dans B .

i) Pour tout anneau A,
Ida™ = Idyx .

iii) Pour tous morphisme s d’anneaux f : A — Betg : B — C,
(go f) =g"of".

iv) Pour tout isomorphisme d’anneaux f : A — B d’isomorphisme réciproqueg : B — A
F (A% %) — (B*,%)

est un isomorphisme de groupes d’isomorphisme réciproque g*.

Démonstration : (ct. I’exercice II1.11.1.3.)

Définition IT1.1.1.12 (Corps) Un anneau commutatif (A, +,*) est un corps si tous les élément s de A
différents de 04 possedent un inverse pour la loi * ; i.e. A = A \ {04}. Un corps et bien évidemment un
anneau integre ; mais 1’anneau Z, par exemple, est un anneau intégre sans pour autant étre un corps.

La proposition I1.7.21 et la proposition I1.8.1.7 ont leur pendant pour les anneaux :

Proposition I11.1.1.13 Etant donnés un anneau (A, +, %) et un ensemble E, I’ensemble AF des applications
de E dans A muni des lois induites (cf. I1.7.21,) est un anneau (commutatif si A I’est.)

Démonstration : (ct. la question 1 de I’exercice I1I.11.1.2.)

III.1.2 . —Espace vectoriel

Définition II1.1.2.1 (Espace vectoriel) Etant donné un corps K (cf. la définition II1.1.1.12,) on rappelle qu’un
K-espace vectoriel est un triplet (E, +, -) (simplement noté E si cela ne doit étre a 1’origine d’aucune confu-
sion,) tel que :

Vectg) Le couple (E, +) est un groupe abélien (cf. la définition 11.8.1.4 ;)
- Kx E — E, appelée application de structure vérifie :

Vecty) V(a,z,y) E KX EXE,a-24+y = a-x+a-y;

Vecty) V(a,b,2) e Kx KX E, a+b-x

=a-z+b-x;
Vects) V(a,b,2) EKxKx E, axb-2 = a-(b-z);

Vecty) Ve e E, 1.z = x.

Une application f : E — F estune application linéaire si :

Vects) f : (E,+g) — (F,+F) estunmorphisme de groupes (cf.la définition I1.8.2.1;)
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Vectg) pourtouta € Kettoutx € F,
fla-pr) =a-rf(z).

Définition IT1.1.2.2 (Sous-espace) Etant donné un K-espace vectoriel E, un sous-espace F' est un sous-
groupede E tel que V(a,z) e KX F, a-x € F.

Lemme II1.1.2.3 (Caractérisation des sous-espaces) une partie F C E est un sous-espace de F si et seule-
ment si
F # 0etV(a,b,z,y) e KXKXFXxF a-z+b-y € F ;

La proposition II1.1.2.4 ce-dessous est 1’exact analogue de la proposition I1.8.3.7; ce qui n’est d’ailleurs pas
absolument surprenant puisqu’un K-espace vectoriel est en particulier un groupe abélien .

Proposition II1.1.2.4 Soit E' un K-espace vectoriel , F et G des sous-espaces vectoriels
i) (Intersection)

F N G est un sous-espace vectoriel F ;

ii) Plus généralement pour F un ensemble nonvide de sous-espacesvectoriels de E,(\F estun sous-espace
].‘
vectoriel de F.

iii) (réunion)
F U G est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

F c GouG C F.

iv) (Famille filtrante)
Si (Fn) ,n € N est une suite de sous-espaces vectoriels de F telle que

Y(p,q) ENxN, Ir € N, F, C F.etF, C F,,

alors U F est un sous-espace vectoriel de .
neN

Un cas particulier est celui ou (Fn) ,n € N €st croissante, i.e.
VpeN,VgeN,p < q= F, C F,

car alors
Vp e N, Vg e N, Fp - Fmax(p,q) et Fq - Fmax(p,q) .

Proposition I11.1.2.5 Etant donné un K-espace vectoriel E et des sous-ensembles S et F' de E, les assertions
suivantes sont équivalentes :

a) I = {Zai-Esi,n e N, (ai)lgign e K, (Si)1<i<n S S}

i=1 o

b) F est un sous-K-espace vectoriel de E tel que, pour tout sous-K-espace vectoriel G de E contenant S,
FcaG.
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c) F = N G.
G sous-K-espace vectoriel deE , S C G

Démonstration : La preuve se fait sur le méme modele que dans le cas des groupes (cft. la proposition I1.8.4.7

)

Définition IT1.1.2.6 Etant donnés un K-espace vectoriel E et des sous-ensembles S et F' de E, si F et S
vérifient I’une des trois conditions équivalentes de la proposition II1.1.2.5, on dira que F' est le sous-K-espace
vectoriel de E engendré  par S. On dira que S est un partie génératrice de F. Onnotera F = Vect(S) .

Si I = FE ondira que le K-espace vectoriel E est engendré par S, ou que S est une partie génératrice
de .

Définition IT1.1.2.7 (Partie libre) Etant donné un K-espace vectoriel E, une partiec S C F est une partie
libre de FE si

pour tout n € N, tout n-uplet (s;); -, «,, € S, d’éléments deux a deux distincts de s, et tout n-uplet
(ai)1gign € K,

n

Zaisi =0=WV<1<n,a; =0.

i=1

Définition IT1.1.2.8 (base) Etant donné un K-espace vectoriel F, une base de E est une partie de E 2 la fois
libre et génératrice

ix) (Propriétés des bases, dimension)

a) Une partie libre de E peut toujours se compléter en une base
b) Un espace vectoriel possede toujours une base

c) Siunespace vectoriel FE possédeune base qui estune partie finiead € N élément s de E, alors toutes
les bases de E sont des ensembles a d élément s; et d s’appelle la dimension de E qui est notée dimg F
ou méme simplement dim E s’il n’y a aucune ambiguité quant au corps considéré. On dit alors que E est de
dimension finie .

II1.1.3 . —Applications linéaires

On a rappelé la définition d’application linéaire (cf. la définition III1.1.2.1,) il nous arrivera parfois d’em-
ployer le terme morphisme d’espaces vectoriels ou méme morphisme si le contexte est clair comme synonyme
d’application linéaire .

Ainsi les notions d’isomorphisme (cf. la définition 11.8.2.4,) d’endomorphisme (cf. le point i de la défini-
tion 11.8.2.7,) d’automorphisme  (cf. le point ii de la définition I1.8.2.7,) sont-elles encore pertinentes dans le
cadre des espaces vectoriels . Et en particulier : Soit v : F — F une application linéaire (ou morphisme

de K-espaces vectoriels :)
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Proposition II1.1.3.1 (application linéaire surjective) une application linéaire w : E — F est surjective
(cf. Ie point ii de la définition I.1.13.18,) si et seulement si il existe une partie génératrice de E/ dont1’image est
une partie génératrice de I si et seulement si il existe une partie de E dont I’image est une partie génératrice

de F) si et seulement si I’image de toute partie génératrice de E est une partie génératrice de F' |, si et
seulement si Imu = F';

Proposition I11.1.3.2 (application linéaire injective) une application linéaire v : E — F est injective (cf.
le point i de la définition I.1.13.18,) si et seulement si I’image de toutepartie libre de E est unepartie libre de
F, si et seulement si Keru = 0

Proposition I11.1.3.3 (Isomorphisme) Une application linéaire
u : E — I estunisomorphisme s’il existe une application linéaire v : ' — FE telle qauev o u =
Idgetu o v = Idp .

Néanmoins comme nous I’avons déja constaté pour les magmas (cf. la proposition 11.7.6,) et pour les grou-
pes (cf. la proposition I1.8.2.5,) ici encore, une application v : E — F estunisomorphisme si et seulement
si ¢’est une application linéaire bijective .

Proposition II1.1.3.4 (isomorphisme) une application linéaire u : E — F' est bijective i.e. un isomor-
phisme (cf. 11.8.2.4, proposition 11.8.2.5, ) si et seulement si I’image de toute base de E est une base de I,
si et seulement si il existe une base de E dont I’'image est une base de F';

Proposition IT1.1.3.5 (Image d’une base ) Ftant donnée une base B de E et une application f : B — F,
il existe une unique application linéaire

u: E — F telque Vb€ B, u(b) = f(b)

Définition IT1.1.3.6 (Endomorphisme/Automorphisme) Pour un K-espace vectoriel , E,

i) (Endomorphisme)
Un morphisme f : E — FE de E dans lui-méme est appelé endomorphisme

On note
Endvect (E) ou Endg (E) ou méme simplement End (E)

I’ensemble des endomorphismes d’espaces vectoriels de E.

i) (Automorphisme)
Un morphisme f : E — FE estun automorphisme si c’est a la fois un isomorphisme et un endomor-
phisme . 1l revient au méme, grice a la proposition I11.1.3.3, de dire que f est un bijectif .

On note
Autvyect(E) ouméme simplement Aut(E)

I’ensemble des automorphismes

Définition II1.1.3.7 (Projecteurs symétries) Soit £ un K-espace vectoriel .

i) (Projecteur)
Un projecteur est un endomorphisme p € End(E) telquep o p = Idg . Il s’ensuit alors que

E = Kerp & Imp (cf. exercice [11.11.4.1 .)

On dit alors que p est un projecteur sur Im p parallelement a Kerp .
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ii) (Symétrie)
Une symétrie est un endomorphisme s € End(FE)telque s o s = Idg . Il s’ensuit alors que

E = Ker(Idg — s) @ Ker (Idg + s) (cf. I'exercice I11.11.4.2 .)

On dit alors que s est une symétrie d’axe Ker (Idg — s) parallelement a Ker (Idg + s) .

Lemme II1.1.3.8 (Projecteurs, symétries et sommes directes) Soient £/ un K-espace vectoriel F et G des
sous-espaces vectoriels . Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) E=Faa.
b) Il existe un projecteur p € End(FE) tel que

Kerp = FetImp = G.

¢) Il existe une symétrie s € End(FE) telle que

Ker(Idg —s) = GetKer(Idg +s) = F.
De plus, lorsqu’ils existent, p et s sont uniques.

Démonstration : Pour I’équivalence b < c voir I’exercice I1I.11.4.2 ainsi que pour b=- aou c = a.

Etablissons donc que a= b : Sip € End(E) est un projecteur tel que Kerp = F etImp = G , alors,
pourtout (y,z) € F x G,p(y) = Oetp(z) = z (cf. 'exercice IIl.11.4.1.)

SiE = F & G, pourtoutz € E, il existe un unique (y,z) € F X G tel que x
nécessairement

=y + z.Alors

p(x) = ply+2) = ply) + pz) = 2.
On a ainsi montré I’unicité de p.

Reste a vérifier que 'application

p: F — FE,x Yy+z = z

satisfait bien le point b.

Le point le moins formel est de vérifier que p ainsi défini est effectivment une application linéaire . Pour
tout (z,2',a,a’) € E x Ex K x K, il exist un unique (y,y’,z,2') € F x F x G x G tel que

=y + zetad =9y + 2.
Alors
ar+d'r = aly+z2) + d W +2) = ay + dy + az + d'az’.

Puisque la somme F @& G estdirecte ; puisque ay + o'y’ € F ; puisque az + a'z’ € G ; par unicité de la
décomposition de ax + a’z’, on a :

plax +d'x’) = az + d'2' = ap(x) + d'p(2').
Resterait a vérifier que

pop=p,Kerp = Fetlmp = G;
ce qui est facile.
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La proposition III.1.3.9 qui suit est en fait une généralisation du lemme III.1.3.8 ce-dessus.

Proposition I11.1.3.9 (Propriété universelle des sommes directes) Etant donnée un K-espace vectoriel E

et F un ensemble de sous-espaces vectoriels tel que la somme g F = @ F estunesomme directe ,
FeF
FeF

pour tout K-espace vectoriel G et toute famille de morphismes

(fF P F = G)Fe]—‘

il existe un unique morphisme

f: EDF — GeelqueVF € F, fir = [r.
FeF

Définition IT1.1.3.10 (Sous-espace stable) Etant donnés un K-espace vectoriel E et un endomorphisme K-
linéaire © € Endg(F), on dit qu’une partie (éventuellement un sous-espace) ' C FE, est stable par u ou
stable sous u ou méme u-stable siu(F) C F.

III.1.4 . —Somme directe, supplémentaire

Définition IT1.1.4.1 (Somme de sous-K-espaces vectoriels ) Etant donné un ensemble F de sous-K-espaces
vectoriels d’un K-espace vectoriel E, on appelle somme des sous-K-espaces vectoriels F € F,le sous-K-

espace vectoriel noté Z F, engendré par la réunion des F' € F i.e.
FeF

> F = Veet( |J F).

FeF FeF

Définition I11.1.4.2 i) (Somme directe)
Etant donné un ensemble F de sous-K-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E, on dit que la som-

me Z F = Vect( U r ) est une somme directe si, pour tout x € Z F il existe un unique r € N

FeF FerF FeF
et un unique r-uplet

T
(@i)i<icr € U FtelqueVl<i<r z; # Oetz = in.Onnoteraalors

FeF i=1
> F=Veet(|JF) = PF.
FeF FeF FeF
Dans le cas ou F = (Fj); -, ., est une famille finie de sous-K-espaces vectoriels de E, la somme
F + ... + F, estune somme directe si, pour tout

T € F1+...+Fni]existeununiquen—uplet(xi)lSign € 1 x...xF,telquexr = in.
=1

On notera alors
R+ ...+ F, =F®...0F,.

ii) (Sous-K-espace vectoriel supplémentaire)

Pour un sous-K-espace vectoriel F' C E de E on dit qu’un sous-K-espace vectoriel G C E de E est un
supplémentaire de F'si E = F @& G estla somme directe de F et G.
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Lemme I11.1.4.3 (Supplémentaire) un sous-espace F' posséde toujours un supplémentaire G, i.e. il existe un
sous-espace
G telque E = F & G (cf. 1II.1.2.ix.a.)

Notation IIL1.5 Soit G := (V(G),E(G),e(G)), un graphe fini simple non-orienté (cf. la défini-
tion 1.4.4.)

i) On rappelle que K¥(©) (cf. 1.1.13.13,) est I’ensemble des application s de V(G) dans K. Afin d’alléger un
peu la notation, on notera, dans tout ce qui suit K& := KY(©) |

ii) Puisque (K, +) est en particulier un groupe et méme un groupe commutatif , on dispose d’une loi inter-
ne naturelle (ou canonique) (cf. la proposition 11.8.1.7,) +xc : K& x K¢ — K& définie par V(u, o, ) €
V(G) x K¢ x K&, (o =ge B)(u) := a(u) + B(u) .On notera évidemment simplement o + 3.

iii) De la méme maniere, la
multiplication * sur K définit une loi externe -xc : K x K¢ — K% :V(u,a,a) € V(G) x KxKY, (a ko
a)(u) := a=* a(u) . Ici encore on notera simplement a - « voire ac.

Proposition I11.1.6 (Structure de K-espace vectoriel sur K%) SoitG := (V(G),£(G),e(G))
un graphe fini simple non-orienté

i) Letriplet (K@, +xc, xa) est un K-espace vectoriel au sens de la définition IT1.1.2.1.

Démonstration : Ce sont des vérifications trés formelles laissées en exercice.

ii) Pourtoutu € V(G) on note :

a,: VG — K
u — 1 1
v#Eu +— 0
autrement ditV(u,v) € V(G) x V(GQ), ay(v) = yv -
Alors
Bg = {au}u e v(e) estune base (cf. la définition I11.1.2.8,) de K . 2
si bien que
dimg K¢ = #(V(Q)) . 3
Démonstration :

B est génératrice Puisque V(G) est un
ensemble fini ,Ya € K¢ o = Z alu)f = Z a(u)ay, ; ce qui assure que Bg est une
B € Ba u € V(G)

partie génératrice de K.
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Bg est libre Pour tout (ay), ¢ v() € K, rappelons une fois encore que Z G004, @ Uun sens et est
u € V(G)
une combinaison linéaire des (v )y ¢ v();, puisque V(G) est un ensemble fini . Alors :

Z ayo, = 0

u € V(G)
= Yv € V(G), Z ayoy, | (v) = 0
u € V(G)
= Yv € V(G), Z ayoy,(v) = 0
u € V(G)
= Yu e V(Q), > @by = 0
u € V(G)
= Yv e V(G), ay, = 0.

Bg est donc une partie libre de KY. Un autre argument sera donné 4 la remarque II1.2.3.

Définition IT1.1.7 (Endomorphisme d’adjacence) Etant donné un

graphe fini simple non-orienté G = (V(G),&(G),e(G)), 'endomorphisme d’adjacence ~ ®(G) est
I’endomorphisme de K& défini par :
Y(a,u) € KE x V(G), ®(G)(a)(u) = Z a(v) .
v € Ng(u)
Proposition I11.1.8 Soit G := (V(G), E£(Q), E(G)) un graphe fini simple non-orienté . L’application

®(Q) de lIa définition III.1.7 est bien un endomorphisme de K€ ; ce qui justifie Iappellation d’endomorphi-
sme d’adjacence .
Démonstration : 1l est immédiat de vérifier que ¥(a, B) € K& x K&, V¥(a,b) € K x K, ®(G)(aa + bB) =
a®(G)(a) + bO(G)(B) .

Définition IT1.1.9 (Matrice d’adjacence) Etant donné un
graphe fini simple non-orienté (cf. la définition 1.4.4,) G := (V(G),E(G),e(@)), lamatrice d’adjacence
de G est la matrice A(G) définie par

(A(@))u e vicy = #(@) 7 ({{u.v}})

v € V(G)

Proposition IIL.1.10 Soit G := (V(G),E(G),e(G)) un graphe fini simple non-orienté . La matrice de
®(G) dans la base B¢ (cf. III.1.6.ii.2,) est la matrice d’adjacence de G au sens de la définition III.1.9.

Démonstration : Pour tout (u,v,w) € V(G) x V(G) x V(G), Z ay(u) estégalal siv € Ng(w)
u € Ng(w)
et0sinon. Orv € Ng(w) < w € Ng(v); si bien que

Z ay(u) = Z (1)

u € Ng(w) u € Ng(v)

= Z 6u,w

u € Ng(v)

= Z an (w) .

u € Ng(w)
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II s’ensuit que

Y(v,w) € V(G) x V(G), (G)(a)(w) = Y ow(u)
u € Ng(w)
= ay(w) ;

u € Ng(v)
ce qui entraine finalement que
Yo e V(G), ®(G)(aw) = Z ay ;
u € Ng(v)

ce qui correspond a la définition I11.1.9 de la matrice d’adjacence .

Exemple I11.1.11 (Matrices d’adjacence) Les matrices d’adjacence des
graphes finis simples non-orientés déja présentées 1.4.9 a 1.4.15 peuvent étre déterminées sans difficulté :

a) (Graphe isolé)
Pour tout entier naturel n € N la matrice d’adjacence du graphe isolé 1, (cf.la définition 1.4.9,) est la
matrice nulle .

b) (Graphe complet)
Pour le graphe complet (cf. la définition 1.4.14,) on a :

A(Gphemp2) = ((1) (1))
0 1 1
A(Gphemp3) = 1 0 1
1 1 0
01 1 1
1 0 1 1
A(Gphempd) = 110 1
1 110
¢) (Chemin)
Pour le chemin (cf. la définition 1.4.10,) on a :
0 1
0 1 0
AP3) = 1 0 1
0 1 0
01 00
1 01 0
APs) = 19 1 0 1
0 01 0
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d) (Cycle)
Pour le cycle (cf.la définition [.4.12,)on a:
0 1
aen = (0
0 1 1
A(Cs) = 1 01
1 10
0 1 01
1 010
ACY) = 1o 1 0 1
1 010
Remarque I11.1.12 (Matrice d’adjacence) Etant donné un graphe fini simple non-orienté G,

i) (Symétrie)
la matrice d’adjacence A(G) de G est une matrice symétrique :¥(u,v) € V(G) x V(G), a(G)u,v
a(G)v,u ;

ii) (Diagonale)

Yu € V(G), a(G)y,w = 0; puisqu’un graphe simple (cf.la définition 1.4.1,) n’a pas de boucle ;
iii) (Trace)

En particulier le point ii entraine que tr(A(G)) = 0.

iv) (Valeurs)
toujours parce que G est un graphe simple ,¥(u,v) € V(G) x V(G), a(G)y,y = Ooul.

Notation II1.1.13 (Matrice/endomorphisme d’adjacence) SoitG := (V(G),E(G),e(G)) un graphe fini sim-

ple non-orienté . On notera A(G) := (a(G)u v)u e v(G) 1a matrice d’adjacence de G ; et pour tout
v € V(G)
n € N, AG)" = (a’Sﬁg(G))u € V(G)
v € V(G)

Proposition I11.1.14 (Itérés de la matrice d’adjacence et parcours sur le graphe) SoitG := (V(G),€(G),e(G))
un graphe fini simple non-orienté (cf. la définition 1.2.8.) Pour deux sommets v et w le nombre de parcours

de longueur {  (cf. le point i de la définition I1.6.2.1,) est le coefficient (v,w) de la puissance (™ de la matrice
d’adjacence :

Y(v,w,0) € V(G) x V(G) x N, #(Pows(G) = al),(G).

Démonstration : (ct. I’exercice II1.11.7.1.)

Proposition I11.1.15 (Le cas sommet-transitif) SoitG := (V(G),E(G),e(G)) un graphe fini simple non-o-
rienté . Si G est sommet-transitif (ct. la définition I1.5.6,)

V(v,£) € V(g), # (Pove(G)) =

Démonstration : C’est une conséquence de la proposition II1.1.14 et de la proposition I1.6.2.3.
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II1.2 . —Structure hermitienne (euclidienne) sur K¢

Notation ITI.2.1 i) Dans la suite on suppose que K = R ou C. Pour tout z € C, on note Z son conjugué;
etpourz € R,onadoncz = z.

ii) On pose V(a, B) € K& x KY, (a|B) = Z a(u)B(u) ; cette formule s’écrivant simplement
u € V(G)
(a]p) = Z a(w)f (u)siK = R.

u € V(G)

Proposition II1.2.2 (Structure hermitienne/euclidienne sur K<) Etant donné un graphe fini simple non-o-
rienté G = (V(G),£(G),e(G)), K étant R (resp. C,)

i) (Produit scalaire)

Le couple (KG, D) ) est un espace euclidien (cf. la définition I11.9.1,) (resp. un espace hermitien (cf.
la définition I11.9.2.))

Démonstration : Puisque G est un graphe fini non-orienté K& est un K-espace vectoriel de dimension
finie (cf.1I1.1.6.ii.3.)

Reste donc a vérifier que la formule du point ii de la notation II1.2.1, définit bien un produit scalaire eu-
clidien  (cf. la définition II1.8.1,) (resp. un produit scalaire hermitien  (cf. la définition I11.8.2.)) La plu-
part du temps, il est presque immédiat de vérifier que I’axiome Eucly de la définition II1.8.1 (resp. Hermy,)
et I’axiome Eucly de la définition II1.8.1 (resp. Herms,) sont satisfaits. Il en va presque de méme ici pour
I’axiome Eucly de la définition II1.8.1 (resp. Hermy,) et I’axiome Eucls de la définition 111.8.1 (resp. Herms.)
Eneffetpourtouta € K& (o | B) = Z a(u)a(u) est une somme de réels positifs qui est donc positive

u € V(G)
et nulle si et seulement siVu € V(G), a(u) = 0.

ii) (Base orthonormée)
La base B¢ définie en I11.1.6.ii.2 est orthonormale  (cf. le point iii de la définition II.8.5.)

Démonstration : 11 est immédiat de vérifier que V(u,v) € V(G) x V(G), (ay | ay) = Oy -

Remarque II1.2.3 (Orthogonalité) Le fait que (o, | @y) = Jy,0 et le point b de la question 2 de I’exerci-
ce I11.11.2.4 assurent également que B est une partie libre de K&.

III.3 . —Spectre d’un graphe

Dans ce paragraphe (I11.3) le corps K est R ou C.

Définition IT1.3.1 (Spectre d’un graphe fini simple non-orienté) Etant donné un graphe fini simple non-o-
rienté G = (V(G),£(G),e(G)), le spectre Sp(G) est, par définition, le spectre Sp(®(G)) de I'endo-
morphisme d’adjacence ®(G) de G (cf. la définition III.1.7,) au sens du point ii de la définition I11.7.3.4.

Proposition I11.3.2 (Endomorphisme auto-adjoint) Soit G := (V(G),E(G),e(G)) un graphe fini simple

non-orienté . L’endomorphisme d’adjacence  ®(G) (cf. la définition 1I1.1.7,) est auto-adjoint (cf.
la définition II1.10.5,) pour le produit scalaire donné par la formule 11I.2.1.ii.
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Démonstration : On peut bien entendu voir ce résultat comme une conséquence du fait que la base Bg est
orthonormée (cf. le point ii de la proposition IT1.2.2,) et que la matrice de ®(G) (cf. la proposition II1.1.10,) est
une matrice symétrique (cf. le point i de la remarque II1.1.12.) On applique ensuite la proposition I1I.10.6.

On peut aussi donner un calcul direct qui découle du méme fait, a savoir que, puisque GG est un graphe
non-orienté ,¥(u,v) € V(G) x V(G), v € Ng(u) < u € Ng(v),

V(o 8) €K x K%, (®(@)(a)|8) = Y @(@)(a)w)b(u)

(u,w) € V(@)xV(G) , v € Ng(u)

= > a(u)B(v)
(u,v) € V(G)XV(G) , u € Ng(v)

= (a]2(G)(A)) -

Proposition I11.3.3 (Diagonalisabilité) Soit G := (V(G),&(G),e(G)) un graphe fini simple non-orienté
. L’endomorphisme d’adjacence ®(G) est diagonalisable (cf. la définition I11.7.2.3;) et

Sp(G) C R.

Démonstration : C’est une conséquence de la proposition I11.3.2 et du théoreme I11.10.9.

Exemple I11.3.4 (Exemples de spectres) Voir I’exercice III.11.6.1, I’exercice I11.11.6.2, ’exercice I111.11.6.3,

Proposition I11.3.5 (Graphes k-réguliers)

II1.4 . —Divisibilité dans les anneaux, PPCM PGCD

Dans ce paragraphe (I11.4,) A est un anneau intégre (cf.la définition ITI.1.1.6.) On notera A* I’ensemble
des éléments inversibles de A (cf. la définition II1.1.1.9.)

Définition IIL.4.1 (Idéal) Etant donné un anneau commutatif (A, +, %), une partie J C A de A est un idéal
si J est un sous-groupe (cf. la définition I1.8.3.1,) de (A4, +) tel que V(a,x) € AX T, axxz € J.

NotationII14.2 Sia € A, onnotead := {b € A; Jc € A, b = ac} quiest I"idéal engendré par
{a}. Un tel idéal est dit principal

Exemple IT11.4.3 (Idéaux) a) Les sous-ensembles {0}, et A de A sont des idéaux de A. Ce sont les seuls
idéaux de A si A est un corps.

b) Le noyau d’un morphisme d’anneaux f : A — B est toujours un idéal de A.
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¢) Lesidéaux de I’anneau (Z, +, %) sont exactement les sous-groupes du groupe (Z, +) c’est-a-dire les sous-
ensemble de Z de la forme dZ avec d € Z.

d) (Idéaux de A[X])
Pour tout entierv € N

J = {a € A[X](resp. A[[X]]) ; val(a)) > v} (cf. la définition I11.6.1.16,)
est un idéal de A[X] (resp. A[[X]],) qui s’identifie en fait & lidéal

XV A[X] (resp. XVA[[X]]) .
_ (o € AIX] (resp. AIXT): 38 € ALX] (resp. A[X]]), @ — Xvgy (€F-lanottion ML4.2)

(cf. le point d de la question 3 de I’exercice III.11.3.4 pour d’autres exemples.)

Définition I11.4.4 (Divisibilité) Pour tout couple (a,b) € A x A, ondit que a divise b ou que a est un diviseur
de b ou encore que b est un multiple de a et I’'on note a|b, s’il existe ¢ € Atel quea ¢ = b.

Notation IIL1.4.5 On notera
VX CA,DX) :={y € A; Ve e X, ylz} (tesp. M(X) := {y € A; Ve X, z|y})

I’ensemble des diviseurs (resp. multiples) communs a tous les éléments de X.
De maniére un peu abusive, on notera encore

D(l’,y) = D({way}) (resp./\/l(ac,y) = M({may}) )

Définition 111.4.6 (Elément premier) Un élément 2 € A de A est dit premier si x ¢ A* n’est pas un élé-
ment inversible (cf.la définition IIL.1.1.9,) et Vy € A, Vz € A, (zlyx2z = aly V z[z) .

Définition I1L.4.7 (Eléments irréductibles) Un élément z € A de A est dit irréductible siz ¢ A* n’est pas
inversible (cf. la définition II1.1.1.9,) etVy € A, Vz € A, (y xz =1x => yeA* Vv z€ AX) .

Remarque I11.4.8 Les définitions I11.4.7 et I11.4.6 sont présentées ici de maniere tout a fait indépendantes
I’une de I’autre contrairement a 1’habitude qu’on peut en avoir en travaillant dans les anneaux usuels Z ou
K[X]. Ces deux notions n’entretiennent en effet de rapports étroit que si on fait des hypotheses sur 1’anneau
A. Un premier résultat sera obtenu a la proposition I11.4.9 en supposant que A est intégre. Finalement dans le
cas des anneaux principaux , en particulier dans le cas de ’anneau K[ X] considérér ici, le lemme de GAUSS et
son corollaire le lemme d’EUCLIDE (cf. le théoréme II1.6.5.2.4,) permettra de « presque » confondre les deux
notions d’irréductibilité et de primalité et de retrouver la définition usuelle de nombre premier

Proposition I11.4.9 Dans un anneau commutatif intégre A, tout élément premier (cf. la définition I11.4.6,)
non nul est irréductible (cf. la définition I11.4.7.)

Démonstration : Soiten effetp € Aet(a,b) € Ax Atelsquep = axb. Alors pla b et puisque p est
premier , pla oup|b. Siplailexistec € Atelquea = pxc.L’égalitép = ax*b entraine alorsp = p*cx*b
qui entraine encore

px(l—cxb) = 0.

Orp # 0 et A est intégre donc
cxb =1

c’est-a-dire que b est inversible, ce qui assure que p est irréductible .
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Définition IT1.4.10 Pour X C A,si D(X) = A* ondit que les éléments de X sont premiers entre eux (dans
leur ensemble).

Lemme II1.4.11 ((cf. I11.4.3.c,) )
V(a,b) e AX A, alb & bA C aA & b € adA
(ol a A est I’idéal principal engendré par a ,)

Définition I11.4.12 (Eléments associés) Pour (x,y) € A x A, onditquey estassocié ax s’il existe un élé-
ment inversible uw € A* telquey = u*x.

Lemme II1.4.13 La relation d’association (cf. I11.4.12,) est une relation déquivalence dont les classes seront
appelées classes d’association .

Démonstration : (ct. I’exercice II1.11.3.5.)

Lemme I11.4.14 Si A est un anneau intégre, pour tout (a,b) € A x A, les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

a) albetbla;

b) aA = bA;

¢) Ju € A*, b = axu;
d Ju € A, a = bxu;
e) a etb sont associés.

Démonstration :

i) (a=b)
L’équivalence entre a et b est une conséquence immédiate du lemme I11.4.11.

i) (c=d<e)
L’équivalence entre c et d signifie exactement que la relation « étre associés » est symétrique. L’équivalence
avec e est tautologique.

iii) (c= a)
Puisque d et c sont équivalentes, ¢ entraine c et d qui entrainent tautologiquement a.

iv) (a=d)

Remarque iv.1 Notons que dans cette partie seulement de la démonstration I’hypothése que A est integre sera
utilisée.
Sialbetb|a, il existe (u,v) € Ax Atelsquea = bxuetb = axv. Ils’ensuit que a = a*v*u ou encore
queax(1—vxu) = 0.
a=0 Sia = 0,a|bentraineb = 0, et pourtoutw € A*,a = bx*w.
a#0 Sia # 0, puisque A est intégrel — v+ u = 0 c’est-a-dire que v * u = 1 si bien que u et v sont
inversibles, ce qui acheve la preuve.
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Définition IT11.4.15 (Pged Ppem) Etant donné un ensemble X C A, on appelle plus grand commun diviseur
ou Pgcd (resp. plus petit commun multiple ou Ppcm)

un plus grand élément de D(X )(resp. un plus petit élément de M (X), )

au sens de la relation | bien entendu, autrement dit, un élément d € D(X) (resp. m € M (X)) tel que:

Va € X, dla et Vb € D(X), b|d (resp. Va € X, a|lm et Vb € M(X), m|b.) Mr.4.15.1

Lemme I11.4.16 Etant donné une partie X C A, tous les Pged (resp. Ppem) de X s’ils existent engendrent
un méme idéal De maniére équivalente (cf. le lemme II1.4.14,) ils constituent une méme classe d’association.

Démonstration : An effetsi d et d' (resp. m et m’) sont deux Pged (resp. Ppecm) de X, par définition on a
d'|d et d|d’ (resp. m'|m et m|m’)

ce qui entraine, en vertu du lemme II1.4.11 dA = d'A (resp. A = m/A )

Notation I11.4.17 Le lemme ci-dessus peux motiver les notations suivantes : Pour X C A d (resp. m) un Pged
(resp. Ppem) de X, on notera :

A\ X = dAet (XV):=mA. 11.4.17.1

Pour tout (z,y) € A X A, on notera :
T Ay = /\ {z,y} et (x,yV) = {z,y}V). 1r.4.17.2

Remarque I11.4.18 (Eléments inversibles) L ensemble des éléments inversibles K[X]* des de
Ianneau (K[X],+, %) s’identifie au groupe des éléments inversibles K* de K lui-méme (cf. le point iii de la
proposition I11.6.2.5.)

Remarque I11.4.19 (Eléments associés) Par conséquent, deux éléments P et Q) de K[X] sont associés (cf.
la définition I11.4.12,) si et seulement s’il existe u € K* telque P = u * Q.

IIL.S . —Anneau quotient et factorisation des morphismes

Remarque II1.5.1 On a remarqué (cf. le point a de I’exemple 1I1.1.1.8,) que pour un morphisme d’anneaux
f A — B, lenoyau Ker f de f n’est pas un sous-anneau de A. En revanche, puisque c’et le noyau du

morphisme de groupes

f: (A,+) — (B,+) c’estun sous-groupe de (A, +) (cf. 11.8.3.10.)

De plus pour tout couple (z,y) d’éléments de Ker f et tout couple ((a, b) d’éléments de A, puisque f est
un morphisme d’anneaux

flaxz+bxy) = ax f(x)+bx f(y) = 0,

si bien que a x x + bxy € Ker f. On constate que le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal (cf.
la définition I11.4.1.)
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Remarque ITL.5.2 Pour un anneau (A, +, %) puisque (A, +) est un groupe abélien tout idéal J de A est en
particulier un sous-groupe distingué  de (A, +). les consttructions de la section I1.8.11 peuvent s’appliquer
mutatis mutandis. Néanmoins elles sont plus riches en générale, puisqu’on dispose d’une structure plus riche
que celle de groupe

Proposition ITL.5.3 (Relations déquivalences compatibles) Soient (A, +, *) un anneau commutatif et J un
idéal de A la relation ~5 définie par

V(z,y) EAXx A, x~y & y—x €7

est une relation d’équivalence compatible aux lois + et x de A. Il s’ensuit qu’il existe une unique structure
d’anneau sur le quotient A/J := A/~5 telle que la surjection canonique m : A — A/7J soit un morphi-
sme d’anneaux .

Démonstration : On a déja remarqué mais on rappelle encore que (A, +) étant un groupe abélien, et J un
sous-groue, il est distingué (cf. I1.8.10.7.b.) On constate que, de plus, la relation ~5 définie ici est exactement
celle définie dans la section I1.8.10. Il s’ensuit que la proposition I1.8.11.1 s’applique si bien qu’il existe une
unique structure de groupe (encore notée +) sur A/J telle que

m: (A +) = (A/3,+)

soit un morphisme de groupes .

De plus :
Ve € A, Vz € A,
Yy € A, Vt € A, xr~gz et y~gt
= Zxt—xTxy = z*kl—z*xy+zxy—axT*xy
= zx(t-y) +yx(z—2)
e 7J
= zxt ~y T*Y

c’est-a-dire, du fait que I est un idéal, que la relation ~7 est compatible a * et qu’il existe donc une unique loi
* sur A/J telle que
Vee A, VyeA n(xxy) = m(x)*m(y)

(cf. 11.7.19.)

1l reste encore a vérifier que
(A/3, 4, *) satisfait aux axiomes Anns a Anny de la définition IIL.1.1.1 et que m vérifie bien la défini-
tionI11.1.1.2.

Certaines des propriétés de la surjection canonique 7w : A — A/7J sont, pour ainsi dire, presque évi-
dentes au vu de ce qui précede mais il n’est pas mauvais de les dégager de maniere formelle :

Proposition II1.5.4 (Propriétés de la surjection canonique) Dans Ia situation de la proposition I11.5.3 :

i) Le morphisme 7 est surjectif .

ii) Kerm = 7.
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Démonstration :

i) Remarqons encore une fois que pour tout élément o« € A/I, « est une classe d’équivalence qui est par
conséquent non vide. Les écrituresx € « oun(x) = « renvoient toute deux au méme fait que v € A estun
représentant de la classe .

Les expressions « x est au-dessus de o » « x reléve a » ou « x est un relévement de o » pourraient bien
échapper au rédacteur de ces lignes sans qu’elles signfient pourtant ni plus ni moins que

m(z) = a.

ii) Pourtoutz € A, mw(xz) = 0, signifie exactementx ~7 0, c’est-a-direx —0 € J,ie.xz € 7J.

Définition IIL.5.5 (Anneau quotient) L’ anneau
A/J oumeéme le couple (A/i,m : A — A/i)

construit par la proposition I11.5.3 est appelé anneau quotient . On dit encore que I’ensemble A/~7 est muni
de la structure quotient .

Remarque IIL.5.6 On remarque que, si on oublie la multiplication * sur A, (A4, +) est un groupe abélien et J
un sous-groupe, nécessairement distingué. La structure de groupe qu’on obtient sur A/J en oubliant aussi la
multiplication, donne un groupe abélien qui est exactement le groupe quotient défini en définition I1.8.11.2.

Exemple IIL5.7 La situation considérée dans I’exemple I1.8.11.3 peut étre complétée. En effet pour tout
d € 7Z,’ensemble dZ des multiples de d est non seulement un sous-groupe de (Z, +) mais encore un idéal de
(Z,+, ). 1l s’ensuit, hormis pour d = 1, que Z/dZ a une structure d’anneau telle que Z — Z/dZ soit un
morphisme d’anneaux .

Proposition II1.5.8 (Factorisation des morphisme s) Soient (A, +, ) un anneau comutatif et J un idéal. On
notew : A — A/7J lasurjection canonique
Pour tout morphisme d’anneaux f : A — B les assertions suivantes sont équivalentes :

a) J C Kerf,

b) il existe un unique morphisme d’anneaux

f:A/J = Btlque forn = f.
De plus, siJ = Ker f, f est injectif et il est surjectif dés que f I’est.

Démonstration :
b =-a C’est un fait général et facile a vérifier que, des qu’on a des morphisme s de groupes, u,v,w u =
vow = Kerw C Keru.OrKerm = T (cf. le point ii de la proposition I11.5.4;) si bien que

fom=f=3C Kerf.
a= b Unicité de f (analyse) Si f _existe alors nécessairement pour tout o € _A /3, il existe x € A tel
quea = w(z)et f(a) = flr(x)] = f(x); ce quiétablit I'unicité de f.
Existence de f (synthése) Orsiz € Aesttel quea = 7(z) on aencore f(a)
Orn(r) =7(2) = z—x € JC Kerf = f(z—2) = 0= f(z) =
f existe et est bien définie par la formulle :

F(a) = f(@)Va,a = n(z).

fln(2)] = f(2).

f(z) . 1l s’ensuit que
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f est un morphisme de groupes Yo € AJJ, VB € A7, (31: € A JyeAd (a = wx) NB =
7(y))) . Onaalors :

fla+p8) = flr(z)+n(y)
= flr(z +y)]
= flz+y)
= f@)+ /)
= flr(@)] + flr(y)]
= fla)+7(8)
f est un morphisme d’anneaux
Ya e AJ3, VB € A/T,
Vr € A, Vy € A, (a:ﬂ'(ac)etﬁzﬂ(y) = z(a*ﬁ)
= [fr(x) *7(y))
= [(r(zxy))
= [flzxy)
= f@)*f(y)
= flo) = f(8)

De plus 7(1) = Flx(1)] = (1) = 1
f estinjective Ya € A3, 3z € A, a = 7(z). f(a) = 0 & flr(z)] = 0 & f(z) =0 & x¢€
Kerf =3 & a=0.

surjectivité Si f est surjective,Vy € B, 3x € A, f(z) = y. Alors f[n(x)] = .

Remarque I11.5.9 Notons que dans la preuve de la proposition II1.5.8, nous avons redonné des arguments que
nous avions déja donnés dans la preuve de la proposition I1.8.11.4 et qu’on aurait pu simplement déduire les
résultats concernant la structure de groupe de 1’anneau (A, +, %) de cette méme proposition I11.8.11.4.

Corollaire ITI.5.10 (de la proposition I11.5.8) Etant donné un morphisme d’anneaux
f + A — B il existe un unique isomorphisme d’anneaux

f:A/Kerf = Imf telque f = form
ourm : A — A/Ker f estla surjection canonique . En particulier si | est surjectif
f:A/Kerf = B
est un isomorphisme.

Démonstration : 11 suffit d’appliquer la proposition I11.5.8 47 := Ker f.

Corollaire ITL.5.11 Etant donné un morphisme surjectif d’anneaux p : A — B, il existe un unique isomor-
phisme d’anneaux

¢ : A/Kerp — B telque p = ¢ o woun : A — A/Kerp est la surjection canonique
Démonstration : C’est une conséquence immédiate du corollaire I11.5.10 puisque Imp = B.
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Remarque I11.5.12 Les constructions du début de ce paragraphe et en particulier la proposition I11.5.3 et la pro-
position II1.5.8 peuvent étre faites, sans presque d’ajout aux preuvent, dans le cadre de structures algébriques
qui sont des groupes abéliens. Ainsi on obtiendrait facilement des résultats analogues dans le cas out A est un
espace vectoriel et J un sous-espace vectoriel . Pour peu qu’on connaisse la définition de ces objets, le cas
ol A est un module et J un sous-module ne présenterait aucune difficulté supplémentaire.

La proposition II1.5.13 ci-dessous étend au cas des anneaux les constructions donées dans les la proposi-
tion I1.7.28 et la proposition 11.8.11.8.

Proposition I11.5.13 (Anneau produit) Etant donnés un entiern € N*, (Ak, +k, %K) 51 < k < n des anneaux
Vi<k<n, pg : H A; — Ay les projections (cf. la définition 1.1.13.17.)
i=1

Alors :
n
i) 1l existe un unique couple de lois de composition (+, x) sur H Ay tel que pour tout1 < k < n py soit

k=1
un morphisme d’anneaux ; les loi + et % sont données par

V((xl,...,zn),(yl,...,xn)) € HAk X HAK,
k=1 k=1

(1, Tn) + (Y1, yn) = (X1 +1Y1, s Tn +n Yn)
(X1, yn) * (Yiyoo oy Yn) = (T1*¥1 YL+, Tn *n Yn) -

ii) Les lois + et x étant définies sur P comme ci-dessus, si

a) pourtoutl < k < n 0y est ’élément neutre de (Ay, +i), (01,...,0,) est I’élément neutre pour + ;

b) pourtoutl < k < n 1y est I’élément neutre de (A, *i), (11,...,1,) est ’élément neutre pour  ;

c) = € H Ay, est tel que pour tout 1 <

< k < ny, € A est’opposé de py(x), alors (y1,...,yn) est
k=1
I’opposé de x dans (H Ag,+)
k=1
d z € H Ay esttel que pourtoutl < k < ny, € Ay estinverse de py(x), alors (yi,...,yn) est
k=1
I’inverse de x dans (H Ak, %) ;

k=1

n
iif) Sipourtoutl < k < n (Ag,+g,*5) est un anneau commutatif, (H Ap, +, *) est un anneau commu-

k=1
tatif.
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iv) Pour tout n-uplet de morphismes d’anneaux fi, : B — Ap 1 <k < n, il existe un unique morphisme
d’anneaux

f: B — HAktquuenggn, fu = pr o f.
k=1

Définition II1.5.14 (Anneau produit) Avec les notations de la proposition I11.5.13, les loi + et * définies sur

H Ay, comme en I11.5.13.1 sont appelées loi produits et le triplet
k=1

n
(H Gk7 +, *)
k=1
anneau produit .

Remarque II1.5.15 On constatera que, contrairement aux points i a v de la proposition I11.8.11.8, le point vi de
la proposition I1.8.11.8 ne peut se formuler de maniere identique dans le cas des anneaux. En effet, en reprenant
les notations du point vi de la proposition I1.8.11.8, 1’application

’L'l : Al — Aleg,(resp.ig : A2 — A1XA2)

n’est pas un morphisme d’anneaux ; et son image n’est donc pas un sous-anneau de A; x A, (cf. le pointiii de
la remarque I1I.1.1.10.) On pourrait néanmoins vérifier (et c’est un bon exercice) que Im<¢; et Imio sont des
idéaux de A; x As et qu’on a toujours

Kerp; = Imis et Kerps = Imi; (cf. I1.8.11.8.vi.c,)
ainsi que

p1 o 11 = Ida, et p2 o 19 = Ida, (cf.le point b du point vi de la proposition I1.8.11.8 .)

IIL.6 . —Polynomes

Dans tout ce paragraphe (IIL6), (A, + 4, ¥4, 04, 1 4) est un anneau (commutatif) (cf. la définition III.1.1.5,)
qu’on supposera méme assez vite integre et I’on ne finira méme par considérer, au paragraphe II1.6.5
que le cas ou A est un corps (cf. la définition I11.1.1.12.)

II1.6.1 . —L’anneau des séries formelles a coefficients dans A

On ne construit, dans ce paragraphe (II1.6.1,) I’anneau A[[X]] des séries formelles a coefficients dans A que
pour servir de cadre a la construction de I’anneau A[X] des polyndmes & une indéterminée et a coefficients dans
A construit au paragraphe I11.6.2.

On n’aura malheureusement pas le loisir de sintéresser & 1’anneau A[[X]] pour lui-méme ce qui pourtant est
a la base de nombreux développements.

Définition I11.6.1.1 On rappelle qu’une suite a valeurs dans A est une application N — A. On note le plus
souvent ov,, € A et on appelle n/*" terme général 1'image d’un entier n € N par la suite o.
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Notation ITL.6.1.2 On rappelle que ’ensemble des suites a valeurs dans A est usuellement noté AN (cf.
1.1.13.13.) On notera (Cn) 1 e v € AN (resp. (vy) ;n e n € AY) la suite définie par

YneN, {, := 0(resp.vg := 1lg,VneN, n>1, v, :=0.)

Pour tout (o, 3) € AN x AN, on définit I'élément o+ 4n 3 € AN par:

(tanB)n == an +a Bn 1.6.1.2.1
et
(kas Bn = Y o %4 Bk = 3 ay %4 By - 1L6.1.2.2
k=0 (p,q) € NXN, p+q=mn

Remarque I11.6.1.3 On pourrait munir I’ensemble AN d’une structure d’anneau (cf.1a propositionI11.1.1.13,)
en multipliant les suites terme a terme ; mais la structure d’anneau alors obtenue n’est méme pas intégre (cf.
la définition III.1.1.6.) Nous définisssons le produit (cf. I11.6.1.2.2,) d’une autre maniere; et I’on va montrer
qu’alors I’anneau obtenu a de bien meilleures propriétés.

Définition II1.6.1.4 (Produit de CAUCHY) Le produit défini en II1.6.1.2.2 est usuellement appelé produit de
CAUCHY .

Proposition I11.6.1.5 (L’anneau des séries formelles) Le triplet (AN, + 41, * 4n ) est un anneau (commutatif
si A I’est) d’élément neutre ( pour la loi + 4x et v pour la loi * 4n .

Démonstration : 11 s’agit, en premier lieu , de montrer que (A, + 4n ) est un groupe abélien, ce qui résulte de
la proposition 11.8. 1.7 Nous redonnons un argument ici :

i) (Associativité)
Pour tout (a,b,c) € AN x AN x AN,

((a4+b)+¢)p = (a+b)n+cn = (an+bp)+en = an+bn+cn) = an+ (b+0)n = (a+(b+0¢))n
en utilisant I’associativité de + dans A. Ceci prouve que + 4v est associative.

ii) (Elément neutre)
Notons ¢ € AN définie par ¢,, = 0Vn € N, . Il est alors immédiat de vérifier que, pour tout a € AN,
a+(¢ = (+a = a, sibien que ( est I'élément neutre de + gn .

iii) (Opposé)
Pourtouta € AN, notonsb € AN défini par

vn eN, b, := —a,
qui a un sens, puisque (A, +) est un groupe. On a alors
a+b=b+a=

ce qui prouve que b est un opposé pour a.

140



LDDIS6 MDD354, Structures algébriques : Graphes, groupes, algébre linéaire, topologic ..., 111.0. 1 Université Orsay-Paris-Saclay, 2024-2025

iv) (Commutativité)
Pour tout (a,b) € AN x AN,

(a+b)p = an + by = by + a, = (b+a),

grice a la commutativité de + 4, c’est-a-dire que a + b = b+ a autrement dit que + 4n est commutative.

1l découle de ce qui précéde que (AN, + 4v ) est un groupe abélien.
On montre ensuite que (A, + gn , *4n ) est un anneau commutatif

v) (v est un élément neutre (cf.1I1.1.1.1.Anns))
Pour touta € AN, ettoutn € N,

n
(a*qn0), = g Ak ¥ Upn—k = Gp ¥V = A,
k=0

et

n
(Vv a), = g V% Qp—f = Vo * Ay, = G,
k=0

d’ou il découle que
Vaec AV, a s4n 0 = v sqn a = a.

vi) (Commutativité)

V(a,b) € AN x AN, Vn €N, (ax4b)n = > ap*bu_
k=0

n
= Z Qg % by
=0
n
= Z bz * Ap—¢

£=0
= (b*qva),
ce qui prouve le résultat grice a la commutativité de x dans I’anneau A.
vii) (Distributivité (cf. III.1.1.1.Ann,))
V(a,b,c) € AN x AN x AN Vn €N, (a*an(b+anc)), = Zak s (D4 av C)pi
k=0

= Zak * (bp—k + Cn—rk)
k=0

n n
= g ag * bp_p + E Ak * Cp—k
k=0 k=0

= (;*Awb)n—i—(a*ANc)n
(a*ANb+ANa*ANC)n.
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Définition I11.6.1.6 (Anneau des séries formelles) L’anneau (A, + 4, * 4 ) est appelé anneau des séries for-
melles a coefficients dans A.

Notation I11.6.1.7 Pourtouta € A, on définit I'élément i(a) de AN par :
i(a)o := aet¥neN, n > 0 = i(a), = 0. 1.6.1.7.1
Pour tout @ € AN, on définit p(o) € A par:
pla) = ap . M1.6.1.7.2

Proposition I11.6.1.8 (Morphisme structural) i) p o i = Idy4 .

i) L’application i est injective et I’application p surjective.

Démonstration : Découle du point précédent.

iii) Les applications i et p définies ci-dessus sont des morphisme s d’anneaux.
Démonstration :

#) (Morphisme de groupe)
Pour tout (a,b) € A x A,

i(a+b)g = (a+b) = i(a)o+i(b)og = (i(a)+avi(d))o
et
VneN, n>0,ila+b), = 0i(a), +i(b)n = (i(a)+ani(b))o

si bien que

i(a+b) = i(a) +4v i(b);
c’est-a-dire que

i (A4) = (AY, 4an)
est un morphisme de groupes .

7)) (*av)
Pour tout (a,b) € A x A,

Pour toutn € N,n >0,

(i(a)xan i) = D _i(a)k *i(b)n—s

k=0
n
= i(a)o *i(b)n + Y i(a)k *i(D)n—k
k=1
=0
le premier terme étant nul puisque n. > 0 entraine i(b),, = 0, et Ie second étant nul puisque k > 1 entraine

i(a)r = 0. Onadonc
i(a*xb)y, = 0 = (i(a)*gni(D))y -
II s’ensuit que
i(axb) = i(a) x4n i(b).
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D A=)

Par définition méme de v et de i, il est immédiat de vérifier que i(1) w.

Les trois points précédents montrent que
[ (A7 +7 *) — (AN7 +AN y kAN )
est un morphisme d’anneau (cf. I11.1.1.2.)

§) (Injectivité)
Pour touta € A,i(a) = z,entraine quea = i(a)o = 0 ce qui assure I'injectivité de i.

La vérification du fait que p est aussi un morphisme est trés simple et laissée en exercice.

Notation ITL.6.1.9 Pourtouta € Aettoutaw € AN, onnote
a - a:=i(a) x4 «
qu’on finira par noter a*«a en confondant A et I'image de ¢ qui sont isomorphes et méme a« si aucune confusion
ne devait en résulter.
On remarque, en tout cas que :
VneN, (a-a), = (i(a)xana) = axaan.
Proposition I11.6.1.10 On a alors :

Va€ A, Vbe A V(an)men €AY, V(B,) men € AN,

Mody) a - (a +4n8 B) = a - a 448 a - 3
Mods) (a +4 b)) - a =a - a4+, b- fF;
Mods) (a x4 b) - =a - (b a);

Mody) 14 - o

I
Q

Démonstration : C’est un exercice élémentaire.

Remarque I11.6.1.11 Si A était un corps les propriétés Mod; a Mod, de la proposition IT1.6.1.10 assureraient
que AN est un A-espace vectoriel ~(cf. la définition I11.1.2.1.) Cependant dans le cas ot A est simplement un
anneau on parle de A-module . Cette structure ne pourra cependant pas étre étudiée en détail dans le cadre de
ce cours. On peut cependant se borner a remarquer qu’on a déja rencontré des A-modules a savoir les idéaux
de A. En outre, I’étude des A-modules pour lesquels on ne dispose pas d’une base, ce qui est le cas pour AN,
peut se révélé assez dificile. La situation s’améliorera cependant un peu au paragraphe I11.6.2.

Notation I11.6.1.12 Pourtoutj € N, onnotes; € AN1'élémentde AN défini par :
(6j); == letVneN,n # j = (&), = 0.

Notons qu’on a immédiatement e = v.
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Lemme II1.6.1.13 Pourtoutj € N,
Ej+1 = €1 * AN gy
et par conséquent
V(j,k) e NXN, €; %qn € = €jk -

Démonstration : C’est un exercice.

Notation I11.6.1.14 1l est d’usage de noter X := ¢; ; le lemme ci-dessus assurant que XJ = ;. L’anneau

(AN 4 4n, # 4v ) est usuellement notté A[[X]] et appelé anneau des séries formelles a coefficients dans A. Un

élément (an) meN € AN est noté o Znioo an X" ; cette notation ne devant cependant pas laisser croire

qu’on ait pu écrire o« comme combinaison linéaire et par conséquent trouver une base(cf. la définition II1.1.2.8.)
La notation A[[X]] ne recouvre pas seulement A" en tant qu’ensemble mais bel et bien 1’anneau

(AN) + 4v, *4v, ¢, v) si bien que lorsqu’on écrit A[[X]] il n’est nul besoin de spécifier quelle est la structure
d’anneau. Les éléments

¢ (resp. v )sont, bien entendu, notés 0 (resp. 1 .)

Proposition I1L.6.1.15 i) Pour tout (o) ,n e v € AV, @ # (, il existe un entier naturel val(c) tel que

Qval(e) #0etVneN, n < val(a) = ap, = 0.

Démonstration : (cf. la question 2 de I’exercice II1.11.3.1.)

i) V(a, B) € (AN\{¢}) x (AN\{C}), val(a*4n B) > val(a) + val(B) avec égalité dans le cas oi1 A est
un anneau integre.

Démonstration : (ct. la question 3 de I’exercice II1.11.3.1.)

i) V(a,8) € (AN\ {¢}) x (AN\ {¢}), val(a+4x 8) > min (val(e) , val(B)) avec égalité dans le cas
ouval(e) # val(B).

Démonstration : (ct. la question 5 de I’exercice I11.11.3.1.)
Définition I11.6.1.16 (Valuation) Pour touta € AN\ {(}, on appellera valuation de o, I'entier val(c).

Remarque I11.6.1.17 a) On peut interpréter la valueation d’un élément o de AN \ {(}, comme la plus grande
puissance de X divisant cv. et on aurait affaire ici a la « valuation X -adique » en quelque sorte.
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b) On peut prolonger I’application valuation de AN\ {¢} a AN en posant :
val(¢) = (+00).

Sionnote N := N U {(—00), (+00)} val(-) est une application de A" a valeurs dans N.
On peut prolonger partiellement I’addition 4+ de N a N en posant :

VneN,n+ (+00) = (+00)+n = (+00)
n+(—o00) = (—o00)+n = (—o0)
(+00) + (+00) = (400)
(—00) + (—00) = (—o0).

On peut aussi prolonger la relation d’ordre sur N, en posant
VneN, (—o0) < n < (+00).

Avec ces définitions, les énoncés ii et iii de la proposition IT1.6.1.15 sont vérifiés pour tout (o, B) € AN x
AN

Proposition I11.6.1.18 Si A est un anneau commutatif intégre il en est de méme de AN.

Démonstration : (cf. la question 4 de I’exercice II1.11.3.1.)

I11.6.2 . —Anneau des polynomes a une indéterminée

On reprend les notations du paragraphe IIL6.1.

Notation I1L.6.2.1 On notera AN? C AN 1’ensemble des éléments de AN qui sont des « suites presque nulles »
c’est-a-dire que AN est I’ensemble des éléments (an) men € AVtel quiilexiste p € N, tel que

VvneN,n>p = «a, = 0.
Il est immédiat de constater que
Ce AN v e ANetvVneN, g, € ANO.
Proposition I11.6.2.2 i) Pour tout (o) ,n e n € AVO a # (, il existe un unique entier naturel deg () tel

que
Qeg(a) #0etVneN, n > deg(a) = a, = 0.

Démonstration : (cf. la question 1 de I’exercice II1.11.3.2.)
i) V(a, B) € ANO x ANO deg(a* 4 B) < deg(a) + deg(B) avec égalité dans le cas ol A est un anneau
integre.

Démonstration : (ct. l1a question 2 de I’exercice I11.11.3.2.)
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iii) V(a,B) € (ANO\{¢}) x (ANON\{¢}), deg(a+4n B) < max (deg(r), deg(B)) avec égalité dans le
cas oitdeg(a) # deg(p).

Démonstration : (ct. la question 3 de I’exercice I11.11.3.2.)
iv) (Divisibilité)
Si A est un anneau intégre,

Va € ANY vg e ANO (a|6 et # 0 = deg(a) < deg(p) )

Démonstration : (cf. la question 6 de I’exercice I11.11.3.2.)

Définition I11.6.2.3 (Degré) Pour tout« € AN0 \ {(}, I’entier deg(c) sera appelé degré de a.

Remarque I11.6.2.4 De méme que pour la valuation, on peut prolonger le degré 2 AN-0 en posant

deg(¢) := (—00)

(cf. T1.6.1.17.b.) Les assertions ii et iii de la proposition II1.6.2.2 sont alors vérifiées pour tout (o, 5) €
ANO s AND

Proposition I11.6.2.5 i) Le triplet (AN, 4 4, # 4 ) est un anneau (commutatif si A I’est), (intégre si A
I’est) qui est un sous-anneau (cf. la définition ITL.1.1.3,) de A[[X]] .

Démonstration : (cf. la question 4 de I’exercice I11.11.3.2.)

ii) Le morphismei : A — AN étant celui défini en IIL6.1.7.1, I'image de i est incluse dans AN° et I’on a
Imi = {a € AYY; deg(a) < 0}.
Il s’ensuit quei : A — ANC est un morphisme injectif d’anneaux.

Démonstration : (ct. la question 7 de I’exercice I11.11.3.2.)

iii) L’ensemble des éléments inversibles AN des de ANV g’identifie (c’est-a-dire est isomorphe en tant
que groupe abélien) 3 A*.

Démonstration : (ct. la question 8 de I’exercice I11.11.3.2.)

iv) La loi externe - définie a la notation II1.6.1.9 se restreint 3 AN0 et vérifie encore les axiomes Mod; a
Mod, de la proposition II1.6.1.10donnant encore 2 AN-0 une structure de A-espace vectoriel ~(cf. la défini-
tion I1I.1.2.1;) pour peu toutefois, que A soit un corps (cf. la définition II1.1.1.12.)

Démonstration : Est une conséquence presque immédiate du point ii .
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v) La famille X™ ,,cn est une base (cf. la définition IT1.1.2.8,) de ANV ¢’est-a-dire que :

a) (elle est génératrice)

d
pour tout« € ANV ilexisted € Netund-uplet(a;), ., ., € Atelsquea = Z a; - X7;
J=0
Démonstration : C’est presqu’uniquement un jeu d’écriture. On peut cependant donner un argument un peu
plus formel par récurrence. On remarque en effet que si deg(a)) = 0,
a = i(a) = i(a)sgnv = a-X°.

Pourd € N, sideg(a) = d+ 1, on écrit
a=a4- X4+ 5

et I’on constate que deg () < d. Si on fait donc I’hypothése de récurrence qu’on peut écrire

d
p=2 B X
j=0

on peut décomposer o de maniére analogue ce qui prouve le résultat par récurrence sur le degré.

b) (elle estlibre)
pourtoutn € N, tout n-uplet (a;); < ; <, € A,

Zaj-Xj =(=>Vl<j<n,a; =0.
§=0

Démonstration : Exercice.

Notation IT1.6.2.6 11 est donc usuel de noter les éléments o« € AN :

deg(a)

a = g o X7
=0

et 'anneau (AN0) + 4n, * 40 ) A[X].

De méme que pour I’anneau des séries formelles (cf. I11.6.1.14,) 1a notation A[X | recouvre toute la structure
d’anneau de AM? si bien qu’il n’est n’ul besoin de spécifier que I’addition est donée par + 4n et la multiplica-
tion par x zn . L’ élément neutre ( sera bien entendu noté 0 et I’élément unité v 1.

Définition I11.6.2.7 L’anneau A[X] est appelé anneau des polyndmes aune indéterminée a coefficients dans A.
Un élément de A est appelé polyndome.

Exemple I11.6.2.8 Dans I’anneau A := Z/p?Z, pour p un nombre premier, les éléments
a = (1,p,0,...,0,... et 8 := (1,—p,0,...,0,...
de AN-0. On constate qu’alors
asan B = (1,0,-p%0,...,0,... = (1,0,...,0,... = v
alors qu’on a deg(a) = deg(f) = 1.
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Proposition I11.6.2.9 (Propriété universelle de ’anneau des polynomes) Soient
f ' A — B unmorphisme d’anneaux etb € B.
11 existe un unique morphisme d’anneaux
¢y + A[X] — Btelque ¢p(X) = bet f = ¢y o @
(oui : A — A[X] est le morphisme défini en 111.6.1.7.1.)

Ceci entraine en particulier que :

deg(a) deg(a)
Vac AlX], o = Y apX¥ = () = Y flax) xpb". 111.6.2.9.1
k=0 k=0
Démonstration :
Unicité Un élémentb € B étant fixé, s’il existe un morphisme ¢y, : A[X] — B tel que ¢p(X) = b,
nécessairement Vn € N*, ¢, (X™) = b". Puisque ¢y, est un morphisme d’anneaux , pp(1a;x) = 1B ;

ce qui entraine ¢,(v) = 1p ; qui entraine encore ¢,(X°) = 1p . Il en résulte finalement que :

Vn e N, ¢p(X™) = 0" . 111.6.2.9.1
Par ailleurs si on note - la loi externe définie a la notation I11.6.1.9, ¢, o i = f entraine :
Va € A[X], V8 € A[X],
VYac A, Vbe A, dp(a-a4mb-p) =

b (i(a) % g o+ 4n i (D) % 4n B)
on(i(a)) xg gp(a) +5 dp(i(b)) x5 Pp(B)
= f(a) xp ¢p(a) +5 f(b) *B ¢u(B) -

L’application ¢y, est donc « A-linéaire » et I'image de la base { X" } ,cn étant déterminée d’apreés I11.6.2.9.1,
¢p est nécessairement unique Ila proposition I11.1.3.5.

Existence Il existe une unique application « A-linéaire » ¢, : A[X] — B telle que Vn € N, ¢,(X™) =
b™. Puisque ¢y est linéaire, en particulierVo € A[X], VS € A[X], ¢p(a+an B8) = ¢p() +5 Pp(B) si
bien que I’axiome Anns de la définition I1I.1.1.2 est satisfait.

Par ailleurs :
deg(a)
Va € A[X],a = Z apX*”
aca(d) deg (a)-+deg (8)
VBeAIX], B = Y BXF dplaxaB) = Yo (Y] aBa)-XE
k=0 k=0 r4m =k
deg(a)+deg(B)
= Z f( Z afﬁm) *B bk
k=0 t4+m =k
deg (o) deg(B)
= ( Z f(ozk)*Bbk) *B( Z f(ﬂk)*Bbk)
k=0 k=0
= ¢u(a) xp o(B) ;

ce qui prouve que ¢y, vérifie I’axiome Anng de la définition IT1.1.1.2.

11 est enfin clair que I’axiome Ann; de la définition III.1.1.2 est satisfait.
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Notation IT11.6.2.10 Avec les hypotheses et notations de la proposition I11.6.2.9 ci-dessus, on notera A[b] I'image
de A[X] dans B par le morphisme ¢y,.

Corollaire I11.6.2.11 (Fonctorialité de I’anneau des polynémes) En particulier, étant donné un
morphisme d’anneaux f : A — B, il existe un unique morphisme d’anneaux

fIX] : A[X] — B[X] caractérisé par : f[X]|(X) = X et f[X] 0o ia = ip o f

ce qui entraine en particulier que :

deg(a) deg(a)
Vo € A[X] Z Xt = fIX Z flap) X" . 11.6.2.11.1
k=0

Démonstration : 11 suffit d’appliquer la proposition I11.6.2.9 au morphisme d’anneaux igo f : A — B[X]
et a I’élément X € B[X].
Exemple I11.6.2.12 Le corollaire I11.6.2.11 justifie un certain nombre d’opérations :
a) Sif : R — Cestl’inclusion naturelle du corps R des réels dans le corps C des complexes, le morphisme
fIX] - RIX] = C[X]

consiste simplement a considérer les coefficients d’un polyndme a coefficients réels comme des nombres com-
plexes.

b) En considérant I'inclusion Z C Q, on obtient également une inclusion Z[X] C Q[X] et comme dans le
point a elle consiste juste a considérer les coefficients entiers comme des nombres rationnels.

¢) Soitg : C — C laconjugaison complexe. L’application o est bien un morphisme d’anneaux de C dans
lui-méme si bien qu’on peut lui appliquer le corollaire I111.6.2.11 pour en déduire un morphisme

o[X] : C[X] — C[X] qui vérifie,
en vertu de I11.6.2.11.1

d d
[X](Zaka) = Za(ak)Xk
k=0 k=0

qu’on écrira de maniere plus usuelle :

d d
E ap Xk = E ar Xk
k=0 k=0

d) Dans le cas ot I’on considere la surjection canonique w, : Z — Z/nZ le morphisme m,[X] associe, a
d d

un polyndme P := Z a, X" a coefficients entiers, le polynéme P = Z a modn X" dont les coefficients
i=0 i=0

sont des entiers modulo n. En particulier si n est un nombre premier on obtient un polynéme a coefficients dans

un corps et I’on peut appliquer tous les résultats relatifs aux anneaux principaux.
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IIL6.3 . —Evaluation et fonctions polynomes
Proposition I11.6.3.1 (Evaluation) Pourtouta € A, il existe un unique morphisme d’anneaux
eve  A[X] = Alevy(X) = aetevy, o i = Idy

et en particulier :

deg(a) deg(a)
Va € A[X], a = Z arX* = evy(a) = Z oy *xa . 111.6.3.1.1
k=0 k=0

Démonstration : 11 suffit d’appliquer la proposition I11.6.2.9 a I’identité de A et a I’élément a de A.

Notation II1.6.3.2 Etant donné un ensemble X, notons
F(X,A) ={f: X - A}
I’ensemble des fonctions f : X — Ade X avaleurs dans A (cf. 1.1.13.10.v.)

Lemme I11.6.3.3 i) Pour tout ensemble X, on peut munir I’ensemble AX des applications de X dans A d’une
structure d’anneau (commutatif) par :

Vfe AY Vge A% Ve e A, (f+9)(z) = f(a) +a gla) et (f*g)(x) == f(z)*ag(x) I
lélément neutre pour + (resp. x,) étant la fonction constante de valeurs 0 4 (resp. 1 4.)

Démonstration : Voir la proposition I11.1.1.13

ii) La loi externe - définie sur A x AX par:
Vaec A, Vfe AN Vze X, (a- f)z) = a- flz) 1

vérifie les axiomes Mod; a Mod, de la proposition I11.6.1.10, autrement dit, dans le cas ott A est un corps (cf.
la définition I11.1.1.12,) les axiomes Vect, a Vecty de la définition II1.1.2.1.

iii) L’application :
ja: A — AY a4 — a-1xx 1

est un morphisme d’anneaux .

Proposition I11.6.3.4 Considérons I’ensemble A* des applications de A dans Iui-méme muni de la structure
+, % définie a la notation II1.6.3.2 et au lemme I11.6.3.3.

i) Il existe un unique morphisme d’anneaux :
¢ AX] - A% X = Ida|¢ o ia = ja
etl’on a alors :

deg(a) deg(a)
Va € A[X],a = Z Xk pla) =z — Z apzh . 1
k=0 k=0

Démonstration : 11 suffit d’appliquer la proposition II1.6.2.9 au morphisme j4 et ald4 € A4.
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ii) Si- désigne la loi externe définie a la notation I11.6.1.9 (resp. la loi externe définie au point I du point ii du
lemme I11.6.3.3), selon le contexte :

Va € A, Va € A[X], ¢p(a-a) = a-¢P(a). 1

Démonstration : Vérification sans difficulté.

iii) Va € A, Va € A[X], eve(a) = ¢(a)(a) = 2650(0‘) ara® qu’on notera bien évidemment o/(a).

Démonstration : Idem.

Définition I11.6.3.5 (Racine) Pour tout polyndéme « € A[X] on appelle racine de o dans A un élémenta € A
tel que : a(a) = 04.

Définition I11.6.3.6 (Fonctions polynomes) On appelle ensemble des fonctions polynémes 1’image du mor-
phisme ¢ défini au point i de la proposition IT1.6.3.4, dans A“ et fonction polynéme un élément de cette image.

Remarque I11.6.3.7 On pourrait se demander pourquoi on a bien pris soin de distinguer les polynomes élé-
ments de A[X] des fonctions polyndmes leurs image dans A“. En effet :

a) Si Aestle corps R le corps C, et plus généralement un corps infini le morphisme ¢ défini au point i de la
proposition II1.6.3.4 est injectif c’est-a-dire que si deux polyndmes définisssent la méme fonction polynéme ils
sont égaux (cf. I11.6.6.4.)

b) En revanche si x est un corps fini, typiquement le corps F,, := (Z/pZ, +, ) pour p un nombre premier,
on peut considérer le polyndéme X? — X € F,[X]. La fonction polyndéme qu’il définit sur F, est la fonction
x +— xP — x qui est la fonction nulle. Or X? — X n’est pas le polyndme nul a savoir I’élément ¢ € A[X] défini
a la notation I11.6.2.1.

II1.6.4 . —Le théoréme de la division euclidienne dans K[X]

Dans ce paragraphe (I11.6.4,) K est un corps (cf. la définition IT11.1.1.12,) et I’on s’intéresse a I’anneau
K[X] des polyndmes a une indéterminée et a coefficients dans K.

Proposition I11.6.4.1

VP e K[X], VQ e K[X], (P|Qet Q ~ 0 = deg(P) < deg(Q)) -

Démonstration : Résulte du point ii de la proposition I11.6.2.2.
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Théoréme I11.6.4.2 (de la division euclidienne) Pour tout couple (A, B) d’éléments de K[X], B # 0, il
existe un unique couple (Q, R) d’éléments de K[X] tel que

A = B x Q + Retdeg(R) < deg(B) .

Démonstration :

i) Pourtouta € P,sideg(a) < deg(b), il existe (q,7) € P x P tel que
a = bxang +4v retdeg(r) < deg(h).

11 suffit de prendre

ii) Pourtouta € P,sideg(a) > deg(b), il existe (s,c) € P x P tel que
a = bxans +4v cetdeg(c) < deg(a).

Puisqueb # (, baeg(p) # 0. Puisque A est un corps byeg (1) est donc inversible d’inverse 3 € A. Définissons
alors s par :

Sdeg(a)—deg(b) ‘= Odeg(a) * B et VN € N, n # deg(a) —deg(b) , s, = 0.

Il s’ensuit que (b* 41 S)deg(a) = Gdeg(a) Si bien que deg(a —b* v s) < deg(a). Posons donc ¢ :=
a — bxyns.

iii) Pourtouta € P il existe un unique

(g,r) € PxP telque a = bxgnq +nretdeg(r) < deg(b).

%) (Unicité)
Supposons donnés deux couples (q1,71) et (g2, r2) répondant a la question. On a alors

bxqi + 11 =a =bxqg + 12
ce qui entraine b x (g1 — q2) = ro — 71 et donc
blra — 7y .
Or (cf. I11.6.2.2.1ii,) que
deg(ra — f1) < max(deg(ry),deg(r2)) < deg(b) .

Or (cf. I11.6.2.2.1v,) si
blro —rietro —ry # ¢, deg(b) < deg(ra —ry) .

Il en résulte que ry = 1o et, puisque P est integre (cf. I11.6.1.18,) g1 = qo.
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1) (existence)
Pour deg(a) < deg(b), le résultat a été établi (cf. i.)
Sideg(a) > deg(b), il existe (cf. ii,) (s, c) tels que a = b* s+ c etdeg(c) < deg(a). Si on suppose
donc, par récurrence, le résultat établi pour c il existe (t,r) avec

¢ =bxt+retdeg(r) < deg(d).

II s’ensuit que
a =bxs+c=0bxs+bt+r =bx(s+t)+r

et il suffit finalement de poser ¢ := s+ t.

Remarque I11.6.4.3 i) On peut faire ici la méme observation que dans le cas des entiers a savoir qu’on a
unicité du couple ( quotient , rest ) dans 1’énoncé du théoréme de la division euclidienne. Ce résultat d’unicité
se déduit de la propriété deg(P + @) < max(deg(P), deg(Q)) (cf. le point iii de la proposition I11.6.2.2.)

ii) Les termes de dividende, diviseur, quotient et reste bien connus dans le cas des entiers sont bien entendu,
utilisés dans le cas de I’anneau K[ X] et I’on peut méme, en vertu du point i, parler du reste et du quotient.

Théoréme I11.6.4.4 (Structure des idéaux de K[X]) Une partieJ C K[X] est un idéal
(cf. la définition I11.4.1,) de K[ X] si et seulement si :

3P € K[X], 7 = PK[X] = {P+Q; Q € K[X]} 1.6.4.4.1
c’est-a-dire que I’anneau K[ X est un anneau principal .

Démonstration :

i) SiJ = PK[X] :

VP, €7, 3Q, € K[X], P = PxQ:
VP, €7, 3Q, € K[X], P, = PxQo
= VA, €e K[X], VA2 € K[X],
Ay x Py + Ay x Py = Al*P*Q1+A2*P*Q2
= P (A1 % Q1+ Az % Q2)
€ J
ce qui prouvve que J est un idéal.
ii) Réciproquement si J est un idéal non nul, soit A := {deg(P); P € J\ {0}}. L’ensemble A est une

partie non vide de N, et posséde donc un plus petit élément d (cf. 1.3.11.1.9.) Soit P € J avec deg(P) = d.
Puisque J est un idéal, VQ € K[X], PQ € J si bien que si on note J := PK[X] I’idéal J est inclus dans J.
Pour tout S € 7, il existe un couple (Q, R) € K[X] x K[X] tel que

S = PQ + Retdeg(R) < d.

Or
SeETJTANPRejJCTI=R=85-PQeT = deg(R)>douR =0

ce qui et entraine R = 0 et par conséquent. S = P(Q@Q € JetfinalementJ = J.
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Remarque I11.6.4.5 i) Dans la proposition précédente, et partant dans le théoréme I11.6.4.2 on ne peut pas
omettre I’hypothese que K est un corps. Prenons en effet A := K[X] alors A[Y] est ’anneau K[X, Y] dans
lequel I’'idéal engendré par X et Y n’est pas de la forme I111.6.4.4.1.

I11.6.5 . —Propriétés arithmétiques de I’anneau K[ X

Dans tout ce paragraphe (IIL.6.5,) K est un corps (cf. la définition IT1.1.1.12,) et I’anneau K[X] est I’an-
neau des polynomes a une indéterminée a coefficients dans K introduit au paragraphe I11.6.2. Son élément
neutre que nous avons jusqi’ci noté ¢ (resp. son élément unité v) sera dorénavant noté 0 (resp. 1.)

Remarque I11.6.5.0 11 faut bien prendre garde que peu de résultats de ce paragraphe subsistent si I’on ne
suppose pas que 1’anneau des coefficients est un corps et en particulier celui qui est & I’origine des autres a
savoir le théoreme I11.6.4.2 et son corollairele théoreme 111.6.4.4.

I11.6.5.1. —PGCD et Ppcm dans K[X]

Proposition I11.6.5.1.1 Pour tout entiern € N*| et toute partie
A= {P,...,P,} C K[X]
finie a n éléments :

i) (PGCD)
A posséde un PGCD (cf. la définition I11.4.15.)

ii) (Identité de BEZOUT)
Si D est un PGCD de A il existe un n-uplet (U, ..., U,) € K[X]" tel que :

n

D:ZUiR-. 1

i=1

Définition I11.6.5.1.2 (Identité de BEZOUT) La formule I11.6.5.1.1.ii.1 est appelée identité de BEZOUT et
les polynomes (U;), ~ ;  ,, coefficients de BEZOUT .

Remarque I11.6.5.1.3 L’hypothese que A est fini dans la proposition II1.6.5.1.1 n’est pas indispensable et 1’on
peut tout a fait s’en passer .

Proposition 111.6.5.1.4 Toute famille de polynémes admet un Ppcm.

111.6.5.2. —Théoréme de BEZOUT,

lemme de GAUSS,
lemme d’EUCLIDE
dans I’anneau K[ X

Théoréme I11.6.5.2.1 (de BEZOUT) Pour tout entier naturel . et toute partie A := {Py,...,P,} C K[X],
les assertions suivantes sont équivalentes :

a) D(A) = K* c’est-a-dire que les éléments de A sont premiers entre eux dans leur ensemble (cf. la défini-
tion I11.4.10.)
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b AA = 1.

¢) Il existe un n-uplet de polynémes (U;),  ; - ,, tel que

ZPiUi =1.

n
i=1
Remarque I11.6.5.2.2 Le théoréme de BEZOUT II1.6.5.2.1 est le plus souvent appliqué pour deux éléments
puisque dans un certain nombre d’applications la condition utilisée est qu’une famille d’éléments soit constituée
d’éléments deux a deux premiers entre eux et non premiers entre eux dans leur ensemble. C’est notamment le
cas pour la proposition II1.6.5.6.1 chinois des restes. C’est de toute facon la situation & laquelle on peut avoir
acces de maniere calculatoire a travers I’ algorithme d’Euclide (cf. 111.6.5.4.1.)

Théoréme I11.6.5.2.3 (lemme de GAUSS) Etant donnés trois polynémes P, Q, R, si P et Q) sont premiers entre
eux, et P|QR alors P|R.

Théoréme I11.6.5.2.4 (lemme d’EUCLIDE) Dans I’anneau des polynémes K[X] tous les éléments irréduc-
tibles (ct. la définition I11.4.7,) sont premiers (cf. la définition I11.4.6.)

Remarque I1L6.5.2.5 (Eléments irréductibles) Le théoréme I11.6.5.2.4 assure que les deux notions de pre-
mier et d’irréductible sont équivalentes dans I’anneaux K[X] mais elle ne permet pas pour autant facilement
de donner I’ensemble des polyndmes irréductibles de K[X]. Rappelons d’abord quelques résultats qui sont des
conséquences directes du fait que le corps K est en particulier un anneau integre :
i) (Intégrité)

L’anneau K[X] est integre.
ii) (Inversibles)

L’ensemble K[X]* s’identifie 4 K* qui dans le cas d’un corps s’identifie 4 K \ {0} qu’on peut encore
identifier a I’ensemble des polyndmes de degré O et I’on a ainsi :

VP e K[X], P € K[X]" & deg(P) = 0. 1

Lemme I11.6.5.2.6 Pour tout P € K[X] deg(P) = 1 entraine P irréductible.
Démonstration : En effet si
deg(P) = let3Q € K[X], 3R € K[X]|, P = Q*R
alors d’apres le point ii de la proposition II1.6.2.2 et proposition I11.6.2.2,point iii,
0<deg(Q) <10<deg(R)<1letdeg(Q)+deg(R) =1 = deg(Q) = Ooudeg(R) = 0

ce qui, en vertu du point 1 du point ii de la remarque I11.6.5.2.5 entraine () ou R inversible et donc P irréductible.

Remarque I11.6.5.2.7 (Polyndmes irréductibles) Nous venons de montrer au lemme II1.6.5.2.6 que les poly-
ndmes de degré 1 a coefficients dans un corps sont irréductibles mais il n’existe pas d’argument aussi élémen-
taire pour dire qu’il n’en existe pas d’autres ou bien sous quelle(s) condition(s) il n’en existe pas d’autre. On
peut certes dire que si K est algébriquement clos les seuls polyndmes irréductibles sont les polyndmes de degré
1 mais c’est pratiquement une définition et I’on n’a donc pas donné beaucoup plus d’information.

a) (Le cas complexe)

Le théoreme de d’ Alembert-GAUSS assure justement que dans C[X] les seuls polyndomes irréductibles sont
les polyndmes de degré 1, c’esta-dire que C est algébriquement clos. Cependant la démonstration de ce théo-
réme fait intervenir des arguments d’analyse qu’on ne peut pas développer ici.
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b) (Le cas réel)

On peut déduire de la situation sur C[X] que les polyndmes irréductibles de R[X] sont au plus de degré
2 en utilisant la conjugaison complexe. Néanmoins il existe aussi des polyndmes de degré 2 qui ne sont pas
irréductibles.

¢) (Le cas rationnel/entier)
La situation dans Q[X] est beaucoup plus compliquée, puisqu’on peut montrer qu’il existe des polyndmes
irréductibles de degré arbitrairement grand.

111.6.5.3. —Théoréme fondamental de I’arithmétique

Théoréme I11.6.5.3.1 (fondamental de I’arithmétique) Pour tout polynémes P € K[X], P # 0, il existe
une unique (a permutation prés) famille de polynémes irréductibles unitaires (P;), . , - , deux a deux premiers
entre eux, une unique famille («;), - ; . , et un unique A € K tels que o

d
P = )\HPZ-?.
=1

I11.6.5.4. —Algorithme d’EUCLIDE sur K[X]

Proposition I11.6.5.4.1 (Algorithme d’EUCLIDE) Soient Py et P, des éléments de K[X ] non tous deux nuls.
On définit une suite P,, par récurrence pour toutn > 2 :

— siP,1 = 0,P, := 0;

— sinon, P, est le reste de la division euclidienne de P,,_o par P,,_1.

Alors :

i) Il existe un entier naturel m, tel que P,, # 0 et pour toutn > m, P,, = 0.

ii) Pour tout entier naturel n, il existe un couple (U,, V,,) d’éléments de K[X] tel que
Pn = Un*PO + Vn*Pl .
En particulier, il existe un couple (U, V') d’éléments de K[X] tel que

P, =UxPFP + VP 1

iii) Si pour tout élément P € K[X], on note D(P) I’ensemble de ses diviseurs, pour toutn € NP,,1 =0
ou
D(Pp) ND(Poy1) = D(Pos1) ND(Poy2)

en particulier
D(P,) = D(Py) N D(Py) . 1

Démonstration : Pourn > 2, si P,, # 0, deg(P), < deg(P),_, (cf. II1.6.4.2.) On en déduit, par récurrence,
que P41 est soit nul, soit deg(P),,, < deg(P), — n. Le degré d’un polynéme étant un entier positif,
nécessairement, soit P, = 0 et dans ce cas, P, = 0 pour toutn > 1, soit pourn > deg(P)l, P,y = 0.

On vient donc de montrer que I’ensemble des entiers n tels que P,, # 0, est une partie majorée de N et
possede donc un plus grand élément m.
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II1.6.5.5. — Arithmétique modulaire sur K[X]

Proposition I11.6.5.5.1 Soit P € K|[X] un polynéme irréductible non nul (ou premier ce qui revient au méme
en vertu du lemme d’Euclide (cf. 111.6.5.2.4,)) de degré d > 0. Alors :

i) L’anneau K[X]/PK[X] est un corps contenant K.

ii) De plus I’inclusion K C K[X]/PK|[X] donne 4 K[X|/PK[X] une structure naturelle de K-espace vecto-
riel qui est de dimension d.

Démonstration : Notons _
7w : K[X] - K[X]/PK[X], P — P

la surjection canonique dont on sait que c’est un morphisme d’anneaux .
)
Va e KIX]/PK[X], 3Q € K[ X],a = 7(Q) Na # 0 = PfQ.
Comme P est irréductible, il existe (U, V) € K[X] x K[X] tel que
PU+QV =1 = 7nPU+QV) =1= arn(V) =1

c’est-a-dire que tout o € K[X]/PK[X] o« # 0 est inversible autrement dit que K[X]/PK[X] est un corps.
I est clair que I'injection naturellei : K — K[X] qui a tout élément A de K associe le polynéme constant
A est un morphisme d’anneaux . Il en va donc de méme de 7 o 1.

VA e K, VueK, n[i(\)] = 7li(p)] & Pli(A—p).

Ordeg(P) = d > Oetdeg(i(A— u)) < 0, parconséquent, i(A—p) = 0 = A—pu = 0 c’est-a-dire que
T o i est injective et qu’on peut donc considérer que K est un sous-corps de K[ X ]/ PK[X].

i) On laisse le soin au lecteur de vérifier que
- Kx K[X]/PK[X] — K[X]/PK[X], (A a) = XA-a = 7[i(N)]a
donne a K[X]/PK[X] une structure de K-espace vectoriel .

Vo € K[X]/PK[X], 3Q € K[X], o = 7(Q).

Or si R est le reste de la division euclidienne de @ par P, deg(R) < detnw(R) = «. Il existe donc
(Mo < j<a € Ktelsque

d—1
R =) NXI
j=0

(o1 I’on revient ici 4 une notation plus conventionnelle et ot I’on note simplement A = i(\). ) Si bien que :

11 s’ensuit que Ia famille 7(X )7 ,o < ; < q—1 est une famille génératrice de K[X]/PK[X].
Or si

o = 3wy )e(X).



LDD/S6 MDD354, Structures algébriques : Graphes, groupes, algébre linéaire, topologie ..., 111.60.6 Université Orsay-Paris-Saclay, 2024-2025

d—1
enposantS = > _ ;X7 onam(R) = o = n(S) c’est-a-dire que P|R — S. Ordeg(R— §) < d—1 < d
j=0
si bien que R — S = 0 c’est-a-dire que la décomposition 1 est unique et que par conséquent la famille

7(X)7 ,0 < j < a—1 est une base du K-espace vectoriel K[X]/PK[X].

I11.6.5.6. —Théoréme chinois des restes sur K[X]

Proposition IT1.6.5.6.1 (Théoréme chinois des restes) Soient (P, Q) € K[X] x K[X] un couple de polynémes
et M leur Ppcm. On note

mp : K[X] = K[X]/PK[X], mo : K[X] — K[X]/QK[X]et ma; : K[X] — K[X]/MK[X]

les surjections canoniques , K[X|/PK[X] x K[X]/QK[X] I’anneau produit défini comme
a la définition I11.5. 14, et

= K[X] — K[X]/PK[X]x K[X]/QK[X]
R +— (7p(R),mq(R)) .

i) Il existe un unique morphisme injectif d’anneaux y tel que le diagramme suivant soit commutatif (cf.
le point 1 du point iii de la notation 0.1 :)

K[X]
M l \‘ Y
K[X]/MK[X] —— K[X]/PK[X]x K[X]/QK[X].

ii) Si P et () sont premiers entre eux, -y est surjectif et est donc un isomorphisme.

Démonstration : (cf. ’exercice II1.11.3.3.)

Remarque I11.6.5.6.2 Bien entendu le résultat de la proposition I11.6.5.6.1 ci-dessus peut s’étendre a une fa-
mille finie de polyndmes deux a deux premiers entre eux .

I11.6.6 .—Etude des racines d’un polynéme

Dans cette section (I11.6.6,) K est un corps si bien que tou les résultat du paragraphe I11.6.4 peuvent étre
utilisés.

Certain résultat du paragraphe II1.6.6 peuvent étre établis dans un cadre un peu moins strict que celui des
corps, notamment celui des anneaux integres, mais nécessiteraient des arguments techniques supplémentaires.
On se limitera donc au cas des corps.

Proposition IT1.6.6.1 (Racine et factorisation d’un polyndéme) Pour tout polynéme P € K[X],
a € K est une racine de P (cf. la définition II1.6.3.5,) si et seulement si il existe @ € K[X] tel que P =

(X —a) *gx) Q-

Démonstration :
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a est racine de P Supposons que a est une racine de P. Considérons le morphisme ev, : K[X] — K
défini par la proposition I11.6.3.1.

Un élément a € K est racine de P si et seulement si P € Kerev,. Or Kerev, est un idéal de K[X]
non égal a K[X]. En effet, un corps contient au moins deux éléments distincts, il existe donc b € K
b # a, ce qui implique que X — b ¢ Kerev,.
En vertu du théoréme I11.6.4.4, Ker ev,, est engendré par un élément M. Comme Kerev, # K[X],
deg(M) > 0.0r X — a € Kerev,, ce qui implique que M divise X — a et que deg(M) < 1 d’apreés
la proposition I11.6.4.1.
II en résulte que X — a est un générateur de Kerev, donc qu’il existe Q € K[X] tel que P =
(X —a) *gx) Q.

X —a|P Réciproquement si P = (X — a) *gx] Q il est clair que P(a) = 0.

Corollaire I11.6.6.2 (Nombre de racines d’un polynéme) Un polynéme P € K[X] non nul posséde au plus
deg(P) racines.

Démonstration :

i) (deg(P) = 0)
Un polynéme constant non nul n’a pas de racines et le résultat est donc établi pour deg(P) = 0.

ii) (deg(P) > 0)
Si P n’a pas de racines le résultat est établi. Si a est une racine de P, X — a|P (cf. la proposition I11.6.6.1 ;)
c’est-a-dire qu’il existe Q € K[X]telque P = (X — a) % Q. Il s’ensuit que

deg(Q) = deg(P)—1 < deg(P).

Si I’on fait donc Ih’ypothése de récurrence que () a au plus deg(Q) racines P qui a une racine de plus que Q
en aura donc au plus deg(P) ce qui achéve la preuve en raisonnant par récurrence sur le degré des polynémes.

Proposition I11.6.6.3 (Multiplicité des racines) Etant donné un polynome P € K[X], eta € K, I'ensem-
ble des entiers naturels k tels que (X a)*|P posséde un plus grand élément qu’on appellera la multiplicité de
la racine a. A noter que si a n’est pas effectivement racine de P, sa multiplicité vaut 0.

Démonstration : L'ensemble D := {k € N; (X —a)¥|P} est non vide puisque 1 = (X — a)°|P pour
touta € K.

Par ailleurs, Vk € N, (X —a)¥|P = k < deg(P) (cf. la proposition I11.6.4.1;) si bien que I’ensemble
D est non-vide et majoré et posséde donc un plus grand élément .

Corollaire I11.6.6.4 (Polyndome nul) Si P € K[X] estun polynéme tel qu’il existen € N tel quedeg(P) <

n et P posséd n racines alors P = 0 est le polynéme nul.

Démonstration : C’est une conséquence immédiate du corollaire I11.6.6.2.
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Proposition I11.6.6.5 (Groupe de racines de I’unité) Pour tout entier d € N* I'’ensemble I'y; C K* des
racines du polynéme X% — 1 est un sous-groupe de K* et
cardl’'y < d.

Démonstration : Le fait que #(I'y) < d est une conséquence immédiate du corollaire I11.6.6.2.
En suite il est clair que 1% = 1ie. 1 € Ty. De plus

Ve €Ty, zx2d™! = 1 A (297 = 97! =1
si bien que x posséde un inverse dans I 4. Enfin puisque (K>, %) est commutatif,

Ve €Tq, Vy €Ty, (xxy)? = 2%%y? =1 = zxy € Ty.

Proposition I11.6.6.6 (Polynomes dérivé) i) Il existe une unique application K-linéaire
K[X] — K[X], X™ = nX""1.
L’image d’un polynémes P par cette application sera notée P’ et appelée polynome dérivé.

Démonstration : L’ensemble des X™ ,,,cn étant une base du K-espace vectoriel K[X] (cf. II1.6.2.5.v,) et une
application linéaire étant uniquement déterminée par I’image d’une base le résultat est clair.

ii) La dérivation définie ci-dessus satisfait a la regle de Leibnitz a savoir

(PQ) = P'Q + PQ'.

Démonstration : C’est une vérification trés élémentaire.

Proposition I11.6.6.7 (Polynomes a racines simples) Si K est un corps de caractéristique 0, (en pratique Q,
Rou C,) pour tout polynéme P € K[X] si P et P’ sont premiers entre eux les racines de P sont simples.

Démonstration : Soit a € K une racine de P. Alors il existe k € N*, et € K[X]telsque P = (X —
a)*Q. On a alors P' = k(X — a)*1Q + (X — a)*Q’. Si P et P’ sont premiers entre eux, il existe
(U,V) € K[X] x K[X] (cf. le théoréme I11.6.5.2.1,) tel que PU + P'V = 1 = (X —a)*QU +
k(X —a)"'Q + (X —a)*Q']V = 1.O0rk > 1 entraine que a est racine de (X — a)*QU + (k(X —
a)*71Q 4+ (X — a)*Q")V donc racine du polyndme constant 1 ce qui n’est pas. Par conséquent, k = 1
c¢’est-a-dire que a est racine simple.

IIL.7 . —Réduction des endomorphismes

II1.7.1 . —Polynomes annulateurs, minimaux ...

Dans ce paragraphe (I11.7.1,) K est un corps (cf. la définition II1.1.1.12,) £ un K-espace vectoriel (cf.
la définition I11.1.2.1,) de dimension finie (cf. le point ¢ du point ix III.1.2,) et v € Endg(E) un endo-
morphisme de E (cf. le point i de la définition II1.1.3.6.)

C’estici (III.7.1,) que nous utiliserons significativement les définitions et résultats du paragraphe I11.6.
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Définition IT1.7.1.1 (Polyndmes annulateur) Un polyndome annulateur de u est un polynome P € K[X]

tel que P(U) = OEnd(E) ie.
Ve € E, P(u)(z) = 0p .

Lemme I11.7.1.2 (Annulateur) Pourtoutz € EetP € K[X],

i) (Polynéme minimal en x)
Il existe un unique polynoéme unitaire PZ,  — tel que

Prinu(u)(z) = 0et VP € K[X], P(u)(z) = 0 = Pp,,|P;
c’est-a-dire que
Py . estunitaire et {P e K[X]; Plu)(z) = 0} = pPr K[X].

ii) (Polynéme minimal)
Il existe un unique polynéme unitaire Ppin., tel que

Puinu(u) = 0et VP € K[X], P(u) = 0 = Pinul|P;
c’est-a-dire que
Va € B, Ppinu(u)(z) = 0et VP € K[X], Vx € E, P(u)(x) = 0 = Ppinu|P .

Définition I11.7.1.3 (Polynéme minimal en x) Pourtoutz € E, le polynéme PZ . (cf.le pointidu lem-
me I11.7.1.2,) est appelé polynéme minimal de u en x.

Définition I11.7.1.4 (Polynéme minimal) Le polynéme Py, (cf. le point ii du lemme I11.7.1.2,) est appelé
polynéme minimal de u.

Proposition IIL.7.1.5 Le polynéme minimal

Phin ., de u est le Ppem des polynémes minimaux Py, ,enx € E .

Démonstration : Pour tout P € K[X] :
— D’une part P est un polynéme annulateur de u si et seulement si Ppn .| P (cf. la définition I11.7.1.4.)

— D’autre part P est un polynéme annulateur de u si et seulement si

VeeE, P-x = Plu)(z) = 0
< aniinu | Pa

c’est-a-dire si et seulement si le Ppem des Py, divise P.
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Proposition I11.7.1.6 Soient F' et G deux sous-espaces u-stables de E . Alors F' + GG, est u-stable et Py,
et le Ppem de Prin v €t Prinu, g -

inu|Fyc

Démonstration : Notons M le Ppcm de Proinw,p €t Prinu, - Alors :
Pmin U F | M

= VeeF Mu)(z) = 0

| M

Pminu‘c

= VeeG, M(u)(z)
ce qui entraine que
V(z,y) € F x G, M(u)(x+y) = M(u)(x) + M(u)(y) = 0;
ce qui entraine que
Puinwp | M
OrF C F+ G (resp. G C F + G) si bien que
Vo € F, (resp.Vx € G, , ) Puinup,(u)(x) = 0;
c’est-a-dire que
Prin o | Pmin )y o (€8P Prninwy [ Pinwy o 5)

c’est-a-dire que
M| P,

inu‘F+G 9
d’oul finalement
M = P,

inupic -

Lemme I11.7.1.7 (Lemme des noyaux) Soient (P,Q) € K[X] x K[X] des polyndmes premiers entre eux.

i) Ker (PQ)(u) = Ker P(u) @& KerQ(u)

Démonstration : Puisque P et () sont premiers entre eux, il existe, d’apres le théoréme I11.6.5.2.1 de BEZOUT
pour I’anneau principal (cf. le théoréme I11.6.4.4,) K[ X],

(A, B) € K[X] x K[X] tel que AP + BQ = 1.

11 s’ensuit que :

Yo e E, (AP)(u)(v) + (BQ)(u)(v) = v, 1
puis que :
Vo € Ker (PQ)(u),  (AP)(u) o (AP)(u)(v) = (AP)(w)o (AP + BQ)(u)(v)
= (AP)(u)(v) ,
(resp. (BQ)(u) o (BQ)(u)(v) (BQ)(u) o (AP + BQ)(u)(v)
(BQ)(u)(v) -) -
Soient :

mp = (BQ)(u) : Ker(PQ)(u) — KerP(u) et mg := (AP)(u) : Ker (PQ)(u) — KerQ(u). 3
Le calcul 2 ci-dessus montre que wp et wg sont des projecteurs. Enfin I’égalité 1 assure que

p + 7 = ldker (PQ)(u)

ce qui acheve la preuve.
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ii) Les projections mp : Ker (PQ)(u) — Ker P(u) et mg : Ker (PQ)(u) — Ker Q(u) sont des poly-
nomes en u i.e. des éléments de K[u] = Im (K[X] — Endg(E), X — u).

Démonstration : (ctf.i.3.)

iii) De plus si (PQ) = Ppiny, est le polynéme minimal de u sur Ker (PQ)(u),

P = Pminu\KerP(u) et@) = ijnu\KerQ(u) :

Démonstration : I est tout d’abord immédiat que Puin ., p(.) [P (1€SP. Prinu e, 00, |@ ;) c€ qui entraine
(Pmi"u\xcrp(u) N Pmi"u\xch(u))l(P A Q) = 1.

Or d’apres le point i , Ker (PQ)(u) = Ker P(u) @ Ker Q(u) ; si bien que d’aprés la proposition II1.7.1.6,
(PQ) = Prinwjger (poywy = (Pminumerpw) \Y, ijnu\KerQ(u)) ; ce qui entraine finalement

P, = Pet PmiHU\KerQ(U) = Q.

N U Ker P(u)

IIL.7.2 . —Valeurs propres, vecteurs propres, espaces propres
Lemme II1.7.2.1 (Valeur/vecteur propre) Pour tout A\ € K les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L’endomorphisme u — AIdg n’est pas injectif;
b) ilexistex € E \ {0} tel queu(z) = Az ;

¢) ilexistex € Etelque X — A\ = PZ, . soitle polynéme minimal de v en x (cf. la définition I111.7.1.3;)

d) X — X Pninu -

Démonstration :
a < b Est tautologique.
b=rc Siz # Oetu(z) = Az, X — A PZ,,- Ordeg(Py,.,) = 0, entraine qu’il existe p € K tel que
pxr = 0, c’est-a-dire que x = 0. Il s’ensuit donc que Py, =~ = X — \.

¢ = d (cf. la proposition I11.7.1.5.)
d=b Si X — \|Pyinu, il existe

k€ N* et Q € K[X] tels que Ppinu = (X — A)*Q et X — ) et Q sont premiers entre eux .

11 découle alors du lemme IT1.7.1.7 que E = Ker Ppipu(u) = Ker (u — Md.)* @& KerQ(u) . Or
Ker (uMdg)* = {0} entraine E = Ker Q(u), ce qui entraine Ppi,., = Q et contredit I’hypothése.
Ainsi il existew € Ker (u — Mdg)* \ {0}. ainsi (u — \ldg)°(w) = w # 0. Il existe donc un plus
grand entier ¢ < k, tel que (u — Mdg)* # Oet(u— Adg)* T (w) = 0. Posant

z = (u—MNdg)'(w), ona:z # 0etu(zx) Az .

Définition I11.7.2.2 (Eléments propres) i) (Valeur propre)
Onditque A € K, est une valeur propre pour u s’il vérifie les conditions équivalentes du lemme I11.7.2.1.
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ii) (Vecteur propre)
Un vecteur x € F vérifiant (de maniere équivalente) les points b ou ¢ du lemme I11.7.2.1 est appelé vecteur
propre associé a la valeur propre .

iii) (Espace propre)
Pour toute valeur propre A de u, on appelle espace propre de u associé a A le sous-espace Ker u — A\Idg de
E qui est I’ensemble des vecteurs propres de u associés a A (union {0}.)

Définition II1.7.2.3 (Endomorphisme diagonalisable) On dit que u est diagonalisable si E est somme directe
des espaces propres de u.

Proposition I11.7.2.4 (Caractérisation des enromorphismes diagonalisables) L’endomorphisme u est
diagonalisable si et seulement si

Phin« est scindé a racines simples ,

si et seulement si il existe un polynome annulateur de u scind€ a racines simples .

Démonstration : C’est un résultat que le lecteur aura sans doute déja démontré et il est invité a rappeler ses
souvenirs.

Exemple I11.7.2.5 (Exemples fondamentaux) Soit £ un K-espace vectoriel .

a) (Projecteur)
Un projecteur i.e. un endomorphisme p € End(FE)telquep o p = p est diagonalisable (cf.1 exerci-
celll.11.4.1.)

b) (Symétrie)
Une symétrie i.e. un endomorphisme s € End(FE) tel que s o s = Idg, est diagonalisable (cf.
I’exercice I111.11.4.2.)

Définition II1.7.2.6 (Endomorphismes trigonalisables) On dit que u est trigonalisable s’il existe une base
dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure.

Proposition I11.7.2.7 L’endomorphisme u est trigonalisable si et seulement si Py, ,, est scindé.

II1.7.3 . —Polynome caractéristique

Définition I11.7.3.1 (Polyndéme caractéristique) Pour tout endomorphisme v € Endg(FE), le polynéme ca-
ractéristique de u est le polyndmes Pey, = det(XIdg —u) € K[X].

Lemme II1.7.3.2 Un élément A\ € K est une valeur propre de u (cf. le point i de la définition I11.7.2.2,) si et

seulement Si Peyryy(A) = 01i.e. A est une racine de Peyro,.

Démonstration : I suffit de remarquer qu’un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie est
injectif si et seulement si son déterminant est non nul et d’utiliser la caractérisation du point a du lemme 111.7.2.1
des valeurs propres.

Lemme I11.7.3.3 (Propriétés du polyndme caractéristique) i) deg(Pey.) = dimg E .
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d—1

ii) Sion écrit Peyr,, = det(XIdg —u) = Xd—i—ZaiXi, d = dimg F ,onaas—1 = —tr(u)etag =
i=0

(—1)4det(u) .

iii) SiE = F & G avec F et G stables par u, Py, = Pearuyp = Pearujg -

Démonstration : (ct. I’exercice I11.11.4.3.)

Définition IT1.7.3.4 (Spectre d’un endomorphisme) Soient d € N, K un corps , E un K-espace vectoriel
de dimension finie etu € Endg(E) un endomorphisme de E.

i) (Multiplicité)
Pour toute valeur propre X\ de u, la multiplicité de X\ est sa multiplicité en tant que racine du polynome
caractéristique au sens de la proposition I11.6.6.3.

ii) (Spectre)

Le spectre de u, noté Sp(u) est I’ensemble des valeurs propres de .

On tient souvent compte de la multiplicité my d’une valeur propre A, et il est usuel de noter Sp(u) =
{A(m\)} + sans pour autant sintterdire d’écrire A € Sp(u) ; les deux notations n’étant pas formellement rigou-
reusement compatibles.

II1.8 . —Espaces préhilbertiens réels ou complexs

Dans ce paragraphe (II1.8,) K = R ou C est le corps (cf. la définition I11.1.1.12,) des nombres réels ou
des nombres complexes .

Le but de ce paragraphe étant, dans le contexte de ce cours, d’éclairer la proposition III.2.2, on aurait
pu se contenter d’exposer les résultats qui suivent uniquement dans le cadre des espaces euclidiens (cf.
la définition II1.9.1,) ou des espaces hermitiens (cf. la définition II1.9.2;) sans faire le détour par les es-
paces pré-hilbertiens  (cf. la définition I11.8.4.) Le seule mérite de la présentation que nous adoptons est
sans doute de clairement distinguer quels énoncés n’ont pas besoin de I’hypothese de dimension finie (cf.
le point ¢ du point ix I11.1.2.)

Définition ITL.8.1 (Produit scalaire euclidien) Etant donné un R-espace vectoriel E (cf.la définitionI11.1.2.1,)
un produit scalaire euclidien  sur E est :

Eucly) Une forme bilinéaire i.e. une application ¢ : E x E — R telle que

a¢($,z) + b(b(y’z)
ag(z,y) + bo(x,2).

V(z,y,2,a,) E EXEx ExRXxR, ¢(ax+ by, z)
et o(x,ay + bz)

Eucly) La forme bilinéaire ¢ est symétrique ie.
V(z,y) € Ex E, ¢(x,y) = o(y,z) .
Eucls) La forme bilinéaire ¢ est positive i.e.

Ve e E, ¢(x,z) > 0.
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Eucly) La forme bilinéaire ¢ est définie positive forme définie positive  i.e.

Ve e E, ¢(x,2) =0 < z = 0.
Définition IT1.8.2 (Produit scalaire hermitien) Etant donnéun C-espace vectoriel F (cf.la définition I11.1.2.1,)
un produit scalaire hermitien  sur F est :

Herm;) Une forme sesqui-linéaire i.e. une application ¢ : E x E — C telle que

Y(z,y,2,a,b) EEXEx ExCxC, ¢lax+by,z) = ap(x,z) + boy,2)
et ¢(z,ay +b2) = ag(r,y) + bd(z,2).

Herms) La forme sesqui-linéaire ¢ est a symétrie hermitienne i.e.
V(z,y) € EX E, ¢(x,y) = ¢y, ) .
Hermg) La forme sesqui-linéaire ¢ est positive  i.e.
Ve e E, ¢(x,z,) > 0.
Hermy) Laforme sesqui-linéaire ¢ est définie positive ie.

Ve e E, ¢(x,z) = 0 < = = 0.

Remarque II1.8.3 On pourrait s’étonner de I’axiome Hermgs de la définition I11.8.2, puisqu’a priori un produit
scalaire hermitien  est a valeurs dans C. Cependant I’’axiome Hermy de la définition II1.8.2 entraine que

Vo € B, ¢(z,z) = é(z,x) ;

ce qui entraine
Ve € B, ¢(x,z) € R

et assure que ¢(z, ) > 0 abien un sens.
Définition II1.8.4 (espace préhilbertien) i) (Réel)

Un espace pré-hilbertien réel est un couple (E,¢) ou E est un R-espace vectoriel (cf. la défini-
tion I11.1.2.1,) et ¢ un produit scalaire euclidien  sur F au sens de la définition I11.8.1.

ii) (Complexe)
Un espace pré-hilbertien complexe est un couple (E,¢) ou E est un C-espace vectoriel (cf.
la définition II1.1.2.1,) et ¢ un produit scalaire hermitien  sur E au sens de la définition I11.8.2.

Définition IT1.8.5 (Orthogonalité) Soit (E, ¢) un espace pré-hilbertien réel (etdanscecasonnote K = R,)
ou complexe (et dans ce cas on note K = C,) (cf. la définition I11.8.4.)

i) (Eléments orthogonaux)
On dit que deux éléments x ety de E sont ¢-ortogonaux (ou méme simplement orfogonaux s’iln’y a pas
d’ambigiité) et 1’on note x| %y ou ou simplement x Ly si ¢(x,y) = 0.

Ceci équivaut bien évidemment & ¢(y,x) = 0 ; si bien que
1% < yl%.

cf
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ii) (Base orthogonale)

Une base (e1,...,eq) de E est ¢- (ou mé&me simplement ortogonale

) si ¢(ei,e;) = 0, pour tout
1<i<d,toutl <j<d,i#j.

Plus généralement on pourrait dire d’une partie S C E, qu’elle est ortogonale  si

V(z,y) €S xS,z #y = ¢z,y) =0.
iii) (Base orthonormale)
On appelle base ¢- (ou méme base orthonormale ) de E une base (e1,...,eq) telle que

Vi<i<d V1<j<d,
7’7&] = ¢(€i,€j) 0
et Pleie)) = 1.

On écrit parfois a I’aide du symbole de KRONECKER V1 < i <d, V1 < j <d, ¢(e;,e;) = &;;

On pourrrait également généraliser la définition a une partie quelconque S C FE dont on dira qu’elle est
orthonormale  si :

V(s,t) € S xS, s#t = ¢(s,t)=0
o(s,8) = 1.

iv) (Orthogonal d’une partie)
pour toute partie S C E, on appelle ¢-orthogonal de S (ou simplement orthogonal de S) et 1’on note

St? = {x € E; ¢(s,2) = 0,Vs€S, } = {x € E;slXaVseS, }. 1

On notera S+ pour S si aucune confusion ne peut en résulter.

De méme pour tout # € E, on notera abusivement - pour {z}*.

v) (Sous-espaces orthogonaux)

Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont ¢-ortogonaux (ou simplement ortogonaux ,) si

V(z,y) € F x G, q(z,y) = 0.

On écrira (ou F'L?G ou méme simplement F' 1 G.

A noter que F et F'* sont orfogonaux et méme que

F1G & G cCc Ft o« F c G*.

Proposition IT1.8.6 (Propriétés de I’orthogonalité) Soit (F, ¢) un espace pré-hilbertien réel (et dans ce cas
onnote K = R,) oucomplexe (etdans ce cas onnote K = C,) (cf. la définition II1.8.4.)

i) PourtoutS C E,S C (SL@)L@.
ii) PourtousS C T C E,T+?% c S+°.

iii) Pourtout S C E, S*? estun sous-espace vectoriel de E et

She = Vect{S}L"d).
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iv) Pourtous S C EetT C E, (SUT)-? = S+-¢ n TH¢: en particulier si F' et G sont deux
sous-espaces vectoriels de F,
(F+G)b? = FH9 n gH? .

v) (Parties orthogonales)
Une partie ortogonale S C FE (cf. le point ii de la définition II1.8.5,) est une partie libre si0 ¢ S ; par
conséquent une partie orthonormale (cf. le point iii de la définition II1.8.5,) orthonormale est une partie libre

Démonstration : (cf. ’exercice II1.11.2.3.)

Définition IT1.8.7 (Somme directe orthogonale) Pour (F;), -, - , une famille de sous-espaces de £/, on
dira que la somme F = Fy + ... + F} estune somme directe ortogonale F = F; © ... © F} est
une somme directe et si de plus

Vi<i<j<k, F;1XF;. I.8.7.1
On notera alors
E = F, @ ... ptx Fi, ousimplement £ = Fj R Fy. .
Si la condition II1.8.7.1 est satisfaite, la somme est nécessairement directe (cf. 1’exercice I111.11.2.4.)

Définition I11.8.8 (Projecteurs et symétries) Soit (F, ¢) un espace pré-hilbertien réel (et dans ce cas on
note K = R,) ou complexe (et dans ce cas onnote K = C,) (cf. la définition II1.8.4.)

i) (Projecteur orthogonal)
Un projecteur ¢-orthogonal  (ou simplement projecteur orthogonal ) de E dans lui-méme est un endo-
morphisme p, qui est un projecteur i.e.

p o p = pettel que de plus Kerp ! XImp ;

si bien qu’alors
E = Kerp & x Imp (cf. Pexercice IIL.11.2.1 .)

ii) (Symétrie orthogonale)
Une symétrie ¢- (ou simplement symétrie ortogonale ) de E dans lui-méme est un endomorphisme s qui
est une symétrie i.e.

s o s = Idg et tel que de plus Ker s — Idg 1 XKer s + Idg ;

si bien que
E = Kers—Idg ®'¢ Kers+ Idg (cf. lexercice 11.11.2.2 )
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Proposition II1.8.9 Soit (F, ¢) un espace pré-hilbertien réel (et dans ce cas on note K = R,) ou com-
plexe (et dans ce cas on note K = C,) (cf. la définition II1.8.4.) pourtoutx € E,x # 0, E =
Vect{z} ot yxtx.

Démonstration : On remarque tout d’abord que I’application

p:EFE —> FE,yw—

est bien définie puisque ¢(x,x) # 0. De plus p est manifestement linéaire. Enfin pour touty € E,

()

p T

B 1 ¢(z,y)z o) o
= qs(x,x)“b(qs(x,x) ’ >
= 1 Sy

(v, 22
R
(v,2)

(y) .

plp(y)] = ooz

< S
<

-

I
=

Il en résulte que p o p = p c’est-a-dire que p est un projecteur et donc que

E = Imp & Kerp (cf. I'exercice III.11.4.1 .)

Vy e E, y € Kerp
& ply) = 0
- ozy) _
¢(z, )
= Yy € :L'J‘;
si bien que
Kerp = z+.
Il est clair que Imp C Vect{z} et pour touta € K,
o(z,ax)
plar) = ———z = az;
) = 5w

si bien que
Imp = Vect{z}.

On a donc établi que
E = Vect{z} @ zh?.

11 est presque tautologique de dire que cette somme est ¢- .
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Proposition ITI1.8.10 (Généralisation) Soit (F, ¢) un espace pré-hilbertien réel (et dans ce cas on note
K = R,) ou complexe (et dans ce cas on note K = C,) (cf. la définition II1.8.4.) Soit ' C FE un
sous-espace vectoriel  de dimension finie alors F et FX sont supplémentaires i.e.

E = F &t yFb?.

Démonstration : Pourdimg I’ = 1, le résultat est bien entendu donné par la proposition I11.8.9.

Soitd € N* et F de dimensiond+1. Pourz # 0 € F.NotonsD := Vect{z} et H := z*. Il résulte
de la proposition I1.8.9 que E = D @&+ H.

Notons G := H N F. Alors pour tout x € F, puisque x € E, il existe (y,z) € D x H tel que
r =y+z.Commez = x—vy,z € Fdoncz € FNHie z € G;sibienque F = D + G. Comme

DNGcDNH={0},F=Da&aG.

Ainsi dimg G dimg F — 1 = d. Notons I := G+ et faisons I’hypothése de récurrence que
E = G @ I. Alors posons

J:=Ft = (DeG)t = DY N G+ = H n I (cf. le point iv de Ia proposition II1.8.6.)
Pour toutx € E, il existe d’une part (y,z) € D x H et d’autre part (v,w) € G x I tels que
r=y+z=v+tw.
Notonsu := z—v = w—y. Or
z € Hetv e GCH = u e H

et
w e letye DCI = u e 1.

11 s’ensuit que
ueJ=HNIletx =y+ov+u.

Commey +v € F, onen déduit que
E=F+ J.

On a nécessairement F N J = {0}, si bien que

E=FotJ=FotFrt.

Proposition ITL.8.11 (Existence d’un projecteur orthogonal) Soit (E, ¢) un espace pré-hilbertien réel (et
dans ce cas on note K = R,) ou complexe (et dans ce cas on note K = C,) (cf. la définition II1.8.4.) Soit
F C F unsous-espace vectoriel de dimension finie . Alors :

1) Il existe un unique projecteur (cf. le point i de la définition I11.1.3.7,)

p: E — F tlque Imp = FetKerp = F*.

Démonstration : Puisque F est de dimension finie la proposition II1.8.10 assure que E = F @©+¢ F- .
L’existence et I’unicité de d’un projecteur p tel que Kerp = F+ etIlmp = F découlent alors du lem-
me I11.1.3.8.
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ii) Le projecteur p est un projecteur orthogonal (cf. le point i de la définition II1.8.8.)

Démonstration : (ct. I’exercice II1.11.2.1.)

iii) De plus, pour toute base orthonormale ~ (f;), - i < dimg r 9 I,

dimg F
Vo € B, p(z Z o(fi, x)
d
Démonstration : Etant donnée une base orthonormale (fi)y <j< , de F, considérons 'application ¢ : E — F |, x Zg
j=1

L’application q est manifestement linéaire . De plus

d
Ve e E, q(q(z)) Z¢ fi>)

j:

= _Zwy-, z)q(f;)

=

d d
= > of52) (O o fr £i) Fr)
j=1 k=1

d
= Zd)(fj,z
= q(x).

L’endomorphisme q est donc un projecteur dont on constate immédiatement ou presque que Imq = F et
Kerq = F*. C’est le seul vérifiant ces conditions en vertu du lemme II1.1.3.8.

Le lemme II1.8.12 qui suit est un ingrédient dans la démonstration du théoréme II1.8.13 ; mais présente un
intérét pour lui-méme dans la mesure ou il donne un critére pour qu’une partie soit libre (cf. le point ¢ du
point iii du lemme I11.8.12.)

Lemme I11.8.12 (avant GRAM-SCHMIDT ) Soit (E, ¢) un espace pré-hilbertien réel (et dans ce cas on
note K = R,) ou complexe (et dans ce cas on note K = C,) (cf. la définition II1.8.4.) Soientd € N* un
entier naturel et (v;), o ; . 4 € E une d’famille d’éléments de E.

i) Ilexiste une famille ortogonale  (0;),  ; < 4 € E telle que

Vi<k<e, Vect{vl,...,vk} = Vect{ol,...,ok} .

Démonstration : Raisonnons par récurrence sur I'entier 1 < k < d.
k=1 o1 := vy répond a la question.
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k < d Supposons construite une famille ortogonale  (0;), < ; <, € E telle que
ViI<j<k,V; = Vect{vl, . ,Uj} = Vect{ol, .. .,oj} .

Le sous-espace vectoriel V), étant de dimension finie il existe d’aprés la proposition I11.8.11 un unique
projecteur orthogonal py, tel que

Kerpy = Vkl et Impr = V.

Sik = d, le résultat est établi. Sinon posons oy4+1 = Vk4+1 — Pk(Vkt+1) - Dés lors o1 € vkL ; Si
bien que (0i), < ; < 41 € FE estune famille ortogonale

Par définitionn de og41, 0g+1 € Vect{ka, Vk} ; si bien que, sous I’hypothése de récurrence

Vect{()l,...,OkJ,_l} - Vect{vl,...,vkﬂ}.

Enfin vgy1 = og41 + pr(vit1) ; si bien que vpy1 € Vect{opi1,Vi} ; c’est-a-dire, par hypothése
de récurrence, vi4+1 € Vect{ol, o ,0k+1} . Il s’ensuit que

Vect{vl, cee UkJrl} - VeCt{Ol, ce ;0k+1} .
11 en résulte finalement que

Vect{ol, cek1 } = Vect{vl, ce ,’l)k+1} ;

ce qui acheve le raisonnment par récurrence.

ii) Si(0i); «; <4 € FE estconstruite comme au pointi, pourtoutl < k < d, (v;); «; <, € FE estune
famille libre  si et seulement si (0;); < ; « , € E est une famille libre

Démonstration : En effet, (v;), < ; <, est une famille libre  si et seulement si
dim(Vect{vl, e ,vk}) =k.
Ceci équivaut, en vertu du pointi a
dim(Vect{ol, cesk }) =k;

ce qui équivaut au fait que (0;); - ; - ;, est une famille libre

i) Si (oi)1 <i<aq € I estconstruite comme au point i, pourtout0 < k < d — 1, les assertions suivante
sont équivalentes

a) Lesfamille (v;); o ; < €t (vi); < ; < 4, SONtlibres .
b) Lesfamille (0:), < ; <} €t(0i); < ; < 4 sontlibres .

c) Lafamille (0;), - ;  ; estlibre etopi1 # 0.
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Démonstration :
a < b se déduit du point ii .

b < ¢ découle du point v de la proposition I11.8.6.

iv) Soient (p;), - ; < 4 € Eet(qi), «; <4 € E deux familles orthogonales telles que
V1 <k <d, Vect{pl, e ,pk} = Vect{vl, . ,’Uk} = Vect{ql, . ,qk} .

Alors pourtoutl < k < d, {pk,qr} est une partie liée.
Démonstration : Pourtoutl < k < d,notonsV;, := Vect{vi,...,v;}etVy := {0}. Pourtoutl < k < d,

P € Voo € Vi, aw € Vi, ar € Vity .

OrVi N Vle 1 est supplémentaire de V),_1 dans V), donc de dimension inférieure ou égale a 1 ; il en résulte
que py, et qi sont liés.

Théoréme I11.8.13 (Orthonormalisation de GRAM-SCHMIDT ) Soit (E, ¢) un espace pré-hilbertien réel
(etdans ce cas on note K = R,) ou complexe (et dans ce cas onnote K = C,) (cf. la définition II1.8.4.) Pour
toute famille libre  (e;), - ; « 4 € E, il existe une famille orthonormale ~ (f;), - ; - ;, € E telle que
GSy) pourtoutl < j < dVect{f1,...,f;} = Vect{e1,...,e;};

si de plus

GSs) pourtoutl < j < d¢(ej, f;) € RT,

la famille (fi), < ; < 4 est unique.

Démonstration: On notera K = R (resp. K = C,) si E est un espace pré-hilbertien réel (resp. un
espace pré-hilbertien complexe )

Existence D’aprés le point i du lemme 111.8.12, il existe une famille ortogonale (0i)1<;<q € F,
satisfaisant la condition GS;. Puisque (ei)1 < i < g €st une famille libre , il en est de méme, d’apres
le point ii du lemme II1.8.12, de la famille (0;), - ; - 4. 1l s’ensuit, d’aprés le point v de la propo-
sition II1.8.6, que V1 < ¢ < d, o; # 0 ; ce qui entraine encore, en vertu de I’axiome Eucly de la
définition I11.8.1, ou de I’axiome Herm, de la définition I11.8.2,

V1<i<d, ¢(oi,0;) > 0.
Il découle du point iii et du point iv du lemme II1.8.12 que les familles orthogonales  satisfaisant la
condition GS; sont de la forme (c;0;), < ; < 4 avec
Vi<i<d, a € K*.
Une telle famille est orthonormale si de plus
Vi<i<d, 1 = ¢(ao5,0;0;) = |ull*d(0s,0:) ;

c’est-a-dire si )

. 2
Or on peut toujours trouver

1 .
¢(Oi7 Oi) '

ce qui prouve I’existence d’une famille orthonormale  satisfaisant la condition GS;.

()] <j<q € K telque V1 <i<d, |og]|* =
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Unicité Avec les notations précédentes, si I’on exige que la condition GS; soit satisfaite on a

Vl S 7/ S d, d)(ei,aioi) = ai¢(ei;0i) c R+
. ) 1 ) .
Comme par ailleurs [|c;[|* = oo on a nécessairement
0i, 04
1 b(ei,01)
P(0i,0:) llolei, 00

VlSZSd,OAZ =

Ce qui prouve I'unicité.

Théoréme I11.8.14 (Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ ) Soit (E, ¢) un espace pré-hilbertien réel (et dans
cecasonnote K = R,) ou complexe (etdans ce cas onnote K = C,) (cf. la définition II1.8.4.)

) V(z,y) € EXE, ¢z, )| < o(z,2)6(y,v) ;
ii) D’inégalité ci-dessus et une égalité si et seulement si x ety sont liés.

Démonstration: SiK = C, pour tous
0 € R,y € ExEpe’s,y) = e o(a',y)

1l existe donc o
0(z') € R tel que ¢(e?®)a’ y) € R.

Alors o o o
o(a’,a') = ¢(”a’, ") et o’ )|l = o (e

iG(z')z/

On pose alors x :

SiK = R, ¢(2',y) € R. Puisque ¢ est positive par hypothése,

VAER, ~ dAz+y, Az +y) >
& A@(x, ) + Ap(x,y) + Md(y, z) + o(y,y) =
& Np(x, ) + 2Xp(x,y) + d(y,y) >

— Si¢(x,z) = 0,0na
VA ER, 2X¢(z,y) + x(y) >0;

ce qui entraine ¢(x,y) = 0 et prouve le point i.

/

T,y

o o O

-

— Sinon on a un polynéme de degré 2 a coefficients réels qui a au plus une racine double ; ce qu’i entraine

que
o(z,y)? — d(z,z)d(y,y) < 0;

qui prouve le point i.

Puisque ¢ définie (cf. I’axiome Eucly de la définition I11.8.1 ou I’axiome Hermy de la définition I11.8.2,) est
et égalité dans le pointi. Sixz # 0, ¢(z,x2) # 0, et le discriminant ¢(x,y)? — ¢(x,2)p(y,y) du polynéme
d(x, )N 42X (2, y) + ¢(y, y) est nul; ¢’est-a-dire que ce dernier posséde une racine \g. Il existe donc

Ao € R tel que ¢p(Mox+y, Aoz +y) = 0;

ce qui entraine, puisque ¢ est définie A\ox +y = 0 et prouve donc le point ii.

174



LDD/S6 MDD354, Structures algébriques : Graphes, groupes, algébre linéaire, topologie ..., 115t3.8.16 Université Orsay-Paris-Saclay, 2024-2025

Corollaire ITI.8.15 (Inégalité de MINKOWSKI)

V(z,y) € EXE, $(x+y,2+y)? < ¢(z,2)F + ¢(y,y)% .

Démonstration :

(z,2) + oy, y) + o(x,y) + ¢(x,y)
(z,7) + (y,y) + 2Re(d(z,y))
(z,2) + oy, y) + 2/ o(z,y)]l -

Vir,y) e EXE, ¢(x+yxz+y) =

S-S S

IA I

11 vient alors, en utilisant le théoréme I11.8.14,

o(x+y,x+y) (z,z) + ¢y, y) + 20(z, 2)d(y, y)

<
< ($(z,2)% + oy, y)?)° .

Proposition IT11.8.16 (Norme euclidienne/hermitienne) Si (E, x) est un espace préhilbertien réel
(resp. complexe,)

i) (Norme)
I’application
E = R 2w [l = dla,2)?

(qu’on notera le plus souvent simplement ||x|| s’il n’y a pas d’ambiguité sur la structure considérée,) est une

norme , au sens ol elle vérifie les propriétés Nor; a Nory. On I’apelle norme euclidienne (resp. norme hermi-
tienne .

Le couple (E,||-||) est alors un espace vectoriel normé

V(z,y,\) € Ex E xK,

Nory)
lz|| € RT;

Nor,) (Homogénéité)
Azl = [IAlll]] 5

Nors) (Séparation)
[|z|| = 0sietseulementsiz = 0;

Nor,) (Inégalité triangulaire)
llz+yll < llzll +lyll ;

Démonstration : Seul I’axiome Nory nécessite une justification qui n’est autre que ’inégalité de MINKOWSKI
(ct. le corollaire 111.8.15.)
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ii) (Distance)
I'application d : E x E — R | (z,y) — ||z —yl|| estunedistance au sens ou elle vérifie les axiomes
Dist; a Disty. On I’appelle distance euclidienne .

Le couple (E,d) est donc un espace métrique .

Y(z,y) € E X E,

Disty)
d(z,y) € R ;

Disty) (Séparation)
d(z,y) = Osietseulementsiz = y;

Dist3) (Symétrie)
d(z,y) = d(y, ) ;

Disty)
d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire.)

II1.9 . —Espaces vectoriels euclidiens, hermitiens

Dans ce paragraphe (I11.9,) K = R ou C est le corps (cf. la définition I11.1.1.12,) des nombres réels ou
des nombres complexes .

Définition IT1.9.1 (Espace euclidien) Un espace euclidien est un espace pré-hilbertien réel ~ (cf. la défini-
tion I11.8.4,) (E, ¢) tel que F est un R-espace vectoriel de dimension finie (cf.le point ¢ du point ix III.1.2.)

Autrement dit c’est un couple (E, ¢) ot E est un R-espace vectoriel de dimension finie et ¢ un produit
scalaire euclidien  sur E au sens de la définition II1.8.1.

On dira aussi que le R-espace vectoriel E est muni d’une structure euclidienne .

Définition IT1.9.2 (Espace hermitien) Un espace hermitien est un espace pré-hilbertien complexe (cf.
la définition I11.8.4,) (E, ¢) tel que E est un C-espace vectoriel de dimension finie (cf. le point ¢ du
point ix II1.1.2.)

Autrement dit ¢’est un couple (E, ¢) ot E est un C-espace vectoriel de dimension finie et ¢ un produit
scalaire hermitien  sur I au sens de la définition I11.8.2.

On dira aussi que le C-espace vectoriel E est muni d’une structure hermitienne .

Proposition I11.9.3 (Supplémentaire orthogonal) Dans un espace euclidien (FE,¢), pour tout sous-espace
F C E,

i) E = F @te L9,
ii) Deplus F = FL:" .
Démonstration : C’est une conséquence immédiate de la proposition II1.8.10; puisque tout sous-espace vec-

toriel de E est de dimension finie .
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Proposition I11.9.4 (Bases orthonormales) L’espace vectoriel E posséde une base orthonormale (e;), <i<dmpe € E

dim g € I une base  de E. D’aprés le théoréeme I11.8.13, il existe une

Démonstration : Soit (u;) <
(e i< daimp € F telle que

<
famille orthonormale 1<

1
i)
Vect{el,...,edimE} = Vect{ul,...,udimE};

si bien que (e;), - ; « 4 estune base de E.

Proposition I11.9.5 (Compacité de la sphere unité) Dans un espace euclidien (cf.la définition II1.9.1,) (resp.
espace hermitien (cf. la définition I11.9.2,)) (E, ¢), la sphére unité i.e. 'ensemble des éléments de norme 1,
i.e. ’ensemble

Sp = {z € Bi flalls = 1} C B
est une partie compacte de I'espace métrique (E,d) ou d est la distance euclidienne  introduite au
point ii de la proposition II1.8.16; ou encore de I'espace vectoriel normé  (E,||-||) (cf. le point i de la
proposition I11.8.16.)

Démonstration : Evidemment les détails de cette preuve échappent au cadre stricte de ce cours et I’on conseil
de se rapporter au cours de topologie pour disposer de tous les arguments.

Cependant la norme euclidienne ou hermitienne fait de F/ un R-espace vectoriel normé  de dimension
finie . Il suffit donc alors de prouver que S est borné, ce qui est tautologique et fermé, ce qui est un exercice.

II1.10 . —Endomorphisme s autoadjoints et théoreme spectral

Dans ce paragraphe (I11.10,) le corps K est :
— soit le corps R des réels et dans ce cas (E, ¢) est un espace pré-hilbertien réel (cf. le point i de
la définition I11.8.4 ;)

— soit le corps C des nombres complexes et dans ce cas (E, ¢) est un espace pré-hilbertien complexe
(cf. le point ii de la définition I11.8.4.)

Le lecteur pourra toujours lire ce paragraphe I11.10, en supposant que F est un K-espace vectoriel
de dimension finie ; mais pour un certains nombre d’énoncés cette hypothése n’est pas requise. Nous
prendrons garde de signaler explicitement les situation dans lesquelles il est indispensable que F soit un
K-espace vectoriel de dimension finie .

Définition II1.10.1 (Adjoint d’un endomorphisme) Etant donné un endomorphisme v € End(FE) de E i.e.
une application linéaire de E dans lui-méme, on dit qu’un endomorphisme v € End(E) est ¢-adjoint (ou
méme simplement adjoint , s’il n’y a pas d’ambiguité sur la forme ¢,) si

V(z,y) € Ex E, ¢(u(z),y) = ¢(z,v(y)) . M1.10.1.1

Proposition II1.10.2 (Propriétés de I’adjoint) Soient

(u,v) € End(E) x End(E) tel que v est adjoint deu .

i) Alors u est adjoint de v et on dira simplement que u et v sont adjoints [’'un de I’autre.
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Démonstration : Siv est adjoint de u, (cf. II1.10.1.1:)

V(z,y) € ExE, ¢(u(z),y) ¢ (z,v(y))
< o(u(@),y) = o(z,v(y) 1
& olyu@) = o(v(y).x

i) Si w est un adjoint de u, alors v = w. Ainsi sur un espace euclidien (resp. hermitien ,) un

endomorphisme u posséde au plus un adjoint .

Démonstration :
V(z,y) € Ex E, ¢(z,v(y) —w(y)) o(z,v(y)) — d(z, w(y))
= ﬁ(U(x),y) — ¢(u(z),y)
= o(w(y) —v(y),z) = 0
= Vy € E, o(y) = w(y)
= vo= w.

Proposition I11.10.3 (Existence et unicité de I’adjoint) Si (F, ¢) est un espace euclidien
(cf. la définition I11.9.1,) (resp. un espace hermitien (cf. 111.9.2,)) tout endomorphisme w admet un unique
adjoint v.

Démonstration : L’unicité est déja établie au point ii de la proposition I11.10.2 indépendamment de E soit de
dimension finie

Soit (e;); « ; < 4 une base orthonormale  (cf. la proposition II1.9.4.) Si un adjoint v de u existe, il est
caractérisé, comme tout endomorphisme dans une base orthonormale  par

d
V1<j<d, vie) = qu(v(ej),el)el
i=1
On a donc .
V1<h<d, v, = ng)(ej,u(ez))ez
i=1

Ceci détermine complétement v.

Notation IT1.10.4 Si (F, ¢) est un espace euclidien (resp. un espace hermitien , tout endomorphisme
u € End(FE) de E posséde un unique adjoint noté u* .

Il découle immédiatement de la construction donnée a la proposition I11.10.3 que
dans toute base orthonormale la matrice de u* est la transposée de la matrice de u.

Définition II1.10.5 (Endomorphisme autoadjoint) Un endomorphisme u de E est auto-adjoint
si il est égal a son adjoint .

Cela signifie encore que

V(z,y) € E X E, (b(u(x),y) = (b(x,u(y)) )
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Proposition II1.10.6 (Caractérisation matricielle des endomorphismes autoadjoints) Etant donné un espace
euclidien
(E, ¢), un endomorphisme u de E est auto-adjoint  si et seulement si la matrice

Mg (u) = (m ;)

de u dans une base orthonormale B (ct. II1.8.5.iii) vérifie

Proposition IT1.10.7 (Semi-simplicité des endomorphisme autoadjoints) Soit v € End(F) autoadjoint.

i) Pour tout sous-espace vectoriel F C E? si F' est u-stable (cf. la définition III.1.3.10,) son orthogonal
F* (cf. la définition III.8.5,) est u-stable . De plus u|p (resp. up,) est un endomorphisme auto-adjoint  de
F' (resp. F+)

Démonstration :
Yy € Ft Vx € F, ulx) € F
= gb(u(x ,y) =0
= ¢)(x,u( )) = 0
= u(y) € Fhx,

ii) (Semi-simplicité)

Si E est un espace euclidien (cf. la définition I11.9.1,) (resp. un espace hermitien (cf. la définition I11.9.2;)
ce qui entraine en particulier que E est de dimension finie ; alors tout sous-espace vectoriel u-stable de
posséde un supplémentaire orthogonal u-stable . On dit alors que u est un endomorphisme semi-simple

Démonstration : D’aprés la proposition I11.9.3, pour tout sous-espace vectoriel F C FE,
E =F oxFt.

Si de plus, F' est u-stable , il découle de le point i , que FL I’est aussi.

Proposition I11.10.8 (Eléments propres d’un endomorphisme autoadjoint) Un endomorphisme auto-adjoint

u € End(FE) de E (cf. 1a définition III.10.5,) possede toujours un vecteur propre (cf. le point ii de la défini-
tion I11.7.2.2,)et une valeur propre (ct. le point i de la définition I11.7.2.2,) associée ; cette derniére est réelle y
compris dans le cas ot (E, ¢) est un espace hermitien .

Démonstration :

Lemme I11.10.8.1 Pourtoutz € E, ¢(z,u(z)) € R.

Démonstration : Si E est un espace euclidien c’est tautologique. Si E est un espace hermitien I’axiome Herms de
la définition II1.8.2 entraine que

¢(u(1:),1:) = m
Par définition de I’adjoint u* de u (cf. la définition II1.10.1,)
d(u(@),z) = ¢(z,u"(2)) ;
Si donc on suppose u auto-adjoint ,
¢(z,u(x)) = ¢(u(2),2) = ¢(z,u™(x)) = é(z,u(2));

si bien que
Vz € E, ¢(z,u(z)) € R.
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Posons donc :
p:E =R,z ¢(z,ul). I1.10.8.2

Lemme I11.10.8.3 (Dévelopement limité) L’espace E étant mnuni de la norme euclidienne (resp. hermitien-
ne ,) I'application p définie ci-dessus admet un développement limité en tout pointx € FE. Il s’ensuit que p
est une application différentiable et, par conséquent, une application continue .

Démonstration :

V(z,y) e ExE, plx+y) = qb(x—i—y,u(ac +y))
o(x,u(2)) + oy, u(x)) + ¢z, uly)) + ¢(y, uy))
= p(x) + 2Re(d(u(x),y)) + p(y) -

L’application y 2Re(¢(u(z),y)) est R-linéaire .
Par ailleurs
vy e E, [p(y)| < llyllllu)]

d’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ (cf. le point i du théoréme I11.8.14.) De plus
lim u(y) = 0;
y—0

puisque u est linéaire et E de dimension finie .

11 résulte du lemme I11.10.8.3, et de la proposition I11.9.5 que p admet un minimum (resp. un maximum ) en
un élément x_ € Sg (resp.x4 € Sg .) Notons

A p(z—) et Ay = p(x4);
et encore :
0_: EF — R
v — A¢(e,7) — plx)
9+ EFE — R
z — Aolza) - ple)
Lemme I11.10.8.4
Vee E, 0_(z) < Oetfy(x) >0
Démonstration :
1
vre E\(O} Oua) = Oa(|lell )
2
= ||z||704s(—=x
6z, 2) (As o (2, ) — p(—a
e o ~ ™)
oz, ) ( A+ — P(wx))
> 0.

Le calcul pour 0_ est tout a fait analogue.
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Notons
Y. ExE — K
(1'7y) — )\_Qﬁ(l',y) - ¢(x,u(y))
’l/)+ . ExFE — K
(z,y) — Apo(z,y) — o(z,uly)) -

On constate alors que :
D Ve € B, 0_(2) = ¢_(v,2) et 64 (z) = dy(z,2);

i) _ et_ satisfont I’axiome Eucly de la définition II1.8.1, (resp. I’axiome Herm; de la définition II1.8.2,)
suivant que E est un espace euclidien (resp. un espace hermitien ;)

iii) _ ety satisfont I’axiome Eucls, (resp. I’axiome Herms.)

iv) 1y satisfait I’axiome Eucls, (resp. ’axiome Herms,) (cf. Ie lemme II1.10.8.4 ;) cependantVx € E, 1 (x,x) <
0.

v) En revanche ni v _ ni 4 ne satisfont I’axiome Eucly, (resp. I’axiome Herm, ; puisque précisément

Y(z_,z) = 0_(z-) = 0 = O(zy) = Vy(zy,24) .

Une lecture minutieuse de la démonstration du point i du théoréme I11.8. 14, fait apparaitre que seuls les
axiomes Eucl; a Eucls de la définition II1.8.1, (resp. les axiomes Herm; a Herms de la définition II1.8.2,) sont
requis pour établir I'inégalité de CAUCHY—SCHWARZ ; de maniere tout a fait explicite, on n’a pas besoin de
I’axiome Eucly, (resp. de I’axiome Hermy. Ainsi les points ii a iv entrainent-ils que

V(ac,y) € Ex E7 ||1/1—(307?J)H2 < 9—($)9—(y) et ||1/J+(.Z‘,y)H2 < 9+($)9+(y) .
Il s’ensuit alors (cft. le point v,) que poure = + ou —,

Vy € E, |Ws(y,$a)||2 < 98(-1'8)98(9) =0.

On a alors la suite d’équivalences :

Yy € E, we(y, z) = 0
<~ Ay, we) — ( )) = 0
& Oy, Aewe —u(z)) = 0
< u(ze) = AeT:;

ce qui prouve bien que A_ et \ sont des valeurs propres pour u associées respectivement aux vecteurs
propres xT_ etxry .
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Théoréme I11.10.9 (Théoréme spectral) Etant donné un espace euclidien (cf. la définition IT1.9.1,) (resp. un
espace hermitien (cf. la définition I11.9.2,) ) (E, ¢) et un endomorphisme auto-adjoint v € End(E), (cf.
la définition II1.10.5,) il existe une base orthonormale de E (cf. le point iii de la définition I11.8.5,) constituée
de vecteurs propres pour u a chacun desquels est associée une valeur propre réelle

Démonstration : Ce résultat s’établit par récurrence sur la dimension de E.

Sidimg E = 1, un endomorphisme de E est une homothétie de rapport A. Supposer 1I’endomorphisme
auto-adjoint équivaut a supposer \ réel; et le résultat est donc immédiat.

Soitd € N et supposons que pour tout triplet (E, ¢, u) ot (E, ¢) est un espace euclidien (resp. hermitien
) de dimension d etu € End(E) un endomorphisme auto-adjoint , le résultat est établi.

Soit donc (E, ¢) un espace euclidien (resp. hermitien ,) de dimensiond+ 1, etu € End(F) unendomor-
phisme auto-adjoint de E. Il existe alors (cf. la proposition II1.10.8,) e441 € E unvecteur propre associé
a une valeur propre réelle  \4y1. En considérant attentivement la preuve de la proposition I11.10.8.

On constate méme que I’on peut supposer que ¢(eq+1,eq+1) = 1. Cependant il nous suffit de savoir que
. N 1
d(eqt1,€d4+1) # 0, puisqu’alors ¢(eqi1,eq4+1) € RT. Quitte 2 remplacer €411 par ———eq1,
¢(edt1,€a+1)
on a bien ¢(eqy1,€4+1) = 1.

Notons alors F' := ejﬂ ; si bien que (cf. I11.8.9,)
E = Vect{ed+1} ot F.

Ainsi F' est de dimension d. La restriction de ¢ a F' x F fait de (F, ¢‘F><F) un espace euclidien (resp. un
espace hermitien .)

Par ailleurs (cf. le point ii de la proposition I11.10.7,) F' est u-stable (cf. la définition 111.1.3.10.) Enfin,
u|p est auto-adjoint ; si bien qu’on peut applicquer I’hypothése de récurrence au triplet (F, ¢|px r,u|r) et
conclure.

III.11 . —Exercices
III.11.1 . —Algebre : généralités

Exercice IT1.11.1.1 (Caractérisation des sous-anneaux) Faire la preuve de la proposition III.1.1.4. A noter
qu’une bonne partie de cette preuve a déja été faite pour prouver la proposition 11.8.3.5.

Exercice II1.11.1.2 (Anneau des applications) 1) Faire la démonstration de la proposition ITI.1.1.13.

2) Pour un anneau A, le fait que A soit intégre (respectivement un corps) entraine-t-il que I’anneau A”
considéré a la proposition proposition III.1.1.13 soit integre (resp. un corps ?)

Exercice I11.11.1.3 (Groupe des inversibles (unités) d’un anneau) Si A est un anneau, on note A* le groupe
des éléments inversibles de A.

1) Calculer Z*, et K[X]™ quand K est un corps.

2) Si¢ : A — B est un homomorphisme d’anneaux, montrer que ¢p(A*) C B ; si ¢ est surjectif,
s’ensuit-il que ¢(A*) = B* ?
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II1.11.2 . —Espaces préhilbertien

Dans ce paragraphe (IIL.11.2,) K = R ou C est le corps (cf. la définition I11.1.1.12,) des nombres réels
ou des nombres complexes ; F et un espaces pré-hilbertiens réels  ou complexe (cf.la définition I11.8.4.)

Exercice I11.11.2.1 (Caractérisation des projecteurs orthogonaux) Etant donné un projecteurp € Endg (E),

montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

OrthProj;) KerpLlImp.
OrthProjy) Va € E, ||p(2)| < ||z .

OrthProjs) p = p*.
Dans ce cas on dit que p est un projecteur orthogonal.

Exercice I11.11.2.2 (Caractérisation des symétries orthogonales) Etant donnée une symétrie s € Endg (E),

montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

SymOrth;) s € O(E) i.e. s est un endomorphisme orthogonal.
SymOrthg) Ker (Id + s) LKer (Id — s) .

SymOrth3) Le projecteur p* := %(Id + s) est un projecteur orthogonal.
SymOrthy) Le projecteur p~ := %(Id — ) est un projecteur orthogonal.

SymOrths) s = s*. On rappelle qu’on dit alors que s et autoadjoint.

On dit dans ce cas que la symétrie est la symétrie orthogonale par rapport a Ker (Id — s). On dira
aussi réflexion par rapport a Ker (Id — s).

Exercice II1.11.2.3 (Propriétés de ’orthogonal) Faire la preuve de la proposition III.8.6.
Exercice I111.11.2.4 (Somme directe orthogonale) Soit ' un espace quadratique défini

1) Fi,...,F, des sous-espaces vectoriels tels que pour i # j, F; L F}.

Montrer que la somme F} + ... + F), est directe.

2) SoitS C Etelque0 ¢ SetV(s,t)eSx S, s #t = ¢(s,t) = 0.
a) Montrer que S est une partie libre de E.

b) Endéduire que si S C FE estune partie orthonormale de E, S est une partie libre .
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II1.11.3 . —Arithmétique des polynomes

Soit (A4, +, *) un anneau commutatif dont on note 0 I’élément neutre pour + et 1 I’élément neutre
pour . On note AN ’ensemble des suites 2 valeurs dans A ou encore de maniére équivalente I’ensemble
des applications de N dans A. Pour tout ¢« € AV, on note a,, le '™ terme de a i.e. la valeur de a en
n € N.

Exercice I11.11.3.1 (Valuation) 1) Rappeler ce que signifie que 1’anneau A est integre.

On suppose, dans toute la suite que (A, +, x) est integre.

2) Pourtouta € AN, a # ¢, montrer qu’il existe un plus petit entier v € N tel que a,, # 0.

On notera désormais val(a) I’entier v qu’on appellera la valuation de a et on adoptera les conventions
suivantes : val(¢) = (+00), (+00) < (+00), (+00) + (+00) = (4+00)

Vn €N, n+ (+00) = (+00) et n < (+00) .

3) Montrer que
Y(a,b) € AN x AV, val(a % 4nb) = val(a) + val(b);

4) En déduire que (AN, + 4n, *4n ) est un anneau intégre.

5) Montrer que
Y(a,b) € AN x AV, val(a+ 4+ b) > min(val(a), val(b))
avec égalité si val(a) # val(b).
6) Montrer que
m := {a € AY; val(a) > 0}

est un idéal de AN dont on donnera une autre caractérisation.

Exercice I11.11.3.2 (degré) On suppose encore dans cette question que A est un anneau integre.

1) Montrer que, pour touta € P,a # (,il existe unentierd € N tel que

aqg # 0OetVvneN, n >d = a, = 0.

On notera désormais deg(a) ’entier d qu’on appellera le degré de a et on adoptera les conventions
suivantes : deg(C) = (—o0), (—oc) < (—00), (=00) + (=00) = (—o0)

VneN, n+ (—o0) = (—o0)etn > (—o0) .
2) Montrer que

V(a,b) € P x P, deg(a*,4nb) = deg(a) + deg(d) .

3) Montrer que
V(a,b) € P x P, deg(a+4nb) < max(deg(a),deg(b))

avec égalité si deg(a) # deg(b).
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4) En déduire que (P, + 4, * 4n ) est un anneau commutatif integre.

5) Montrer que
my (= PNm

est un idéal de P (ot m est I’idéal de AN défini a la question 6 de ’exercice IT1.11.3.1.)
6) Montrer que pour tout (a,b) € P x P,sibdiviseaeta # ¢, deg(b) < deg(a)

7) Montrer que I’image du morphisme ¢ (cf. cours III.6.1.7.1,) est contenue dans P et que ¢ est donc un
morphisme injectif d’anneaux de A dans P. Caractériser les éléments de Im ¢ par leur degré.

8) Montrer que la restriction i* := 4j4x de i a 'ensemble des éléments inversibles ~A* de A est un
morphisme de groupes bijectif ~ de (A™, ) dans (P, % 4n )
Indication : on pourra penser a caractériser les éléments de P> en termes de degré.

Exercice I11.11.3.3 (Théoréme chinois des restes dans K[X]) Dans tout cet exercice, K est un corps com-
mutatif et K[X] I’anneau des polyndmes a une indéterminée sur K.

Pour tout couple (P, Q) € K[X ]27 on notera () mod P la classe de () modulo P c¢’est-a-dire ’ensemble
des Q' € K[X] tels que P|Q’ — Q et

K[X]/P = {Q'mod P, Q' € K[X]}.

1) Montrer que K[X]/P est en fait ’anneau quotient K[X |/ PK[X] de K[X] par Iidéal engendré par P.

2) Montrer que si P; et P> sont deux éléments premiers entre eux de K[X], leur Ppem est leur produit.
Pour tout couple (P, P») € K[X], on notera K[X]/P; x K[X]/P> ’ensemble des couples (1, )
ay € K[X]/P; az € K[X]/P,, muni des lois :

(a1,2) + (B1,02) = (a1 4 B1,a2+ F2)
(a1, 00) * (B1,B2) = (a1* P, a2 % f2).

3) a) Pourtout (P, P,) € K[X], montrer que K[X]/P; x K[X]/P; est un anneau dont on déterminera
I’unité et 1’élément neutre pour +.

b) Montrer que I’application

6: K[X]
Q

— K[X]/P, x K[X]/P»
—  (Qmod P, @ mod P5)
est un morphisme d’anneaux .

¢) Déterminer le noyau K de ¢ puis en déduire qu’il existe un morphisme d’anneaux injectif
v : K[X]/K — K[X]/P1 xK[X]/P> telque ¢ = v o7

ol 7 est la surjection canonique K[X] — K[X]/K.
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d) Si P, et P, sont premiers entre eux, montrer que ¢ est surjectif; en déduire, dans ce cas, que y est un
isomorphisme ; décrire K plus précisément.

4) Soient a et b deux éléments distincts de & et P un élément de K[X].

Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b) si le reste de la division euclidienne
de Ppar X —a (resp. X — b, ) vaut 1.

Exercice I11.11.3.4 (Idéaux de Z et K[ X]) 1) Montrer qu’une partic 7 C Z de Z est un sous-groupe de
(Z,+) si et seulement si J est un idéal de (Z, +, *) .

2) Montrer qu’un idéal J C Z non nul de Z, possede un plus petit élément d € N* ; puis que

J=4dZ = {dz, z€Z}.

3) a) Vérifier que I’ensemble K[X] des polyndmes a une indéterminée sur un corps K est un anneau (on
pourra donner explicitement la somme et le produit de deux polynémes en fonction de leurs coefficients.)

b) Tout sous-groupe de K[X] est-il un idéal de K[X] ?
¢) Déterminer les idéaux de K[X] .
d) Les sous-ensembles suivants de K[X] sont-ils des idéaux :

Ey = {P € K[X]; P(0) = 0};
VacK,a # 0, E, := {P € K[X]; P(0) = a};
E) = {P € K[X]; P'(0) = 0} ?

Exercice I11.11.3.5 (Eléments associés) Faire la démonstration du lemme 111.4.13.

Exercice IT1.11.3.6 (Le K-espace vectoriel K[X]/PK[X]) Soient K un corps , P € K[X] un polynéme a
coefficients dans K et

m : K[X] — K[X]/PK[X]la surjection canonique .
Montrer que :

1) K[X]/PK[X] estun K-espace vectoriel ;

2)
(m(1),m(X), ..., m(X%*eP)71)) en est une base;

3)
par conséquent dimg K[X]/PK[X] = deg(P) .
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II1.11.4 . —Réduction
Exercice I11.11.4.1 (Caractérisation des projecteurs) Etant donné un endomorphisme p € Endg(E),
montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

Proji) pop = p.

Projs) E Kerp & Kerldg —p.

Proj3) E

Kerp & Impet piimp = Idmp -

Proj4) Si E est de dimension finie n, il existe des entiers r et s, avec 7+ s = n et une base de F dans laquelle
. I. 0
la matrice de p est, par blocs, | .
0 O
Si p satisfait les conditions équivalentes ci-dessus, on dit que p et un projecteur .

Exercice I11.11.4.2 (Caractérisation des symétries) Etant donné un endomorphisme s ¢ Endg(E)..

Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

Symj) s o s = Idg .

(Idg + s) est un projecteur.

N [—=

Symp) pT =
Syms) p~ = %(IdE — s) et un projecteur.

Symy) E = Ker(Id +s) & Ker(Id —s) .

Syms) Si E est de dimension finie n, il existe des entiers r et s, avec r+s = n et une base de F dans laquelle

1 trice d t L0
amatricede sest | ;).

On dit alors que s et une symétrie ou une involution linéaire.

Exercice I11.11.4.3 (Déterminants par blocs) Pour tout » € N*, on note I,, € M, (R) la matrice iden-
tité. Dans la suite p et ¢ sont dans N*.

1) Soient
A e My(R)et B € My(R).

a) Calculer en fonction de det(A) et det(B)
A 0 I, 0
det(<0 Iq>)et det((o B>) .

b) En déduire det( (A 0 )) en fonction de det(A) et det(B).

0 B
Indication : Utiliser la multiplicativité du déterminant.
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2) Soient
Ae M,R), Be M;R)etC € M, 4(R).

a) Calculer det( (gl IC> ) en fonction de det(A).
q

b) Pour

A C
M = (0 B) S Mp+qR,

calculer det(M) en fonction de det(A) et det(B).

Exercice I11.11.4.4 (AB et BA ont méme polyndome caractéristique) Soient K un corps,n € N, et
A, B € M,(K).

1) (Valeurs propres)

a) Montrer que si X est un vecteur propre de AB pour une valeur propre A # 0, alorsY = BX # 0.

b) En déduire que AB et BA ont les mémes valeurs propres.
Indication : Pour A\ = 0, on pourra se servir du déterminant.

2) Montrer que si A ou B est inversible, alors AB et BA ont méme polyndéme caractéristique .

3) Onne supose plus nécessairement que A ou B est inversible. Onnote I € M, (K) la matrice identité
et

P o= (i ?) € Mon(K):Q = (BOA OB) € Mon(K): R = (8 Ag) € Mon(K) .

a) Vérifier que P est inversible.
b) Vérifierque QP = PR.

¢) Conclure.

Exercice ITI.11.4.5 (Polyndmes caractéristiques de AA* et A*A) Soit A € M, ,(C) ol p et g sont des
entiers naturels tels quep < ¢.

Pour % et ¢ des entiers naturels onnotera 0, ; € My, ¢(C) la matrice nulle.
1) Montrer qu’il existe une matrice unitaire P € M,(C) et une matrice B € M,(C) telles que P*A*
s’écrive par blocs P*A* = < B ) .

Oq—p,p

2) Endéduire que det(X1d, — AA*) = det(XId, — BB*) .
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3) Montrer que det(X1d, — A*A) = X9 Pdet(XId, — B*B) .
4) Montrer que det (Xqu — A*A) = X97Pdet (XIdp — AA*) .

5) Peut-on s’affranchir de ’hypothese p < ¢ ?

III.11.5 . —Endomorphismes autoadjoints

Exercice I11.11.5.1 (Comparaison de valeurs propres) Soient h € L£(FE) autoadjoint, Zy € E unitaire, p la
projection orthogonale sur vect(Zy), et f = h + p.

Onnote A\; < --- < A\, les valeurs propresde het i < --- < pu, celles de f.

Montrerque A\; < 1 < -+ < Ay < fiy-

Exercice IT1.11.5.2 (Rayon spectral) Soit f € £(F). Montrer que || f||* = max{|\| tg X € Sp(f* o f)}.
Exercice II1.11.5.3 Soit £ un espace euclidien de dimension 3.

1) Soit {eq, €2, e3} une base orthonormée de E.
Soient
T = mier +x2e2 +x3ez ety = yier + yaex + Yzes

deux vecteurs de E.
Calculer (x | y) en fonction des coefficients x; et y; (pouri € {1,2,3}).

2) On considére u € End(E) un endomorphisme auto-adjoint. On note )\ sa plus petite valeur propre
et \' sa plus grande valeur propre.

Montrer que I’on a,
Vo € B, Mjz||® < (u(2) |2) < Njal|* .
(On utilisera une base orthonormée convenable.)

3) Soit v € End(F) un endomorphisme quelconque.
1 .
a) Montrer que u := 5 (v + v*) est auto-adjoint.

b) Soient y une valeur propre de v, A la plus petite valeur propre de u et A’ la plus grande valeur propre de
u. Montrer que A < p < N,

III.11.6 . —Spectres de certains graphes

Exercice I11.11.6.1 (C4,) 1) (Matrice)
Donner la matrice d’adjacence du cycle Cy.

2) (Spectre)
Déterminer le spectre du cycle C,.
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Exercice IT11.11.6.2 (Le cycle C,,) Soit n € N* et &(C,,) ’endomorphisme d’adjacence du cycle C,,.

Pour tout a € Z/nZ on note o, € CS» = C%/"% défini par a,(a) = 1etVb € Z/nZ, b #
a, a.b) =0.
1) Onnote o := Z Qg -
a € Z/nZ

a) Déterminer &(C,,)(a).
b) En déduire que 2 est valeur propre de ®(C,,) et donner un vecteur propre associé.
2im

Onnote( := e n
2) Rappler comment on peut donner un sens a (% pour touta € Z/nZ.

3) Pourtouta € Z/nZ on définit 3, € CC~ par:
Bo: V(Cn) —
b — (.
a) Calculer ®(C,,)(8.) -

b) En déduire que pour touta € Z/nZ A, := ("% +(* = 2Re(¢?) est une valeur propre de ®(C,,)
et donner une base de 1’espace propre associé.

¢) Déterminer le spectre de C,, (c’est-a-dire le spectre de ®(C,,)) et une base de vecteurs propres .

Exercice II1.11.6.3 (Spectre des graphes bipartis) Dans tout I’exercice I11.11.6.3, on suppose que G est un

EB
£(6) —— £(Ka)
graphe fini simple non-orienté  biparti (cf.la définition I1.6.1.2,) et on note E(G)l 6(K2)l
P12(D)8
Pra()G) 2 Pa()K|
le morphisme de graphes non-orientés  correspondant a la bipartition {V;,V;} . Onnote £ := C¢ et

pourk € {1,2}, By := {a € E; Yu € Vs_y, afu) = 0}.

1) (Somme directe)
Montrer que

a) E=F o Ey,

b) il existe un isomorphisme (de C-espaces vectoriels ) E), = CY* .

Soit ® € End(CY) I’endomorphisme d’adjacence de G.

2) Montrer que pourk € {1,2} ®(Ey) C E3_y .

190



LDD/S6 MDD354, Structures algébriques : Graphes, groupes, algébre linéaire, topologie...., 111, 11.7 Université Orsay-Paris-Saclay, 2024-2025

Onnote o : E — FEl’unique endomorphisme de E tel que o)p, = —Idetojp, = Id.
3) Montrerquep o 0 = —cg o .
4) Montrer que, pour tout A € R,
a) siA € Sp(G), -\ € Sp(G)

b) etqu’alors A et —\ ont la mé&me multiplicité .

On dit que G est un graphe biparti complet  si G est un graphe biparti et que, de plus ’implication
dans ii est une équivalence i.e. pour tout {z,y} € P;2(G), £(G)™" ({{z,y}}) # 0,si et seulement s’il
existe k € {1,2}telquex € Viyety € Vs_i .

Dans la suite de I’exercice 111.11.6.3, on suppose que G est un graphe biparti complet . On note
nk = # (Vi) e 12y - SOItF = {a € E; oy, () 5 est constante} .
5) Montrer que F' est stable par P et o .

6) Déterminer le spectre de la restriction ®p de @ a F.

7) Déterminer la restriction ®|p. de ® al’orthogonal FldeF.
8) Déterminer Sp(G).

Exercice I11.11.6.4 (Spectre du graphe des arétes) Soit G := (V(G),€(G),e(G)) un graphe fini simple
non-orienté k-régulier et L son graphe des arétes .

On note Z(G) la matrice définie de la maniére suivante :

V(u,e) € V(G) x E(G), Z(G)ue = 1siu € (G)(e)
= Osinon.

Sionnote ¢ := #(V(G)), ’est le nombre de lignes de Z(G), et ¢ := #(E(G)), ’est le nombre de
colonnes de Z(G) ; si bien que Z(G) € M, .(C).

1) a) DonnerZ(G) pourun certain nombre graphes connus ; dans chacun de ces cas calculer ! Z(G)-Z(G)
etZ(Q) - 'I(Q) .

b) Que vaut le produit scalaire de deux colonnes de Z(G) ?
¢) Que vaut le produit scalaire de deux lignes de Z(G) ?

2) Montrer que
a) I(G) - 'I(G) = kds + A(G):

b) 'Z(G) - I(G)

21d. + A(L) .
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¢) Montrer que det(X1d, — 'Z(G) - Z(G)) = X ‘det(X1d, — Z(G) - ' Z(G)) .
d) Endéduire que x(X) = (X +2)*xg(X —k+2).

e) Comparer Sp(L) et Sp(G).

II1.11.7 . —Parcours sur les graphes finis simples non-orientés
Exercice II1.11.7.1 (Itérés de la matrice d’adjacence) Les notations sont celles de ..0 et I1.6.2.2.

Montrer que V(u,v,£) € V(G) x V(G) x N, #(Py(G)) = ai(f%,(G) .
Indication : On pourra donner une démonstration par récurrence sur I’entier naturel ¢ € N.

Exercice I11.11.7.2 (Parcours dans le graphe K;) Soit A := A(Kj5) la matrice d’adjacence du graphe
complet Ks.

1) Ecrire la matrice A.
2) Montrer qu’il existe « € Ntel que A2 = ald; + A .

3) Montrer que pour tout / € N, il existe un unique couple (ag,by) € R? etununique Q € R[X] tels que
X = (X4+1D)(X—a) - Q+arX +b.

4) Déterminer a, et by en fonction de cv et £ .
5) Calculer A® pour ¢/ € N en fonctionde A4, Ids, acet £ .

6) Si, pour tout (u,¢) € V(K5) x N, P, ¢(Ks) est défini comme en I11.6.2.2, calculer # (P, .,¢(Ks)) en
fonctionde av et £ .
Indication : On pourra, bien entendu, utiliser le résultat de I’exercice I11.11.7.1.

7) Donner # (P, .¢(Ks)) pour ¢ = 2,3, 4.

Exercice I11.11.7.3 (Parcours dans le graphe Cg) Dans I’exercice I11.11.7.3, on suppose que G = Cg est
le cycle a 6 sommet s que ’on peut considérer comme le graphe de CAYLEY associé aZ/6Z et {—1,1} .

1) (Parcours et graphe sommets-transitif)

a) Montrer que, pour tout (u,v) € V(G) x V(G), il existe un automorphisme de graphes non-orientés
7 € Autgpn~n-o(Ce) tel que 7(u) = v.

Définition a.1 On dit alors que Cg est sommet-transitif .

b) Pourtout (u,v) € V(G) x V(G) ettout{ € N, construire une bijection P, ,, ¢(G) = P, (G) .
Indication : On pourra, bien entendu utiliser le point a .
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2) (Spectre)
2im
Onnotej := e 5 € C;etonrappelleque;> = 1,et1+j+j2 = 0.Onnote encore { := —j.

On note £ := CY(©) =7/6Z Je C-espace vectoriel des application s de 7. /6Z dans C ; et pour tout
u € ZJ6Z, By € E : ZJ67Z — C, v — ("

On note ®(G) € End(F) I'endomorphisme d’adjacence du graphe G.

a) (Vecteur propre)
Calculer ®(G)(3,) pourtoutu € V(G).

b) Déterminer le spectre Sp(G) = Sp(®(G)) = Sp(A(G)) de G et une base de E de vecteurs propres
pour ®(G).
Indication : On pourra, bien entendu utiliser le calcul du pointa .

3) (Parcours dans Cg)
a) (Trace)

Montrer que, pour tout £/ € N, tr(A(GQ)") = (20 +2)- (1+ (=1)%) ; ou tr(A(G)") = tr(P(G)") est
la trace de I’itérée £°™°(la puissance £°™) de la matrice d’adjacence de G.

b) (Parcours)
Calculer en fonctionde £ € N, # (Puyu_’e(G)) pour toutu € V(QG).

Indication : On pourra utiliser les résultats de I’exercice II1.11.7.1, et du point b de la question 1 .

¢) (Parcours de longueur impaire)
Pour (u,?) € V(G) x N, quelle(s) propriété(s) de P, ., ¢(G) peut-on énoncer ?
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