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IT . —Morphismes de graphes, sous-graphes, endomorphismes, auto-
morphismes ...

II.1 . —Morphismes, homomorphismes, de graphes, (a involution, non-orientés)

Définition I1.1.1 (Morphisme de graphes (a involution, non-orientés))

G = (V(G),E(G).e(G)) et H := (V(H),E(H),e(H))
Soient des graphes
(cf. la définition I.1.1,)
(V(G),E(G),e(G),inv(G)) et (V(H),E(H),e(H),inv(H))
(resp. des graphes a involution )
(cf. la définition 1.2.1,)
G = (V(G),£(G),e(G)) et H := (V(H),E(H),=(H))
(resp. des graphes non-orientés )
(cf. la définition 1.2.8.)

Un morphisme (ou homomorphisme , — les deux termes étant exactement synonymes —) ¢ : G — H est
un couple (V(¢),E(¢)) tel que
MorGph;) (Sommets)

V(¢) : V(G) — V(H) estune application (cf. le point iii de la définition 1.1.13.12.)

MorGphs) (Arétes)
E(¢) : E(G) — E(H) estune application .

MorGphs) (Extrémités)
e(H) o E(¢) = V(d) x V(@) o &(G) ; c’est-a-dire que le diagramme

-9
C
X
<
>
~

(@) E(H)
(resp. £(@) e(H)J : )
P12()G ]plz( P12()H

est un carré commutatif  (cf.le point 1 du point ii de la notation 0.1.)

Explicitement, pour toute aréte ¢ € £(G) tel que
e(G)(e) = (v,w), (resp. (v,w),) (resp. {v,w},)
e(H)(E(9)(e)) = (V(@)(v),V(d)(w)) . (resp. (V(#)(v), V(d)(w)) ,) (resp. {V(¢)(v),V(¢)(w)} .)

46



LDD/S6 MDD354, Structures algébriques : Graphes, groupes, algébre linéaire, topologie.... , 11. 1.2 Université Orsay-Paris-Saclay, 2024-2025

Si G et H sont des graphes a involution , on a de plus :

MorGphy) (Involution)

£@) 29 em)

inv(H) o £(¢) = E(¢) o inv(G);ie invia) inv(H) est un carré commutatif

£@) 29 e(m)

On parlera de morphisme de graphes (resp. morphisme de graphes a involution ) (resp. morphisme de
graphes non-orientés .) On dira en fait simplement morphisme si le context est clair.

Notation I1.1.2 i) (Identité)

Pour G := (V(G) £(G),e(G)) un graphe , (resp. (V(G),E(G),&(G), inv(G)) un graphe a involution )
(resp. G := (V(G),E(G),e(G)) un graphe non-orienté ,) on note Ide := (Idy(a), Idg(q)), qu’on appelle
Didentité de G.

ii) (Composé)

Soient G := (V(G),&(G),e(G)), H = (V(H),E(H),e(H)), I := (V(I),E(I),e(I)) des graphes
(resp. (V(G), ( ), e(G ) inv(G)), (V(H),E(H),e(H),inv(H)), (V(I E(),e(1), nvI),desgraphes
a involution ) (resp. G := E(G),e(@)), H = ( (H),E(H),e(H)), I := (V(I),E(I),e(I)) des

graphes non-orientés .)

£G) —29 s e(m) eH) —E9 e
Soient E(G)l E(H)l et H)l (1) des morphismes
VG) < V& LX) vy v < vy LX) < v
g6) —9 s e ey —EY e
E(G)J/ E(H)J/ E(H)l E(I)J/
V(G) x V@ LAY (1) < vH) V(H) x VHY LA (1) % v(r)
de graphes , (resp. et des
£G) 22 e(m) eH) 29 g
inv(G)l 1nv(H)l inv(H)l inv(I)l
£G) 29 em) H) 29 e(p
g@) —29 . e(m) sH) —Y s e
morphismes de graphes a involution ) (resp. .(q) (H) et o(m) (D)
Py 2([)¢] P1 2([)¢]
Pi2(DG] ——=Pi2(DH]  Pr2()H] — P12([)]

des morphismes de graphes non-orientés .)

On note
Yo g = (V)oV(9), E(W)oE(d))
qu’on appelle le composé de ¢ et 1.
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iii) (Hom)

Pour G et H des graphes , (resp. des graphes a involution ,) (resp. des graphes non-orientés ,) on notera
Homgpn(G, H), (tesp. Homg ppiav (G, H),) (resp. Homgppn-o (G, H),) I'ensemble des morphismes de gra-
phes (resp. morphismes de graphes a involution ) (resp. morphismes de graphes non-orientés ,) de G dans

H.

Bien siir, si aucune confusion ne doit en résultaer, on notera simplement Hom (G, H).

Lemme I1.1.3
G = (V(G),£(G),e(G)),H = (V(H),E(H),e(H)), I := (VI),E(I),e(1))

Soient )
des graphes

(res (V(G),E(G),e(G),inv(G)), (V(H),E(H),e(H),inv(H)), (V(I),E(I),e(I),inv(])) )

p- des graphes a involution ’

(res G = (V(G),£(G),e(G)),H = (V(H),E(H),e(H)),I := (VI),E(I),e(1)) )

p- des graphes non-orientés ’

Q) EICORNEN E(H) E(H) I CONNEN £(I)
Soient E(G)l 5(H)l et H)l (1) des morphismes
V(@) x V@ LAy« vy vE) < vET 1) < ()
£(Q) L £(H) eH) — W e
“@)| E(H)l o) «]
V(G) x V@ LAY (1) < vH) V(H) x VHY A1) < v
de graphes , (resp. et des
£(G) 22 e(m) sy £ g
inv(G)l 1nv(H)l inv(H)l inv(I)l
£G) 29 em) cH) 29 e
&(6) —2 £(H) e(H) —2 (1)
morphismes de graphes a involution ,) (resp. .(q) e(H) et <(m E(I)J,
P1,2 P1,2

Pia(DG) 2 Pa(H]  Pua(DH) 2 Py ())

des morphismes de graphes non-orientés .)

i) (Identité)
L’identité de G Idg (cf. II.1.2.1,) est un morphisme de graphes (resp. un morphisme de graphes a involu-
tion ,) (resp. un morphisme de graphes non-orientés .)

Démonstration : (ct. la question 1 de I’exercice 11.9.3.1.)

ii) (Composé)
1 o ¢ (ct. I.1.2.1i,) est un morphisme de graphes , (resp. un morphisme de graphes a involution ,) (resp.
un morphisme de graphes non-orientés .)

Démonstration : (ct. la question 2 de I’exercice 11.9.3.1.)
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iii) ¢ oldg = dpetldy o p = 6.

Notation I1.1.4

Pour 6(g)l < H)l un morphisme de graphes ,
V(@) x VG LA (1) x V(H)
£(6) —=2— ()

E(G)l E(H)l

(resp. un morphisme de graphes a involution , )

E(H)
(resp. (@) e( H)l un morphisme de graphes non-orientés , )
P1,2()¢
P0G 2 P a0

on simplifiera les notations si cela ne doit pas préter a confusion :

On écrira ¢(v) au lieu de V(¢)(v) pour toutv € V(G) .

De méme on écrira ¢(e) au lieu de £(¢p)(e) poure € E(G).Sie = (v,w) (resp. (v,w),) (resp. {v, w},)
on écrira ¢((v,w)), (resp. ¢((v,w)),) (resp. ¢({v,w}) ;) voire simplement ¢(v, w).

Les deux propositions qui suivent sont données dans un souci de cohérence, en particulier avec le paragraphe
1.2 ; mais nous n’en aurons que peu d’usage dans la suite.

Proposition I1.1.5 (Fonctorialité du graphe non-orienté associ¢) i) (Morphisme)
£(¢)

£(G) E(H)
(@) e(H)
V(&) x V(G LAY (1) < vim)
Soit un morphisme de graphes a involution  (cf. la défini-
e@) 29 e
inv(G) inv(H)
e@) 29 e

tion II.1.1,) il existe un unique

morphisme de graphes non-orientés N0 . GNO 5 HN7O (el que :
N—-01) V(eN=9) = V() : V(G) — V(H).
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N —03) ENTO(N=0) : EN-O(G) — ENTO(H) est I'unique application telle que w(H) o E(¢) =
£(G) —P— g(m)
EN-O (ng_O) o w(Q) ; c’est-a-dire telle que w(g)J/ w(H) est un carré commutatif  (cf.
é‘N*O((;sN’O)I
EN=O(@Q) —— EN-9(H)

0.1.ii.1;) o EN=O(-) et w(-) sont définis comme au point i du lemme 1.2.7.

Démonstration : 1l faut montrer qu’on dispose bien d’un couple d’applications
vérifiant les axiomes MorGph; a MorGphs de la définition I.1.1.
MorGph; est tautologiquement donné par la condition N — O;.

MorGphy Rappelons que
(V(G),E(G),e(G),inv(@)) (resp. (V(H),E(H),e(H),inv(H)), )

étant, par hypothése, un graphe a involution , on peut le munir de la relation d’équivalence ~ (Q)
(resp. ~ (H),) (cf. le point i du lemme 1.2.7.) Alors pour tout (e, f) € E(G) x E(G), e ~ (GQ) f
entraine que :

e = f etdanscecasE(p)(e) = E(¢P)(f) et, par conséquent

w(H)(£(9)(e)) = w(H)(E(P)(f)) -
e = inv(G)(f) et dans ce cas

E(@)e) = E(¢)(inv(G)(f))
= inv(H)(E(¢)(f)) (cf. I'axiome MorGphy de la définition I.1.1,)

puisque ¢ est, par hypothese, un morphisme de graphes a involution . Il en résulte que

E(d)(e) ~ (H) E(D)(S) -
On a donc établi que
(e, f) € E(G) x E(G), ~(G) f
= E(p)(e) ~ (H) E()(f);
ce qui entraine que
Ve, f) € E(G) x E(G), e ~(G) f
= wH)(E@)(e) = wH)(EW@)(S);

c’est-a-dire que w(H) o E(¢) est constante sur les classes d’équivalence pour la relation ~ (G). I
existe donc, en vertu de la proposition 1.3.11.3.9, une unique application

ENTO(pN=O)  EN79(G) — ENTO(H) telle que w(H) o E(¢) = ENO(¢V9) o w(G);
MorGphs On a, en vertu de la caractérisation de N = donnée au point ii du lemme 1.2.7 que
P12(¢) 0 eN79(G) o w(G) = Pra(¢) o m2(G) o £(G).
Or il découle des définitions de

V($) x V(§) (cf. 0.2,) et P1.o(¢) (cf. 0.4.ii,)
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V(@) x V(G A1) < Vi)

que m,g(c)l m,_,(H)l est un carré commutatif  (cf. 0.1.ii.1.)
Pi1,2(¢
Pra(G) D pyo(H)
11 s’ensuit que
Pia(¢) 0 eV7O(G) o w(G) = ma(H) o V(§) x V(§) o £(G).

Or, d’apres I’axiome MorGphs de la définition I1.1.1, puisque ¢ est, par hypothése un morphisme de
graphes a involution

V(¢) x V(¢) o &(G) = e(H) o &(¢) .
Il vient alors
Pr2(9) 0V (@)ow(G) = ma(H)oe(H)oE(9)
= N O(H)ow(H) o E(9).
On a précisément prouvé ci-dessus, ’existence (et I'unicité) de EN—© (ng ’O) satisfaisant la condi-

tion N — O», i.e.
w(H) o E(¢) = ENTP($N ) o w(G) .

On a donc
Pi2(9) 0 eN7O(G) o w(G) = eNTO(H) 0 ENTO($N7C) o w(@) .
Or w(@) étant une application surjective ,
Pia(¢) o e¥70(G) = eNTO(H) o ENO(¢N79)
ce qui assure que (V(¢), EN =9 (¢N =) satistait I'axiome MorGphs.
ii) (Identité)

Pour tout graphe a involution
IdeV 9 = Idgn-o .

Démonstration : 11 suffit de constater que Idg~-o est bien un morphisme de graphes non-orientés  vérifiant
N — O1 et N — Os. L’énoncé d’unicité du point i assure alors le résultat.

iii) (Composé)

Pour tous
£G) —22 s g(m) gy —= s g(n)
)| et | )| o]
V(@) x V(G LY (1) x v(H) V) x V(H LA (1) < V(1)
morphismes de graphes a involution et
£¢) 22, g(m) ey = &)
mV(G)l mV(H)l mV(H)l mV(I)l
e@) 29 e cH) Y e
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Proposition I1.1.6 (Fonctorialité du graphe a involution associé a un graphe non-orienté) i) Soit

&6y —22 s em)
(@) (H) un morphisme de graphes non-orientés  (cf. la définition I1.1.1,)

Pro()G) 2, o () a]

il existe un unique morphisme de graphes a involution
oI . qInv _y ginv
tel que
Invy) V(™) = V(¢) : V(G) — V(H).

Invy) EMMV(¢Imv) « EIMY(G) — EIY(H) (cf. 1.2.17.1,) est I'unique application telle que

(g s (v g(H)

9(H) o MV (¢I™v) = E(¢) o O(G) ; c’est-a-dire telle que g(G)l H(H)l est un carré commutatif

£(¢)
—

£(G) E(H)

(cf. 0.1.i.1.)

Démonstration : 11 faut montrer qu’on dispose bien d’un couple d’applications
vérifiant les axiomes MorGph; a MorGph, de la définition I1.1.1.
MorGph; est tautologiquement donné par la condition Inv; .

MorGphy Unicité S’il existe une application
glnv (¢Inv) &M@Y — ()
satisfaisant la condition Invs,
Y(e,u,v) € EMM(G), E(¢)(0(G)(e,u,v)) = O(H)(E™ (¢™) (e, u,v)) ;

ce qui équivaut a

O(H) (™ (o) (e,u,v)) = E(9)(e) -
Pour tout (e,u,v) € E(Q) il existe donc

(z,y) € V(H) x V(H) tel que SI”U(gbI"”)(e,u,v) = (5(¢)(e,z,y).

Or si I'on impose 2 1™ (¢! d’étre un
morphisme de graphes a involution (cf. I’axiome MorGphs de la définition I1.1.1,) (ou d’ailleurs
méme simplement un morphisme de graphes (cf. I’axiome MorGphs de la définition II.1.1,))

(V(d)lm) X V(gblm))(elm(G)(e,u,v)) = EI”U(H)(SI"” (d)lm)(e,u,v)) ;

ce qui entraine (ct. 1.2.17.3,)
(z,y) = (V(9)(w),V(¢)(v)) .

Ceci assure 1’unicité de 1™ ((blm) .

52



LDD/S6 MDD354, Structures algébriques : Graphes, groupes, algébre linéaire, topologie...., D. 2. 1 Université Orsay-Paris-Saclay, 2024-2025

Existence L’analyse faite ci-dessus impose que si /™Y (¢I "”) existe,
nécessairement pour tout (e, u,v) € EMY(Q),

EM(¢™) (e,u,v) = (E(9)(e), V(9)(w), V(9)(v)) -
C’est une bonne définition, pour peu que

(E(6)(e),V(9)(w), V() (v))
soit bien un élément de E1™(H).
Orsi(e,u,v) € EMY(Q), c’est que précisémente € £(G) ete(G)(e) = {u,v}.
Or ¢ est, par hypothése, un morphisme de graphes non-orientés ; si bien que

P12(¢)(e(G)(e) = e(H)(£(d)(e)) ;
ce qui équivaut a
e(H)(£(9)(e) = Pra(d)({u.v}) = {(V(¢)(u),V(¢)(v)} -
Ceci prouve que
(E(@)(e), V(@) (), V() (v)) € EM(H);
et assure donc que 1M ((blm) est bien définie.

Morphisme Reste donc a prouver que (V((b), glnv (gblm)) est bien un morphisme de graphes a involu-
tion ; c’est-a-dire satisfait bien I’axiome MorGphs de la définition II.1.1 et I’axiome MorGph, de
la définition II.1. 1. Ce sont des vérifications faciles, dans la mesure ol I’on dispose d’une expression
explicite pour £1mv (¢)I "”) ; elles sont laissées en exercice.

ii) (Identité)
Pour tout graphe non-orienté I1dg'™" = Idgra. .

iii) (Composé)
Pour tous morphismes de graphes non-orientés

E(e) )

£(Q) E(H) E(H) E(I)
s(G)l E(H)l et E(H)l s(I)l LYool = It o glnv
P z([)¢] P1 z([)w
P12()G] —= P12([)H] Pr2()H] — P12([)]

II.2 . —Sous-graphes (a involution non-orientés)
Proposition I1.2.1 (Sous-graphe (a involution, non-orient¢))

G = (V(G),£(G),e(G)) et H := (V(H),E(H),e(H))
Soient des graphes
(cf. la définition 1.1.1,)
(V(G),£(G),e(G),inv(G)) et (V(H),E(H),e(H),inv(H))
(resp. des graphes a involution )
(cf. la définition 1.2.1,)
G = (V(G),E(G).e(G)) et H := (V(H),E(H),e(H))
(resp. des graphes non-orientés )
(cf. la définition 1.2.8.)
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On suppose que V(H) C V(G)etE(H) C E(G).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) — e(H) = e(G)igmy >
e(H) = E(G)|E(H)’
— (resp. inv(G)(E(H)) < &(H), )
inv(G) gy = inv(H)

— (resp. e(H) = (@) e )

b) Lecouple d’applications ((Idy(g))w(H) : V(H) = V(G), (Idg(G))‘g(H) : E(H) — £(G)) estun

morphisme de graphes (resp. morphisme de graphes a involution , (resp. morphisme de graphes non-orientés
,) (ct. la définition II.1.1.)

Démonstration : (cf. I’exercice I1.9.4.1.)

Définition I1.2.2 (Sous-graphe (a involution, non-orienté)) Si G et H vérifient les assertions équivalentes de

la proposition I1.2.1, on dit que H est un sous-graphe (resp.un sous-graphe a involution ) (resp. un sous-gra-
phe non-orienté ,)de G.

On dira simplement sous-graphe si aucune confusion n’est a craindre. On notera parfois H C G ; méme
si, au titre du langage ensembliste (cf.1.1.13,) cette notation est abusive.

Proposition I1.2.3 (Données équivalentes a un sous-graphe)

Soit G = (V(G),E(G),e(Q)) un graphe (cf. la définition 1.1.1,)
(resp.  (V(G),E(G),e(G),inv(G))  ungraphe a involution (cf. la définition 1.2.1,) )
(resp. G := (V(G),&(G),e(G))  ungraphe non-orienté (cf. la définition1.2.8.) )

SoientW C V(G) et FF C &E(G) des ensembles .
Les assertions suivantes sont alors équivalentes :
a)
11 existe un sous-graphe H =
1%

(resp. un sous-graphe a involution ( (H),&E
(resp. un sous-graphe non-orienté H = (V(H),E(H

de G telque V(H) = WetE(H) = F.

b) —e(G)F) Cc W x W,
(G)F) ¢ W x W
— (resp. in\Ez(G)(F) c F )

— (resp. e(G)(F) C P12(W).)

Lorsque H existe il est alors unique sous les conditions du point a; c’est alors le sous-graphe H =
(W, F, E(G)‘F) , (resp. sous-graphe a involution H = (W, F, E(G)‘F, inv(G)‘F),) (resp. le sous-graphe
non-orienté H = (W, F,E(G)‘F) .)

Démonstration : (cf. I’exercice 11.9.4.2.)
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Définition I1.2.4 (Sous-graphe induit)

Un sous-graphe  H := (V(H), E(H), E(H))
(resp.  un sous-graphe a involution ~ (V(H),E(H), i

e(H),inv(H)) )
(resp. un sous-graphe non-orienté H = (V(H), E(H), 5(H)) , )
d'ungraphe G = (V(G),£(G),e(G))
(resp. d’un graphe & involution ~ (V(G),E(G),e(G),inv(G)) )
(resp. d’un graphe non-orienté G = (V(G),£(G),eQ) )

est induit si

Ve € E(GQ), e(G)(e) € V(H) x V(H) = e € E(H)
(resp. Ve € £(G), e(G)(e) € V(H)xV(H) = e € E(H),) 11.2.4.1
(resp. Ve € £(G), e(G)(e) € Pip2(H) = e € E(H).)

Autrement dit c’est un sous-graphe (resp. un sous-graphe a involution ,) (resp. un sous-graphe non-orienté
,) ayant « le plus possible d’arétes ».

On dit alors que H est un sous-graphe induit  (resp. un sous-graphe a involution induit ,) (resp.
sous-graphe non-orienté induit ;) mais on s’en tient a sous-graphe induit  si aucune confusion ne doit en
résulter.

Exemple I1.2.5 (Sous-graphes)

Soit G = (V(G),E(G),e(Q)) un graphe (cf. la définition I.1.1,)
(resp.  (V(G),E(G),e(G),inv(G))  un graphe a involution (cf. la définition 1.2.1,)
(resp. G := (V(G),E(G),e(G))  un graphe non-orienté (cf.la définition 1.2.8.)

a) Les inclusions V(G) C V(GQ) et E(G) C E(G) font de G un sous-graphe (resp. un sous-graphe a
involution ,) (resp. un sous-graphe non-orienté ;) (et méme un sous-graphe induit (resp. un sous-graphe a
involution induit ,) (resp. un sous-graphe non-orienté induit ) ) de lui-méme.

b) (Graphe vide)

Les inclusions § C V(G) et ) C &(G) font du graphe vide (0,0,1dy) (cf. le point a de I’exem-
ple I.1.5, (resp. le point a de I’exemple 1.2.2,) (resp. le point a de I’exemple 1.2.10,) ) un sous-graphe (resp. un
sous-graphe a involution ) (resp. un sous-graphe non-orienté ) de G.

C’est mé&me un sous-graphe induit  (resp. un sous-graphe a involution induit ,) (resp. un sous-graphe
non-orienté induit )

¢) (Graphe isolé)

Les inclusions V(G) C V(G) et C &(G) font du graphe isolé  (V(G),0, ) (cf. le point b de I’exem-
ple I.1.5, (resp. le point b de I’exemple 1.2.2,) (resp. le point b de I’exemple 1.2.10,) ) un sous-graphe (resp. un
sous-graphe a involution ,) (resp. un sous-graphe non-orienté ) de G.

(0,0,1dg) est donc un sous-graphe de (V(G),0,) (et méme un sous-graphe induit ) qui lui-méme est
un sous-graphe (et méme un sous-graphe induit ) de G.

d) (Graphes complets)
Poutn € N un entier naturel ,'inclusion [1;n] < [1;n + 1] fait du graphe complet K,, (cf. la défini-
tion 1.4.14,) un sous-graphe non-orienté induit  du graphe complet K, 1.
Tout graphe fini simple non-orienté G := (V(G),E(G),e(G)), tel que #(V(G)) < n, estisomorphe
(cf. la définition 1.2.13,) a un sous-graphe non-orienté de K
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Proposition I1.2.6 (Propriétés des sous-graphes) Ici les le cas des graphes a involution n’a pas a étre traité
indépendamment de celui des graphes .

Soient donc G := (V(G),E(G),e(G)) un graphe (resp. G = (V(G),&(G),e(G)) un graphe non-o-
rienté ,) et H := (V(H),E(H),e(H)) un sous-graphe (resp. H := (V(H),E(H),e(H)) un sous-graphe
non-orienté .)

i) (Voisins)

Ng(v) C Ng(v) (cf. le point ii de la définition I.1.7,)

Nj(v) C NZ(v) (cf. le point iii de la définition 1.1.7,)

Pour toutv € V(H), () & NG(v) (cf. le point iv de la définition I.1.7+)
(resp. Nu(v) C Ne(v) (cf. Ie point v de la définition 1.2.12.) )

ii) (relation d’adjacence)
Les relations d’adjacence R(G) de G et R(H) de H (cf. la définition I.1.8, et le point vi de la défini-
tion 1.2.12 ) vérifient
V(v,w) e VH)x V(H), vR(H)w = vR(G) w .

L’implication précédente est une équivalence si H est induit i.e. un sous-graphe induit  (resp. un sous-
graphe non-orienté induit .)

iii) (Graphes finis)
Si G estfini i.e. estun graphe fini (resp. un graphe fini non-orienté ) alors H est un graphe fini (resp.
un graphe fini non-orienté  .)

dy(v) < dg(v) (cf. le point i de la définition I.3.5,)
+ < + . .. L ..
On a alors, pour toutv € V(H) : ;lz Evg 2 jggz% gzi ?;;){31“1 de la définition 1.3.5)

resp. dgg(v) < de(v) (cf. la définition 1.3.6.) )

—

iv) (Graphes simples)

Si G est simple (ct. la définition 1.4.1,) i.e. un graphe simple (resp. un graphe simple non-orienté ) il
en est de méme de H. En particulier si G est un graphe fini simple non-orienté (cf. la définition 1.4.4,) il
en est de méme de H.

Proposition I1.2.7 (Image d’un morphisme)

G = (V(G),£(G),e(G)) et H := (V(H),E(H),e(H))
Soient des graphes
(ct. la définition 1.1.1,)
(V(G),£(G),e(G),inv(G)) et (V(H),E(H),e(H),inv(H))
(resp. des graphes a involution )
(cf. la définition 1.2.1,)
G = (V(G),£(G),e(G)) et H := (V(H),E(H),e(H))
(resp. des graphes non-orientés )
(cf. la définition 1.2.8.)
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Soit E(H)l (G)l un morphisme de graphes

(resp, un morphisme de graphes a involution , )

£(G)
(resp. (H) e un morphisme de graphes non-orientés , )
P1,2(D¢l
Pr2(DH] == P12()C]

(cf. la définition I1.1.1.)

Alors :
(1m (V(9)) 1m (£09)) + E(G) y, (5(47) )

[resp- (Im (V() . 1m (£()) » (G, (e(g9) V(D) 1y (e47)) - ] .2.7.1
[resp. (Im (V(9)) ,1m (E(6)) , (£(G)) 1, (e(9) ) 3 ]

est un sous-graphe (resp. un sous-graphe a involution ,) (reesp. un sous-graphe non-orienté ,) de G.
Démonstration : On a immédiatement
Im (V(qﬁ)) C V(G) et Im (S(gb)) C &(G).

Par ailleurs la condition 11.2.1.a est tautologiquement satistaite.

Définition IL.2.8 (Image) Pour ¢ : H — G un morphisme de graphes , (resp. morphisme de graphes a in-
volution ,) (resp. morphisme de graphes non-orientés ) le sous-graphe (resp. sous-graphe a involution )
(resp. sous-graphe non-orienté ,) 11.2.7.1 sera appelé image de ¢ et noté Im ¢.

Ici encore les deux propositions qui suivent garantissent la cohérence avec le paragraphe 1.2 ; mais ne seront
pas vraiement utilisées dans la suite.

Proposition I1.2.9 (Sous-graphes associés) Si
(V(H),&(H),e(H),inv(H)) C (V(G),€(G),e(G),inv(G))

est un sous-graphe a involution  (resp. un sous-graphe a involution et un sous-graphe induit ,) (cf.

la définition I1.2.2,) HN~© est un sous-graphe non-orienté ~ (resp. un sous-graphe non-orienté induit ) de
GN=9 (cf. Ia définition 11.2.2.)
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Proposition I1.2.10 (Sous-graphes associés) Si H := (V(H),E(H),e(H)) C G = (V(G),E(G),e(G))
est un sous-graphe non-orienté  (resp. un sous-graphe non-orienté induit ) (cf. la définition I1.2.2,) H'™
est un sous-graphe d involution  (resp. un sous-graphe a involution et un sous-graphe induit ,) de G'™° (cf.
la définition I1.2.2.)

I1.3 . —Isomorphismes de graphes (a involution, non-orientés)

Définition IL.3.1 (Isomorphisme de graphes (a involution, non-orientés))

G = (V(G),£(G),e(G)) et H := (V(H),E(H),e(H))
Soient des graphes
(cf. la définition I.1.1,)
(V(G),£(G),e(G),inv(G)) et (V(H),E(H),e(H),inv(H))
(resp. des graphes a involution )
(cf. la définition 1.2.1,)
G = (V(G),E(G).e(G)) et H := (V(H),E(H),e(H))
(resp. des graphes non-orientés )
(cf. la définition 1.2.8.)

isomorphisme de graphes (resp. isomorphisme de graphes a involution ) (resp. isomorphisme de graphes
non-orientés ) (ou simplement isomorphisme si le contexte est clair) de G sur H

£@) — 9 e(m
est un morphisme de graphes E(G)l E(H)J/ )
V(@) x V(G LAY (1) x v(H)
£G) —29 s e(m)
™ on|
V(@) x VG LAY (1) x v(H)
(resp. un morphisme de graphes a involution , )
£G) 29 e
inv(G) inv(H)
£G) 29 e
e@) —29, e(m)
(resp. un morphisme de graphes non-orientés E(G)l s E(H)l ) )

P12(DGl — P12 H]
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tel qu’il existe

gy — s g6
un morphisme de graphes (H) E(g)l ,
V(H) x VHT LA (@) x (@)
g(H) — 5 g(q)
e(H) (@)
V(H) x VHY LYY @) x v(6)
(resp. un morphisme de graphes a involution , )
g(H) 2 g(q)
inv(H) inv(G)

eH) 29 g
sH) —2 5 g(@)

(resp. un morphisme de graphes non-orientés e(H) E(g)J{ ,)
P1,2(DY]
P1a()H] === P12()G]
vérifiant :
Yo ¢ = Idget¢p o yp = Idy (cf. I.1.2.1et I1.1.2.i1.) 11.3.1.1

Notation IL3.2 (Isom(-, -))

G = (V(G),£(G),e(G)) et H := (V(H),E(H),=(H))
Soient des graphes
(cf. la définition I.1.1,)
(V(G),E(G),e(G),inv(G)) et (V(H),E(H),e(H),inv(H))
(resp. des graphes a involution )
(cf. la définition 1.2.1,)
G = (V(G),(G),e(G)) et H := (V(H),E(H),e(H))
(resp. des graphes non-orientés )
(cf. la définition 1.2.8.)

On note Isom([, )Gph)GH, (resp. Isom([, )Gph!™"*|GH,) (resp. Isom([, ) GphN ~C]GH ) I’ensemble des
isomorphismes de graphes (resp. isomorphismes de graphes a involution ) (resp. isomorphismes de graphes
non-orientés ) de G sur H.

On notera simplement Isom(G, H) si aucune confusion ne doit en résulter.

Lemme I1.3.3 (Inverse) Etang donné un morphisme ¢ : G — H,
i) (Unicité)
il existe au plus un morphisme v : H — G vérifiant I1.3.1.1.

ii) (Existence)
si¢p : G = H estunisomorphisme , il existe un unique vy : H — G vérifiant I1.3.1.1 et de plus i) est

un isomorphisme .

59



LDD/S6 MDD354, Structures algébriques : Graphes, groupes, algébre linéaire, topologie...., 11.3.5 Université Orsay-Paris-Saclay, 2024-2025

Démonstration : (cf. I’exercice 11.9.3.2.)

Définition I1.3.4 (Inverse) Si¢ : G = H estun isomorphisme ,1’unique isomorphisme v : H = G véri-
fiant I1.3.1.1 (cf. le point ii du lemme I1.3.3,) sera appelé I’isomorphisme inverse ou simplement I’inverse de

0.
L isomorphisme ¢ est alors trés clairement I’inverse de 1) ; et I’on dira que ¢ et ¢ sont inverses ['un de

’autre.

Méme si elle ne peut pas s’en déduire, la la proposition I1.3.5 qui suit a des analogues pour d’autres struc-
tures algébriques (cf. la proposition I1.7.6, la proposition I1.8.2.5.)

Proposition I1.3.5 (Isomorphisme de graphes (a involution, non-orientés))

£(@) £(¢)

———— &(H)
Soit 6((;& E(H)l un morphisme de graphes
V(G) x V@ LAY (1) < vH)

£(G) % £(H)
E(G)l E(H)l
V(@) x V@ LA (1)« v(H)
(resp, un morphisme de graphes a involution , )
£(G) =9 e(m)
inv(G)l inv(H)
£(G) 29 e(m)
£q) —2 s e(m)
(resp, E(G)l e(H) un morphisme de graphes non-orientés )

Pio()G) 2Py L () H]

Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Le morphisme ¢ est unisomorphisme .

b) LesapplicationsV(¢) : V(G) — V(H)et&(¢) : E(G) — E(H) sont bijectives .
Démonstration :
a= b (cf. I'exercice 11.9.3.3.)
b=-a Si
V() : V(G) — V(H)etE(g) : E(G) — E(H)
sont des bijections , il existe (cf. le point iii de la définition I.1.13.18,) des applications
a: VH) = V@) etp : E(H) = E(G) tellesque « o V(¢) Idy(
V(¢) o « IdV(H)

Bo&(¢) = ldge
E(p) o B = Idem;
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ce qui entraine, (cf. 0.2,)

(axa) o (V(¢) X V(¢)) = IdV(G)xV(G) et (V(¢) X V(¢)) o (axaa) = IdV(H)XV(H) . 11.3.5.1

11 suffit désormais de montrer que (v, ) est un morphisme de graphes de H dans G. Puisque () o
B = Idgy, e(H) = e(H) o E(¢) o B. Or ¢ est un morphisme , si bien que e(H) o E(¢) =
(V(¢) x V(¢)) o &(G) ; ce qui entraine

e(H) = (V(¢) xV(¢)) o £(G) o B.

Ilen résulte que (a x @) o e(H) = (ax a) o (V(§) x V(¢)) o £(G) o B; ce qui entraine, grice
all3.5.1,
(axa)oelH) =¢eG)op.

Cette derniére identité assure précisément (cf. II.1.1.MorGphs,) que (o, 8) : H — G est un morphi-
sme de graphes .

On avait déja introduit la notion de graphes isomorphes  (cf. la définition 1.1.11,) (resp. de graphes a
involution isomorphes (cf. la définition 1.2.4,)) (resp. de graphes non-orientés isomorphes (cf.
la définition 1.2.13;)) dont il serait pour le moins déraisonnable qu’elle n’entretienne aucun rapport avec la
notion d’isomorphisme de graphes (resp. isomorphisme de graphes a involution ) (resp. isomorphisme de
graphes non-orientés ) introduite ci-dessus. Aucune ambiguité lexicale n’est a redouter comme I’atteste le
corollaire ci-dessous de la proposition I1.3.5 :

Corollaire I1.3.6 (Graphes (a involution, non orientés) isomorphes)

G = (V(G),£(G),e(G)) et H := (V(H),E(H),e(H))
Soient des graphes
(cf. la définition 1.1.1,)
(V(G),E(G),e(G),inv(G)) et (V(H),E(H),e(H),inv(H))
(resp. des graphes a involution )
(cf. la définition 1.2.1,)
G = (V(G),E(G).e(G)) et H := (V(H),E(H),e(H))
(resp. des graphes non-orientés )
(cf. la définition 1.2.8.)

Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) G et H sont des graphes isomorphes  ((cf. la définition 1.1.11,)) (resp. des graphes a involution isomor-
phes (cf. la définition 1.2.4,)) (resp. des graphes non-orientés isomorphes (ct. la définition 1.2.13;))
c’est-a-dire qu’il existe des bijections « : V(G) — V(H)etp : E(G) — E(H) telles que

Y(v,w,e) € V(G) x V(G) x £(G), e(G)e) = (resp. (v,w),)

(resp. {v, o ,) ) 1
& E(H)(ﬁ(e)) = (resp. o v):a (w ) :)

(resp.  {a(v),a(w)} )
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b) L’équivalence est affaiblie en une implication dans la condition a.1 ; plus précisément il existe des bijec-

tions

a: V(G) - V(H)et B : E(G) — E(H) telles que :

P— o~

¢) Il existe un morphisme ¢ : G — H tel que les applications

resp.
resp.

resp.
resp.

Qe &=
S = =
(4

<

NP SN
Q
g
~~
~—
~

V(o) : V(G) — V(H) et E(¢) : E(G) — E(H)

sont des bijections .
d) Il existe un isomorphisme ¢ : G = H.

Démonstration :
a = b Est immédiat.

b = ¢ La condition b.1 signifie précisément que le couple d’applications est un morphisme de graphes
; en effet : Pour toute € £(G), si (u,v) € V(G) x V(G) est tel que (u,v) = &(G)(e), on a les

équivalences suivantes :

); (v) e(H)(B(e))
& (axa)((u,v)) = e(H)(B(e))
& (axa)oe(G)e) = e(H)(Be));

ce qui assure, I’égalité ci-dessus étant vraie pour toute € E(G), que (a X o) o £(Q)

= e(H) o B;

ce qui signifie précisément que le couple («, 3) vérifie la condition définition II.1.1,axiome MorGphs.

¢ = d La proposition I1.3.5 établit I'équivalence c < d; mais on peut se contenter de n’utiliser ici que

d=a Si¢ : G — H estunisomorphisme de graphes

I'implication ; qui est d’ailleurs la partie vraiement significative de cette proposition.

du graphe G sur le graphe H, les applications

V(o) : V(G) — V(H) et&(¢) : E(G) — E(H) sont bijectives ; ce qui résulte, par exemple, de

I'implication 11.3.5.a=> 11.3.5.b.

Alors pour tout e € £(Q), et tout (u,v) € V(G) x V(G), (u,v) = e(G)(e)

puisque ¢ est un morphisme de graphes ,

V(@) (), V() (v)) =

ce qui donne I’'implication dans a. 1.

Si ¢ est un isomorphisme de graphes , il posséde un
inverse ) (cf. 11.3.4,).
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Pour tout (e, u,v) € E(G) V(G) x V(G), (V(9)(u),V(9)(v)) = e(H)(E(¢)(e)) sécrit encore
(V(®) x V(¢))((u,v)) = e(H)(E()(e)) ; on a alors la suite d’implication :
( (6) x V() ((u,v)) = e(H)(E(9)(e))
= (V@) x V@) (V(8) x V(9))((u, >) = (VW) x V(¥)) o (H)(E(#)(¢))
= (o) = £(@)oEW)oE(s)(e)
= (o) = &G)oE(oa)(e)
= (u,0) = e(G)(e);

ce qui prouve I'implication réciproque dans a.l.

Ici encore les deux propositions qui suivent garantissent la cohérence avec le paragraphe 1.2 ; mais ne seront
pas vraiement utilisées dans la suite.

) £(9) £(H)

(€
E(G)l e(H)l
V(G) x V(G V(H)
Proposition I1.3.7 (Graphes associés) est un isomorphisme de gra-
£(G) 29 g(m)
o, o
% E(H)

: GN- O — HN=9 estun isomorphisme de graphes non-orien-

phes a involution  si et seulement si ™ —©
tés

Démonstration : Si ¢ est un
isomorphisme de graphes a involution il posséde un inverse ; c’est-a-dire qu’il existe un morphisme de

&) —— £(G)
H)l E(G)l
V(H) x VHY LY @) x v(@)
graphes a involution telquey o ¢ = Idgeto o v = Idy .
£(¥)

£
E(H) = £(G)
Alors (¢ o qﬁ)N*O = IdgV 9 et (¢ o w)NﬁO = Idg™N =9 ; ce qui entraine, en vertu du point ii de Ia
proposition II.1.5, et du point iii de la proposition II.1.5, que vV =9 0 ¢V =9 = Idgv-o0 et ¢V =0 o N0 =
Idy~—o ; ce qui assure que ¢~ est un
isomorphisme de graphes non-orientés  de GN 9 sur HN =9,
£

g@) —2 . e(m)

Proposition I1.3.8 (Graphes associés) () H)J, est un isomorphisme de graphes non-o-

P12(D¢

P12()G] — 7’12 (DH]

rientés  si et seulement si '™ : GI™ — HI™ est un isomorphisme de graphes a involution
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1.4 . —Endomorphismes de graphes (a involution non-orientés)

Définition I1.4.1 (Endomorphisme)

Soit G = (V(G),E(G),e(G)) un graphe (cf.la définition I.1.1,)
(resp.  (V(G),E(G),e(G),inv(G))  un graphe a involution (cf.la définition 1.2.1,)
(resp. G := (V(G),E(G),e(G))  un graphe non-orienté (cf.la définition 1.2.8.)

Un endomorphisme de graphes (resp. endomorphisme de graphes a involution ) (resp. endomorphisme
de graphes non-orientés ,) de G est un morphisme (de graphes (resp. de graphes a involution ) (resp. de
graphes non-orientés ,)) au sens de la définition II.1.1, ¢ : G — G de G dans lui-méme.

On dira simplement endomorphisme si cela ne préte pas a confusion.

Notation IL4.2 (End(-)) Pour G := (V(G),&(G),e(G)) un graphe (resp. (V(G),E(G),e(G),inv(G)) un
graphe a involution ) (resp. G := (V(G),&E(G),e(G)) un graphe non-orienté ) on note Endgpn(G), (resp.
Endgpninv (G),) (resp. Endgpnn-o(G),) 'ensemble des endomorphismes de graphes — (resp. endomorphis-
mes de graphes a involution ) (resp. endomorphismes de graphes non-orientés ,) de G.

On notera simplement End (G) si aucune confusion ne doit en résulter.

Exemple I1.4.3 (Identité) Pour G un graphe , (resp. un graphe a involution ,) (resp. un graphe non-orienté )
I'identité 1dg de G (cf. I1.1.2.i,) est un endomorphisme de G.

Remarque 11.4.4 ((End(G), o)) Soit G un graphe (resp. graphe a involution ,) (resp. graphe non-orienté .)

i) (Composition)
Y(¢,v) € End(G) x End(G), ¢ otv € End(G) . La composition o (cf. 11.1.2.ii,) est donc une loi interne
(cf. la définition I1.7.1,) sur End (G).

ii) (Elément neutre)
Il résulte alors du point iii du lemme II.1.3 que Idg est un élément neutre pour o (cf. le point i de la
définition I1.7.11.)

iii) Le couple (End(G),o) est donc un magma associatif (cf.la définition I1.7.9.)

IL.5 . —Automorphismes de graphes (a involution, non-orientés)

Définition IL.5.1 (Automorphisme)

Soit G = (V(G),E(G),e(Q)) un graphe (cf.la définition I.1.1,)
(resp.  (V(G),&(G),e(G),inv(G))  un graphe a involution (cf. la définition 1.2.1,)
(resp. G := (V(G),E(G),e(G))  ungraphe non-orienté (cf.la définition 1.2.8.)

Un automorphisme de graphes  (resp. automorphisme de graphes a involution ) (resp. automorphisme
de graphes non-orientés ) de G isomorphisme ¢ : G = G ; autrement dit un morphisme ¢ : G — G
qui est simultanément un isomorphisme et un endomorphisme .

On dira simplement automorphisme si cela ne préte pas a confusion.
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Notation IL5.2 (Aut(-)) Pour G := (V(G G),E(G)) un graphe (resp. (V(G),£(G),e(G),inv(G)) un
graphe a involution ) (resp. G == (V(G) ),€(G)) un graphe non-orienté ,) on note Autgpn(G), (resp.
Autgpniav (G),) (resp. AutGth o(@),) 1 ensemble des automorphismes de graphes  (resp. automorphis-
mes de graphes a involution ) (resp. automorphismes de graphes non-orientés ) de G.

On notera simplement Aut (G) si aucune confusion ne doit en résulter.

Proposition I1.5.3 (Caractérisation des automorphismes)

Soit G = (V(G),E(G),e(G)) un graphe (cf. la définition I.1.1,)
(resp.  (V(G),E(G),e(G),inv(G))  ungraphe a involution (cf. la définition 1.2.1,) )
(resp. G := (V(G),E(G),e(G))  ungraphe non-orienté (cf. la définition1.2.8.) )

Un automorphisme de G est un endomorphisme ¢ : G — G de G tel que V(¢) : V(G) — V(G) et
E(p) : E(G) — E(Q) sont des bijections .

Démonstration : C’est une conséquence immédiate de la proposition I1.3.5.

Exemple I1.5.4 (Automorphismes) i) (Identité)
Pour G un graphe , (resp. un graphe a involution ,) (resp. un graphe non-orienté ,) I’identité 1dg de G (cf.
I1.1.2.i,) est un automorphisme de G.

ii) (D’autres exemples)
(cf. ’exercice 11.9.5.2 et I’exercice 11.9.5.3.)

Proposition I1.5.5 (Groupe des automorphismes)

Soit G = (V(G),E(G),E(G)) un graphe (cf. la définition I.1.1,)
(resp.  (V(G),&(G),e(G),inv(G))  ungraphe a involution (cf. la définition 1.2.1,) )
(resp. G := (V(G),E(G),e(G))  ungraphe non-orienté (cf. la définition1.2.8.) )

D) ((Aut(G),0))
Le couple (Autgpn(G), o) est un groupe (cf. la définition I1.8.1.1.)

Démonstration : (ct. la question 1 de I’exercice 11.9.3.4.)

ii) (Permutation des sommets)
Lapplication (Autgpn(G),0) — (S(V(G)),0), ¢ — V(¢) est un morphisme de groupes (cf. la dé-
finition I1.8.2.1;) et oi1 S(-) est comme au point ¢ de I’exemple I1.8.1.2.

Démonstration : (ct. la question 2 de I’exercice 11.9.3.4.)
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iii) (Fonctorialité)

G = (V(G),E(G).e(G)) et H := (V(H),E(H),e(H))
Soient des graphes
(cf. la définition 1.1.1,)
(V(G),E(G),e(G),inv(G)) et (V(H),E(H),e(H),inv(H))
(resp. des graphes a involution )
(cf. la définition 1.2.1,)
G = (V(G),£(G),e(G)) et H := (V(H),E(H),e(H))
(resp. des graphes non-orientés )
(cf. la définition 1.2.8.)

Soit ¢ : G = H unisomorphisme ety : H = G sonisomorphisme inverse (cf. la définition I1.3.4.)
Pour tout « € Aut(G), on définit Aut(¢)(a) == ¥ o a0 ¢.

Alors Aut(¢) est un isomorphisme de groupes  (cf. la définition 11.8.2.4.)

Démonstration : (ct. la question 3 de I’exercice 11.9.3.4.)

Définition I1.5.6 (Graphe sommet-transitif)

Soit G = (V(G),E(G),e(Q)) un graphe (cf. la définition I.1.1,)
(resp.  (V(G),E(G),e(G),inv(G))  un graphe a involution (cf. la définition 1.2.1,)
(resp. G (V(G),&(G),e(G))  un graphe non-orienté (cf.la définition 1.2.8.)

On dit que G est sommet-transitif si pour tout (v, w) € V(G) x V(G), il existe un automorphisme de
graphes  (resp. automorphisme de graphes a involution ) (resp. automorphisme de graphes non-orientés
JrtelqueT(v) = w.

I1.6 . —Le cas des graphes simples non-orientés

Dans le cas des graphes simples non-orientés (cf. la définition 1.4.1,) non nécessairement finis , la
notion de morphisme doncuit a un certain nombre de définitions usuelles que nous donnons ici; et que
nous serons amenés 2 utiliser dans la suite. Dans ce paragraphe (IL6,) G := (V(G),&(G),2(G)) sera

donc toujours un graphe simple non-orienté

11.6.1 . —Morphismes de source G

Proposition IL6.1.1 (Bipartition) Soit G := (V(G),&(G),e(G)) un graphe fini simple non-orienté
Les assertions suivantes sont équivalentes :

Bipy) Il existe un morphisme de graphes non-orientés

g@) —29 . g(Ky)

(@) S(K% (cf. la définition 1.4.14.)

Pro(DG) 2P, 5 (DK,
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Bipy) Il existe des sous-ensembles Vi C V(G) etV, C V(G) tels que :
i) V(G) =V U V,y.

ii) pour tout {x,y} € P12(G), si e(G) " ({{z,y}}) # 0, il existe k € {1,2} tel que x € Vy et
Yy € Vi .

Démonstration : On rappelle que K est le graphe complet a2 sommets (cf. la définition 1.4.14;) et qu’on a
alors V(Kz) = {1,2} et E(K2) = {{1,2}}.

(@) — s £(Ko)

Bip; = Bip, Etant donné un morphisme de graphes non-orientés (@) E(K"‘)J, , notons

Pro(0G) 2Py L (K

Vi == V(B)"*({k}) pourk € V(K3) = {1,2}. Le pointi est alors évidemment satisfait. Le point ii
résulte de ce que pour tout {x,y} € E(G), E(B)({x,y}) = {1,2}; si bien que si V(5)(z) = 1,
V(B)(y) = 2 et vice versa.

g@) —29 1 g(Ky)

Bips = Bip, Définissons () E(Kz)l par

Pro(DG) 2P 5 (DK,

Vi) vG) — V(Ky)
r €V, — k.

Puisque £(K3) = {{1,2}} est un singleton , on a nécessairement Ve € E(G), £(B)(e) = {1,2}.
Le point ii assure alors qu’on définit bien ainsi un morphisme de graphes non-orientés .

Définition I1.6.1.2 (Graphe biparti) Si un graphe fini simple non-orienté G = (V(G),£(G),(Q))
vérifie I'une des conditions équivalentes Bip; ou Bipa, on dit que G est un graphe biparti . On dira que
{V1, Vs } satisfaisant i et ii. est une bipartition de G.

Définition I1.6.1.3 (Graphe k-coloriable) Un graphe simple non-orienté G = (V(G),£(G),e(G)) est
k-coloriable , pour un entier naturel k € N s’il existe un morphisme de graphes non-orientés  (cf.
la définition I.1.1,) v : G — Ky, (cf. la définition 1.4.14.)

En particulier, G est biparti si et seulement si G est 2-coloriable .

11.6.2 . —Morphismes de but G

Définition I1.6.2.1 (Parcours, circuit) Ettant donné un
graphe simple non-orienté G = (V(G),£(G),e(Q)),

pour £ € N un entier naturel ,
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1) (Parcours)
un parcours de longueur { dans G est un

E(m
£P) — " £(G)
morphisme de graphes non-orientés dp@l (@) (cf. la définition 1.4.10.)
P12(Dm
PP 2P ()6

Il revient au méme de se donner I’ensemble {, ... , vy
=1, {vi,viy1} € E(Q) soitune aréte de G.

Noter qu’on ne demande absolument pas que V(7) soit injective ; autrement dit le parcours m « peut
repasser plusieurs fois par un méme sommet »; £(m) n’a pas plus de bonne raison d’étre alors injective .

V(m)(¢)} < V(G) de sorte que VO < ¢ <

ii) (Circuit)
Le parcours 7 estun circuit sim(0) = w().

Notation IL.6.2.2 (Parcours) Etant donné un graphe simple non-orienté ~ G = (V(G),&(G),e(G)), pour
tout (v,w,f) € V(G) x V(G) x N, onnote P, 4, ¢(G)

E(m
E(Py) —
I’ensemble des parcours de longueur {  _(p,)

(€

(@) dans G tels que

Pra()P) 2Py L (e

V(m)(0) = vet V(m)(¢) = w.
Proposition I1.6.2.3 (Le cas des graphes sommet-transitifs) SiG est sommet-transitif (cf. la définition I1.5.6,)

V(v,w,0) € V(G) x V(G) x N, #(Py0.4(G)) = #(Puw,uwe(G)) -

Démonstration : Pour (v,w) € V(G) x V(G), soit T € Autgpn~n-o(G) tel que 7(v) = w . Alors I'ap-
plication

PU,'U,Z(G) — Pw,w,Z(G), T TOT

est une bijection de bijection réciproque

Pywie(G) = Pyoe(G), 7 — 7 lor.

Définition I1.6.2.4 (Parcours, circuit eulérien) Etant donné un

graphe simple non-orienté G := (V(G),&(G),e(Q)) ,

i) (Parcours)

un parcours eulérien de longueur £ est un parcours de longueur { 7 : P, — G tel que 'application

E(m) : E(Py) — E(G) est bijective ; autrement dit le parcours passe une fois et une seule par chaque aréte
de G.
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ii) (Circuit)
Un circuit eulérien est un parcours eulérien 7 : Py — G tel que 7(0) = w(¢) . Cette dénomination
se rapporte évidemment a la question des sept ponts de Konigsberg formulée par EULER.

Définition I1.6.2.5 (Chemin et cycle dans un graphe) Soit
G = (V(G),£(G),e(G)) un graphe simple non-orienté
un chemin (resp. un cycle ,) de longueur ¢ dans G, est un morphisme de graphes non-orientés
v : Py (resp. Cy,) — G (cf. la définition 1.4.10, (resp. la définition 1.4.12 ,)

tel que V() soit injective .

De maniere équivalente, en considérant I’image de v (cf. la définition I1.2.8,) un chemin (resp. un cycle ,)
dans G est un sous-graphe non-orienté isomorphe (cf.la définition 1.2.13,) a Py, (resp. a Cy.)

Exemple 11.6.2.6 (Chemins et cycles) (cf. I’exercice 11.9.5.1.)

Définition I1.6.2.7 (Chemin, cycle, graphe Hamiltonien) Etant donné un graphe simple non-orienté
G = (V(G),£(G).e(Q)),

1) un chemin (resp. cycle ,)
v : Py(resp.Cp,) —» G

est hamiltonien si V(7y) est bijective . On parle alors de chemin hamiltonien (resp. cycle hamiltonien ou cycle
couvrant .)

ii) (Graphe Hamiltonien)
On dit que G est un graphe hamiltonien s’il posséde un cycle hamiltonien .

I1.6.3 . —Sous-graphe

Lemme I1.6.3.1 (Sous-graphe induit par une partie) Etant donné un
graphe simple non-orienté G := (V(G),E(G),e(G)) et W C V(G),

il existe un unique sous-graphe non-orienté induit ~ (cf. la définition IL.2.4,) H C G, telque V(H) = W .
Démonstration : Si H existe alors nécessairement

EH) = EGQ)w = EG) xyey W = {€ E(G); e(G)(e) € Wx W} 11.6.3.1.1

ce qui définit complétement et uniquement H.

Définition I1.6.3.2 (Sous-graphe induit par une partie) Dans la situation le lemme I1.6.3.1, on dit que H est
le sous-graphe non-orienté induit ~ par W. On pourrait le noter Gy = (W, E(G)w , £(G) gy ) -

i) (Stable)
Si G|w estun grapheisolé (cf. la définition 1.4.9,) on dit que G|y (ou méme simplement W) est un stable
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ii) (Clique)
Si G| est un graphe complet (cf. la définition 1.4.14,) on dit que G|y (ou méme simplement W) est une
clique .

11.6.4 . —Automorphismes

Proposition I1.6.4.1 (Aut(-) C S.) Sit G est un graphe simple non-orienté (pas nécessairement fini .)
Alors le morphisme de groupes du point ii de la proposition I1.5.5 est injectif

Démonstration : Les arguments sont essentiellement ceux donnés au point ¢ de la question 2 de I’exerci-
ce I1.9.5.3.

II.7 . —Loi de composition, (magma,) morphisme

Définition IL.7.1 (Loi de composition) Pour un ensemble M on appelle loi de composition (ou loi de compo-
sition interne ou loi interne) * sur M une application (cf. I.1.13.12.iii,)

x: MxM — M.
Evidemment 2 la notation ((z,y), z) € * qui découle de I’axiomatique présentée précédemment on préférera
toujourscelle x xy = z.
Le couple (M, ) est appelé magma.
Définition I1.7.2 (Morphisme homomorphisme) Etant donnés deux magmas
(Ma *) et (N7 )

on dit qu’une application f : M — N est un morphisme ou homomorphisme de (M, ) dans (N, -) si

Ve e M, VyeM, (flxxy) = f(z) - fy))-

Lemme I1.7.3 i) Pour tout magma (M, x) I'identité Id s est un morphisme du magma M dans lui-méme.

ii) Pour (M,x*p), (N,xn) et (P,xp) des magmas , f : M — N etg : N — P des morphismes, le
composé g o f est un morphisme.

Définition I1.7.4 Etant donnés deux magmas (M, *) et (N, -), un morphisme f : M — N est un isomor-
phisme s’il existe un morphisme g : N — M tel que

g o f = Id]uetf o g = IdN.
On notera Isom(M, N) ’ensemble des isomorphisme s de (M, x) dans (N, -).

Lemme IL.7.5 Etant donné un morphisme f : M — N, si f posséde une application réciproque i.e. une
applicationg : N — M telle que

Jfog=Ildyvetg o f = Idn,
alors g et également un morphisme.

Démonstration :

V(u,v) € N X N, g(u-v

~—
I
<
~
)
—
S
=
~
<
—
<
~
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Proposition I1.7.6 Etant donnés deux magmas (M, ) et (N, ), une application f : M — N est un isomor-
phisme si et seulement si c’est un morphisme bijectif.

Démonstration : Si f est un isomorphisme, c’est par définition un morphisme qui est bijectif puisque possé-
dant une application réciproque.
Réciproquement si f : M — N est une application bijective, il existe (cf. I’exercice I1.5.1.4,) une appli-
cation
g: N — Mtellequeg o f = Idpyret f o g = Idy .

Alors :  Le résultat découle immédiatement du lemme I1.7.5.

Définition I1.7.7 Soit (M, %) un magma.

i) (Enndomorphisme s)
Un morphisme f : M — M de M dans lui-méme est appelé endomorphisme. On note End (M) 1’en-
semble des endomorphisme s de M.

ii) (Automorphisme)

Un morphisme f : M — M est un automorphisme si ¢’est a la fois un isomorphisme et un endomorphis-
me. Il revient au méme, grace a la proposition I1.7.6, de dire que f est un endomorphisme bijectif. On note
Aut (M) I'ensemble des automorphisme s de M.

Exemple I1.7.8 Pour un magma M, I’identité Id s est un automorphisme de M.

Définition I1.7.9 (Associativité) On dit qu’une loi de composition * sur un ensemble M est associative si
VeeM,Vye M, Vze M, (z*xy)*z = xx(y*2)).
On peut alors parler pour (M, x) de magma associatif .

Définition I1.7.10 (Commutativité) On dit qu’une loi de composition * sur un ensemble M est commutative
si
Vee M,Vye M, (xxy = y*zx).

Définition I1.7.11 (Eléments particuliers) Soit (), *) un ensemble muni d’une loi de composition associa-
tive (magma associatif)

i) (Elément neutre)
Un élément neutre pour (M, ) est un élément e € M tel que

Vee M, (rxe = exx = x).

ii) (Symétrique)
Si M possede un élément neutre € on dit qu’un élément x € M possede un symétrique pour la loi * s’il
existe y € M tel que
TxY = Y*xT = €.
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Remarque I1.7.12 Dans la suite on ne considérera que des magmas associatifs dans la mesure ou ce seront
les seuls que nous rencontrerons. Il se peut que certains énoncés puissent &tre formulés sans cette hypothese
mais nous ne cherchons pas le plus grand degré de généralité possible mais une présentation que nous espérons
la plus claire et la plus lisible ainsi que la moins répétitive.

Exemple I1.7.13 Si X est un ensemble I’ensemble M des applications de X dans lui-méme est un magma
associatif pour la loi o de composition des applications. Il posseéde un élément neutre 1dx. En revanche un
élément f : X — X de M n’a pas de symétrique en général puisque f n’est pas bijective en général. La loi
o n’est en général pas commutative non plus.

Proposition I1.7.14 (Propriétés) Soient (M, x) un magma associatif.

i) Sie et€ sont des élément neutre s de (M, ) alorse = €.

ii) Si (M, x*) possede un élément neutre et siy et z éléments de M sont des symétriques pour x € M,
Yy = 2.

Remarque I1.7.15 On pourra donc parler de L’élément neutre d’un magma lorsqu’il en posseéde un et du
symétrique d’un élément lorsqu’il en possede un.

Pour un magma (M, ) et une partie N de M, N x N est une partie de M x M. La restriction |y y de *
a N X N estune application * yxn : N X N — N. Il se peut cependant que :

Définition IL.7.16 (Sous-magma) Que *|y, y soit a valeurs dans N. On dit dans se cas que la loi * se restreint
en une loi interne (usuellement encore notée *) sur V.
On pourra alors dire que (N, ) est un sous-magma de (M, *)

La définition ci-dessus ne présente pas un grand intérét en soi, hormis celui de pouvoir énoncer conforta-
blement la proposition I1.7.17. Cette derniere n’étant d’ailleurs elle-méme qu’un moyen commode de ne pas
réécrire de nombreuses fois le méme argument.

Proposition I1.7.17 (Propriétés des sous-magmas ) Soit (M, *) un magma.

i) Le magma (M, ) est toujours un sous-magma de lui-méme. Si M posséde un élément neutre ¢, ({€}, *)
est un sous-magma de (M, x).

ii) Soit (N, *) un sous-magma de (M, ). Si (M, *) est associatif (resp. commutatif) (N, x) I’est aussi.

Soit f : (M,*) — (N,-) un morphisme de magmas .

iii) Pour tout sous-magma M' de M, f(M’) est un sous-magma de N.

iv) Pour tout sous-magma N’ de N, f~1(N') est un sous-magma de M.
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Définition I1.7.18 (RElation d’équivalence compatible)
Etant donné un magma associatif (M, ),
on dit qu’une relation d’équivalence ~ sur I’ensemble M est compatible a la loi * ou simplement compatible si
V(z,y,2,t) EM x M x M x M, (x~zety~t) = xxy ~ z*t.
Lemme I1.7.19 Si (M, ) est un magma associatif, et ~ une relation d’équivalence compatible,

i) il existe une unique structure de magma sur I’ensemble quotient M/ ~ (ensemble des classes d’équivalen-
ce pour la relation ~, (cf. la définition 1.3.11.3.1,)) telle que la surjection canonique (cf. le point ii de la
définition 1.3.11.3.7,)7 : M — M/ ~ soit un morphisme .

Démonstration : (ct. la question 1 de I’exercice 11.9.1.20.)

ii) Le magma M/ ~ est alors associatif (resp. commutatif) (resp. posséde un élément neutre ) s’il en est ainsi
pour (M, x).

Démonstration : (ct. la question 2 de I’exercice I1.9.1.20.)

Définition I1.7.20 (Magma quotient) Avec les notations du lemme I1.7.19, le magma M/ ~ est appelé magma
quotient ou bien on dit que I’ensemble M/ ~ est muni de la structure quotient.

Proposition I1.7.21 Soient (M, *) un magma, E un ensemble et M I'ensemble des applications de E dans
M. Pour tout (f,g) € ME x MPF ondéfinit f xy;= g € MF de la maniére suivante : Pour toutx € E,

frme g(x) = f(z)*g(z).

i) (MP xy5) est un magma c’est-a-dire que ;= est une loi de composition interne sur M¥.

ii) Laloi %= est la seule loi sur ’ensemble M F telle que, pour tout x € E, I’application
ME — M, f— f(zx)

soit un morphisme.

iii) Le magma (M¥ % ,,r) est associatif dés que (M, ) I’est.

iv) Le magma (MF x,,r) est commutatif dés que (M, ) I’est.

v) Si (M, x) posséde un élément neutre e, I’application
ey - E — M, x — €

est I’élément neutre de MF.
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Définition I1.7.22 Etant donnés un magma (M, ) et un ensemble E, on appellera loi induite par celle de M
sur M ¥ 1aloi * ;= construite 2 la proposition I1.7.21. On la notera bien stir simplement * en général.

Exemple I1.7.23 On est habitué depuis longtemps a écrire f + g pour f et g des applications de R dans lui-
méme par exemple, ainsi que f * g en utilisant les lois de compositions + et * dont on dispose sur I’ensemble
R des nombres réels.

Proposition I1.7.24 Etant donnés deux magmas (M, *) et (N, -),
i) laloi T définie sur le produit cartésien M x N par
(,9) T (2,) = (xx2,y-1)
est I’'unique loi telle que les projections
p: MxN — M, (z,y) = xetq: MXN — N, (z,y) — y

(cf. I.1.13.17,) soient des morphismes;

ii) Pour tout magma (P, t), et tout couple de morphismes
(f = (Pg) = (M%), g (PH) = (N,)
il existe un unique morphisme
h:(Pf) - (MxN,{)telquep o h = fetqo h =g.

Démonstration : (cf. ’exercice I1.9.1.6.)

la proposition qui suit (proposition I1.7.25) généralise la proposition 1.1.13.15 qui en est un cas particulier
pour n = 2, mais doit cependant étre établie préalablement pour pouvoir raisonner par récurrence.
Proposition I1.7.25 Soientn € N*, et (Ey), < < ,, » des ensembles.

i) On définit par récurrence le produit cartésien des ensembles (Ey), - . «,, par

n+1

]:[E;c = HEk X Eni1
k=1

k=1

sachant que le produit cartésien de deux ensembles a été défini au point iii de la définition I.1.13.10.

ii) On définit également des projections

n+1

pr : P o= HEk — B <k<n+t
i=1

en supposant construites (py), < . < ,, , on définit p,, 1 par

Dn+1 (H Ep) X Enpr = (z,y), y — .
k=1

Ce qu’on peut écrire
pr(T1,.. ., 2n) = T
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iii) (Propriété universelle)
Pour tout ensemble F' et tout n-uplet d’applications f, : ' — Ej .1 <k < n , il existe une unique appli-
cation

f:F = P:=]][ExtellequevVl <k <n, fr = py o f.
k=1

iv) Dans le cas oil il existe un ensemble E tel que V1 < k < n, E,, = E, on rappelle que E"" désigne
I’ensemble des applications de [1;n] a valeurs dans E (cf. I.1.13.13.) Pour tout1 < k < n, on définit

ar : BY = B f e f(R).
En vertu du point iii , il existe une unique application
¢ : BN — J[ EtellequeVl <k <n, g = pi o ¢.

k=1
L’application ¢ est alors une bijection;
Démonstration : Pour touty € l_IE7 I’application f : [1;n] — E définie par

k=1
Vi<k<n, f(k) == pi(y)

vérifie évidemment ¢(f) = y ce qui assure que ¢ est surjective;
Pour tout (f,g) € EN™ x ENnl ¢(f) = ¢(g) entraine que pour tout 1

<
prlP(g)] c’est-a-dire qi.(f) = qir(g) ou encore f(k) = g(k) ce qui entraine f
finalement que ¢ est injective.

k< n, pelo(f)] =

g, et assure donc

Remarque I1.7.26 La construction faite au point iv de la proposition I1.7.25 consiste en fait a considérer une
application de [1;n] dans E a travers son graphe qui est un n-uplet de couples ((1, f(1),...,(n, f(n)) qu’on

identifie a (f(1),..., f(n)) qui est un élément de H E.
k=1

Notation I1.7.27 Dans le cas du point iv de la proposition I.7.25 ou de la remarque 11.7.26, pour tout n € N*|
et tout ensemble E, on notera

La proposition quie suit (proposition I1.7.28) généralise la proposition I1.7.25 au cas des magmas ou bien
encore la proposition I1.7.24 au cas de plus de deux facteurs :

Proposition I11.7.28 Etant donnés un entier naturel n € N*, (M, *k) 1 < k < n des magmas (cf. la défini-
tion I1.7.1,) notons

n
Vi<k<n, pg : HMZ' — Mj, les projections .
i=1
Alors :
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n
i) Il existe une unique loi de composition x sur H My, telle que pour tout 1 < k < n pg soit un mor-

k=1
phisme; la loi * est donnée par

V((acl,...,acn),(yl,...,mn)) € HMk X HMK,
k=1 k=1

(X1, yn) * (Y1yeo oy Yn) = (T1 %1 Y1,y - o, Tn *n Yn) -
n
ii) La loi x étant définie sur H M}, comme ci-dessus, si
k=1

a) pourtoutl < k n % est associative, x 1’est aussi ;

IN

b) pourtoutl < k < n xj est commutative, % I’est aussi;

¢) pourtoutl < k < n*j posséde un élément neutre ey, (e1,...,e,) est un élément neutre pour * ;

d z € H My, est tel que pourtout 1 < k < n pg(x) posséde un
k=1

n
symétrique yy dans My, alors (y1, ..., yn) est un symétrique pourx dans H M;,.
k=1

iii) Pour tout n-uplet de morphismes
fo : N = Mpji<ik<n,
il existe un unique morphisme

fiN = [ Metelquevi <k<n, fi =pro f.
k=1

iv) Dans le cas oil il existe M tel queV1 < k < n, My = M, labijection ¢ : M!I" = H M définie par
k=1

le point iv de Ia proposition I1.7.25 est un isomorphisme, pour peu que M "™ soit muni de Ia structure définie

par la proposition 11.7.21.

Définition I1.7.29 (Structure produit) Avec les notations de la proposition I11.7.28 la loi * définie sur H M;,
k=1

comme au point i de la proposition I1.7.28 est appelée structure produit ou loi produit.

I1.8 . —Groupes, morphismes...

1I.8.1 .—Groupe

Définition I1.8.1.1 (Groupe) Un groupe est un couple (G, ) (le plus souvent simplement noté G, ) olt G est
un ensemble et : G x G — G estune application appelée loi de composition vérifiant :

Gry) Pour tout triplet (x,y, z) d’éléments de G,

(xxy)*xz = zx(y*xz),

on dit que la loi interne * est associative
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Gry) Il existe un élément e € G appelé élément neutre de G tel que, pourtoutxz € G,xxe = exx = .

Gr3) Pour tout élément x € G, il existe un élément 2’ € G appelé symétrique de x et tel que x x 2’ =
/
T *xTr = e.

Il revient au méme de dire que (G, *) est un magma associatif (cf. la définition I1.7.9,) possédant un é-
lément neutre (cf. le point i de la définition I1.7.11,) et dans lequel tout élément posseéde un symétrique (cf.
le point ii de la définition I1.7.11.)

Les formulations « (G, *) est un groupe » ou « * munit G d’une structure de groupe » sont synonymes.

Exemple I1.8.1.2 i) Il n’existe pas de loi de composition x* sur () fasse de ((), ) un groupe . L’ axiome Grs de
la définition II.8.1.1 entraine, en effet, qu’un groupe possede toujours au moins un élément c’est-a-dire n’est
jamais vide.

b) On peut définir une unique loi de composition qui donne a I’ensemble {()} & un élément une structure de
groupe :

Dx0 = 0.

c) (Legroupe S(X))

Un des premiers groupes qu’on peut introduire, au sens ol sa définition ne nécessite guere plus que les
premiers axiomes de la théorie des ensembles(cf. 1.1.13,) est le groupe S(FE) des bijections d’un ensemble
FE muni de la loi o(cf. I’exercice 11.9.1.11.) C’est une partie du magma considéré dans I’exemple I11.7.13, et
précisément celle constituée des éléments qui ont un symétrique. Pour ne nécessiter que tres peu de matériel
pour étre défini, ce groupe n’est cependant pas le plus aisé a étudier

d) (Entiers modulo n)

Pour tout entier n > 1, ~,, est la relation de congruence modulo n sur Z, c’est-a-dire la relation d’équiva-
lence définie par a ~,, b si n|b — a pour a et b dans Z. Pour a € Z, on note @ la classe de ¢ modulo n. La
relation ~,, vérifie la propriété fondamentale suivante : sia ~, a’ etb ~, b ,alorsa+a' ~, b+, (cf.
la définition I1.7.18.) Ceci permet de définir une loi de composition interne + sur I'ensemble 7Z/n des
classes modulo ~,,, para +z,, b=oa+b.

Le couple (Z/n,+zy) le plus souvent noté (Z/n, +) ot méme Z/n est un groupe abélien .

Remarque I1.8.1.3 On pourrait méme affaiblir les axiomes de la définition I1.8.1.1, comme le montre 1’exerci-
ce 11.9.1.8.

Définition I1.8.1.4 (Groupe abélien) Etant donné un groupe (G, ), si pour tout couple (x,y) d’éléments de
G,xxy = y*ux, on dira que G est abélien ou commutatif .

Dans ce cas on notera usuellement + la loi interne et 0 1’élément neutre en référence au groupe abélien

(2, +)
Un groupe n’étant rien de plus (ni de moins d’ailleurs) qu’un magma associatif possédant un élément
neutre et dans lequel tout élément possede un symétrique ; la proposition I1.7.14 vaut encore ici mutatis

mutandis.

Proposition I1.8.1.5 (Propriétés) Soient (G, x) un groupe .

i) Sieet€ sont des éléments neutres de (G, x) alorse = €.
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ii) Siy etz éléments de E sont des symétriques pourx € FE,y = z.

Démonstration : (cf. I’exercice I1.9.1.9.)

Remarque I1.8.1.6 On pourra donc parler de L’élément neutre d’un groupe et du symétrique d’un élément
dans un groupe .

L’élément neutre est souvent noté 1 et méme O dans le cas des groupes abéliens par analogie avec le
groupe (Z,+). Le symétrique d’un élément x est usuellement noté z~! et appelé inverse de x, voire —z dans
le cas d’un groupe abélien et appelé alors opposé de x.

De méme la proposition I1.7.21 a son pendant pour les groupes :

Proposition I1.8.1.7 Etant donnés un groupe (G, %) et un ensemble E, I'ensemble G des applications de
FE dans G muni de la loi induite (cf. I1.7.21,) est un groupe (abélien si G I’est.)

C’est la seule loi sur G telle que pour tout v € E, I’évaluationen x, GF — G, f ~ f(z) soit un
morphisme de groupes .

I1.8.2 . —Morphisme
Définition I1.8.2.1 (Morphisme de groupes) Etant donnés des groupes
(Ga *) et (H7 ')7

un morphisme de groupes (ou homomorphisme de groupes ) est une application f : G — H telle que pour
tout couple (x,y) d’éléments de G,

flaxy) = f(x)- fy).

On notera Homeg, (G, H) (ou simplement Hom (G, H) si le contexte ne préte pas a confusion) 1’ensemble
des morphismes de G dans H.

Remarque I1.8.2.2 On constate que dans la définition ci-dessus aucune condition supplémentaire n’est exigée
par rapport a un morphisme de magmas (cf. 11.7.2.)

On a I’exact analogue du lemme I1.7.3 :

Lemme I1.8.2.3 i) Pour tout groupe (G, x) I'identité (cf. le point a de I'’exemple 1.1.13.14,) Id¢ est un
morphisme du groupe G dans lui-méme.

ii) Pour (G,*¢q), (H,*y) et (K,xx) des groupes , f : G — Hetg : H — K des morphismes le com-
posé g o f estun morphisme de groupes .
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On peut donc donner une définition analogue a la définition II.7.4 dont on constate qu’elle correspond
d’ailleurs formellement a la définition I1.3.1 :

Définition I1.8.2.4 Etant donnés deux groupes (G, x) et (H,-), un morphisme f : G — H est un isomor-
phisme  s’il existe un morphisme g : H — G tel que

go f =1Idgetf og = Idy.

On notera Isom(][, )Gr|GH (ou simplement Isom(G, h) si le contexte est clair) I ensemble des isomorphis-
mes de groupes  de (G, %) dans (H, -).

On a encore, san surprise puisqu’en fait I’axiomatique n’est pas vraiement différente, un analogue de la
proposition I11.7.6 :

Proposition I1.8.2.5 FEtant donnés deux groupes (G,*) et (H,-), une application f : G — H est un iso-
morphisme si et seulement si ¢’est un morphisme bijectif .

Démonstration : Il n’y a rien de plus a montrer que dans la démonstration de la proposition 11.7.6.

Exemple I1.8.2.6 (Le morphisme S(u)) Soit E et F' deux ensembles. On rappelle (cf. le point ¢ de I’exem-
ple I1.8.1.2 et I’exercice 11.9.1.11,) que

(S(E),0) (resp. (S(F),0))

est le groupe des bijections de E (resp. F),) dans lui-méme.
Soitw : E — F une bijection de E' dans F. L’application

S(u) : S(BE) - S(F), f—uo foul

est un isomorphisme de groupes  (cf. I’exercice 11.9.1.12.)

Des définitions analogues a la définition I1.7.7 peuvent donc étre données :

Des définitions analogues a la définition I1.7.7 peuvent donc étre données :

Définition I1.8.2.7 Soit (G, *) un groupe .

i) (Endomorphisme)
Un morphisme f : G — G de G dans lui-méme est appelé endomorphisme de groupes ou simplement

endomorphisme . On note Endg, (G) (ou simplement End(G),) I’ensemble des endomorphismes de groupes
de G.

ii) (Automorphisme)

Un morphisme f : G — G est un automorphisme de groupes  (ou simplement automorphisme ) si
c’est a la fois un isomorphisme de groupes et un endomorphisme de groupes . 1l revient au méme, grace a
la proposition I1.8.2.5, de dire que f est un bijectif . On note Autg,(G) (ou simplement Aut(G)) I’ ensemble
des automorphismes de groupes de G.
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Exemple I1.8.2.8 Pour un groupe G, I'identité 1da est un automorphisme

Proposition I1.8.2.9 (Propriétés des morphismes) Etant donné un morphisme de groupes

f: (G,%x) = (H,-) avec eg(resp. exr) I’élément neutre de G(resp. H :)

i) fleg) = en;

Démonstration : (ct. la question 1 de I’exercice 11.9.1.10.)

ii) pourtoutx € G, siy € G estsonsymétrique , f(y) estle symétrique de f(x) dans H.

Démonstration : (ct. la question 2 de I’exercice 11.9.1.10.)

Notation IL.8.2.10 (Hom. (-, -)) Etant donnés deux groupes G et H on notera Homg, (G, H) (ou simplement
Hom (G, H) si le contexte est clair) 1’ensemble des morphismes de groupes de G a valeurs dans H.

Proposition I1.8.2.11 Pour deux groupes abéliens A et B, Homg, (A, B) est un sous-groupe commutatif du

PPN

groupe B considéré a la proposition I1.8.1.7.

Démonstration : (ct. la question 3 de I’exercice 11.9.1.7.)

11.8.3 . —Sous-groupe

Définition I1.8.3.1 (Sous-groupe) Une partie H d’un groupe (G, x*) est un sous-groupe si la restriction de
a H x H donne a H une structure de groupe .

Exemple I1.8.3.2 Etant donné un groupe (G, ) d’élément neutre ¢, les ensembles {e} et G lui-méme sont
des sous-groupes de G.

Remarque I1.8.3.3 i) Il ne suffit pas pour que H soit un sous-groupe de G que H soit un sous-magma de G
comme le montre la question 2 de I’exercice 11.9.1.4. 11 faut en effet exiger en plus que H possede un élément
neutre (cf. I1.8.1.1.Grse)t que tout élément de H posséde un symétrique (cf.11.8.1.1.Grs.)

ii) La définition de sous-groupe donnée ci-dessus n’est peut-étre pas celle qu’on a été habitué a rencontrer
qui est parfois plutdt la caractérisation donnée a la proposition I1.8.3.5. On ne peut cependant se contenter de
cette dernicre en 1’état puisqu’aux termes stricts de cet énoncé on ne saurait méme pas qu’un sous-groupe est
lui-méme un groupe , ce qui avouons-le devra a tout le moins étre établi, si I’on veut bénéficier d’une théorie
utilisable. L’ énoncé clef est en fait 1I’équivalence entre le point a et le point b.
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Le lemme technique suivant est un ingrédient permettant d’établir I’équivalence entre les diverses caracté-
risations des sous-groupes .

Lemme I1.8.3.4 Soit (G, x) un groupe d’élément neutre e et H un sous-groupe de G au sens de la défini-
tion I1.8.3.1.

i) Si f est’élément neutre de H, f = e.
Démonstration : Puisque f est I'élément neutre de H,
VeeH, fxz ==z

et, en particulier f x f = f. Mais f est toujours un élément de G dont I’élément neutre est e ; si bien que
fxe = f;douilrésulte f x f = fx*e. Entant qu’élément de G, qui est un groupe , f posséde un inverse g
vérifiant g x f = e. Il s’ensuit que :

I=f =171
= I*=f = [fxe
= gxfxf = gxfxe
= (g f)xf = (g*f)*e
= exf = exe
= f = e.

L’argument donné ici est a rapprocher de celui donné dans la démonstration du point i de la proposition I1.8.2.9
a la question I de I’exercice I1.9.1.10. I n’y a la rien de fortuit ni de mystérieux si on considére la caractérisation
I1.8.3.5.d des sous-groupes.

ii) Pourtoutx € H,l'inverse x~ 'y dex dans H est aussi son inverse dans G.

Démonstration : Toutx € H posséde un inverse x~ 1y tel que

1

Txgx H = x7 !

H*Hx:fze

en utilisant le point i . Or x et x~ 'y étant en particulier des éléments de G, on peut encore écrire,

c’est-a-dire que x~ ' est I'inverse x—! de x dans G puisque ce dernier est unique (cf. le point i de la proposi-
tion I1.8.1.5.)

Ici encore on peut rapprocher I’argument du point ii de la proposition 11.8.2.9 et de la question 2 de I’exer-
cice I1.9.1.10 a la lumiere du point d de la proposition I1.8.3.5.

Proposition I1.8.3.5 (Sous-Groupe) Etant donnés un groupe (G,*) et H C G unepartie de G, les assertions
suivantes sont équivalentes :

a) H est un sous-groupe au sens de la définition I1.8.3.1.
b) H est non vide et pour tout couple (x,vy) d’éléments de H, z xy~' € H.

c) H est non vide, pour tout couple (x,1) d’éléments de H,x xy € H etpourtoutz € H,z~' € H.
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d) La restriction

de I'identité 1dg a H est un morphisme de groupes . Ceci signifie implicitement que H posséde une structure
de groupe .

Démonstration :
a=-b Si H est un sous-groupe de G, en particulier H est un groupe et il est donc non vide (cf. I1.8.1.2.i.)

Pour tout couple (z,y) d’éléments de H, x et y~! sont encore des éléments de H (cf. I1.8.3.4.ii.) Dire
que la restriction x g de x a H x H donne a H une structure de groupe signifie, en particulier, qu’elle
est a valeurs dans H, ce qui prouve que

:L'*y_l = x*Hy_l c H.

b = a ] Réciproquement, supposons donnée une partie non vide H de G telle que pour tout couple (z,y)
d’éléments de H,z +y~! € H.

Si H est non vide il existe en particulier un élément x € H, et, déslors, g = x * x~! € H. Ilest
clair que e est alors un élément neutre pour H.

1

De plus, pourtoutz € H, puisqueeg € H,eq+x~! = 2! € H c’est-a-dire que

tout élément de H posséde un inverse dans H.

Enfin, pour tout couple (x,y) d’éléments de H,y~' € H et
_ —1y—1
xxy = xx(y ) € H

c’est-a-dire que la restriction de x a H x H est bien a valeurs dans H.

La partie H de G est donc bien un sous-groupe.

Exemple 11.8.3.6 (Automorphismes) Pour un

ensemble I, on a introduit (cf. le point ¢ de I’exemple I1.8.1.2,) le groupe (S(E), o) des bijections de E dans
lui-méme. Dans le cas ou G, est un groupe (S (@), o) reste bien évidemment un groupe ; mais on dispose alors
de la notion d’automorphisme (cf. le point ii de la définition 11.8.2.7,) qui sont des bijections particulieres;
c’est-a-dire que Aut(G) C S(G). C’est un bon exercice pour s’approprier la notion de sous-groupe que de
montrer que (Aut(G), o) est un sous-groupe de (S(G), o) (cf. I'exercice 11.9.1.19.)

Proposition I1.8.3.7 Soient G un groupe , H et K des sous-groupes de G.
i) H N K estunsous-groupe de G.

Démonstration : (ct. la question 1 de I’exercice I11.9.1.13.)
i) Plus généralement, pour H un ensemble non vide de sous-groupes de G, (<, H est un sous-groupe

de .

Démonstration : (ct. la question 1 de I’exercice I11.9.1.13.)
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iii) H U K est un sous-groupe de G si et seulement si

HC KouK C H.

Démonstration : (ct. la question 2 de I’exercice 11.9.1.13.)

iv) Si (Hy) . e v est une suite de sous-groupes de G telle que
V(p,q) e NxN, 3r € N, H, C H,et H;, C H,,

alors U H est un sous-groupe de G.
neN

Démonstration : (ct. la question 3 de I’exercice I11.9.1.13.)

Proposition I1.8.3.8 (Image directe/réciproque) Soit f : G — H un morphisme de groupes .

i) (Image directe)
Pour tout sous-groupe G’ de G, I’'image directe de G’

fG)={yeH;Ied ,y=[f(x)}

est un sous-groupe de H.

ii) (Image réciproque)
Pour tout sous-groupe H' de H, I'image d’réciproque

fUH) = {2z € G f(z) € H'}

est un sous-groupe de G.

Définition I1.8.3.9 (Noyau/image) Etant donné un morphisme de groupes f : G — H, ey étant I’élément
neutre de H, on appelle

i) (Noyau)

noyau de f le sous-ensemble
Kerf := fT'({e}u) = {z € G; f(x) = en},

ii) (Image)
image de f 1’ensemble

Imf = f(G) ={yeH:Fw el y=fl).
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Corollaire I1.8.3.10 Pour un morphisme de groupes [ : G — H, le noyau (resp. I'image ) de f est un
sous-groupe de G (resp. H.)

Proposition 11.8.3.11 Un morphisme de groupes [ : G — H est injectif (resp. surjectif) si et seulement si
Ker f = {eg} (resp.Im f = H .)

Définition I1.8.3.12 Si¢ : H — G est un morphisme de groupes injectif, il induit un isomorphisme
H = Imi ; si bien que H est isomorphe a un sous-groupe de G. On dira parfois méme par abus de langage
que H est lui-mé&me un sous-groupe de G.

I1.8.4 . —Partie génératrice

Dans tout ce paragraphe (IL.8.4,) (G, x) est un groupe dont lélément neutre est noté ¢ et dans lequel

Pinverse (symétrique) de toute élément x est noté z—!.

Lemme I1.8.4.1 Etant donnée une partie S C G, notons Gg I’ensemble des sous-groupes de G contenant S.
Alors < S > := (K € GsK est le plus petit élément (pour I’inclusion) de Gs.

Démonstration : On remarque d’abord que Gg est non vide puisque G € Gg. Or pour tout K € g,
S C K, donc
S c<S>.

11 s’ensuit en particulier que

<S># 0.
Pour tout (z,y) € < S > x < S >, par définition,

VKeGs,z € Kety € K

il s’ensuit (cf. 11.8.3.5,) que
VK €Gg, zxy ! € K

ce qui entraine que x * y~!

sous-groupe de G.
Puisque, de plus S C < S >,

€ < 8 > ce qui combiné au fait que < S > est non vide assure que < S > est un

<S>€ Gg.

11 est immédiat de montrer, et ce du fait méme de la définition de < S >, que
VkeGs, <S>C K

c’est-a-dire que < S > est un minorant de Gg qui, étant de plus élément de Gg est son plus petit élément .

Définition I1.8.4.2 Etant donné un groupe G et S C G une partie de G :

i) (sous-groupe engendré)
le sous-groupe < S > de G défini par le lemme I1.8.4.1 s’appelle le sous-groupe de G engendré par S;

ii) (partie génératrice)
siG = < S >, ondit que G est engendré par S ou que S est une partie génératrice de G.
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Exemple I1.8.4.3 a) Pour tout groupe G d’élément neutre e,

<0h>= {e}.

b) Pour tout groupe G, G =< G > .

Définition 11.8.4.4 (Groupe monogeéne) Pour un groupe Getx € G, si < {z} > = G on dit que G est
monogéene.

Notation I1.8.4.5 Pour deux sous-groupes H et K d’un groupe G, on note
HK =< (HUK) >
qui est le plus petit sous-groupe contenant a la fois H et K. Si GG est abélien la notation
H+K =< (HUK) >
sera plutdt utilisée.

Remarque I1.8.4.6 On a vu au point iii de la proposition I1.8.3.7 que H U K n’est pas en général un sous-
groupe de G et ¢’est HK qui « joue alors le role » de H U K. Si le lecteur a quelques souvenirs de son cours
d’algebre linéaire il remarquera que c’est précisément la situation rencontrée pour les espaces vectoriels, ce qui
n’a d’ailleurs rien d’étonnant, ces derniers étant en particuliers des groupes abéliens.

Proposition I1.8.4.7 Etant donnés un groupe G et une partie S de G, on note (comme au lemme I1.8.4.1,) G5
I’ensemble des sous-groupes de G qui contiennent S. Alors pour toute partie H G, les assertions suivantes
sont équivalentes :

a) L’ensemble H est I’intersection de tous les sous-groupes de G contenant S :

H= (] K;

K € Gs

b)
H c GgetVKe€Gyg, H C K

autrement dit H est le plus petit élément de Gg ;
c) H est constitué des éléments tits...t, avecr > 1 oll un élément t; est dans S ou a son inverse dans S.

Démonstration : (ct. I’exercice I1.9.1.14.)
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I1.8.5 . —Actions de groupe

Pour tout ensemble F, on rappelle qu’on note S(E) le groupe des bijections de E (cf. le point ¢ de
I’exemple I1.8.1.2¢)t pour toute bijection f : F — F|

S(f) : S(E) = S(F),u+ fouo f!
I’isomorphisme de groupes qui s’en déduit (cf.1’exemple I1.8.2.6.)

Dans tout ce paragraphe (IL8.5,) (G, *) est un groupe dont on notera ¢ 1’élément neutre .

Définition IL.8.5.1 (Action de groupe) Etant donné un ensemble E et un groupe (G, *) on dit que G agit sur
(ou opeére sur) E ou que E est muni d’une action de G, s’il existe un morphisme de groupe (cf. I11.8.2.1,)

¢ (G,x) — (S(E),O).

On dira aussi que E est un G-ensemble.
Remarque I1.8.5.2 Sil’on a une action ¢ : (G,*) — (S(F), o), cela signifie que
Vg€ G, Vh € G, ¢(g+h) = ¢(g) o p(h)

et cela a pour conséquences que ¢(eg) = Idg (cf. 11.8.2.9.i;)etVg € G, ¢(g71) = ¢(g)~! (cf. 11.8.2.9.ii.

Notation I1.8.5.3 Etant donnés un groupe G agissant sur un ensemble F il est usuel de noter
Yge G, Ve eE, g-x := ¢(g)(x) .

On a alors
Vee FE, eq-v = xzetVge G, VheqG, (gxh)-x = g-(h-x).

Proposition I1.8.5.4 (Définitions équivalentes) On peut définir les actions de groupes de maniére équivalente
comme a la définition I1.8.5.1 ou comme a la notation I1.8.5.3. Plus précisément soit (G, x) un groupe d’élément
neutre e, et X un ensemble :

i) Pour tout morphisme de groupes ¢ : G — S(X); on définit une loi externe
ot GXX = X, (g,2) = ggx = ¢(g)(2)
qui vérifie :

Acty)
VeeX, epxr = .

Actz)
V(g,h,x) e GX Hx X, (g%h) gz = g4 (h-gx);
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ii) Réciproquement étant donnée une loi externe - : G x X — X satisfaisant aux axiomes Act; et Act; du
point i, on note
OG> SX), g x—>g-x.

L’application ¢ est alors bien définie et c’est un morphisme de groupes .
Démonstration : 11 faut d’abord bien vérifier que ¢ (g) est une bijection de X dans Iui-méme. Or pour tout
g € G,ettoutr € X,
¢ (9o (9@)] = g7 (9-2);
c’est-a-dire, puisqu’on a suposé que - vérifie Acty
(g7 ' *g) -z =e-x;
c’est-a-dire puisqu’on a supposé Acty, x ; si bien que
¢ (97 o¢ (9) = ldx .
I faut ensuite prouver que ¢’ est bien un morphisme : Or
V(g,h,z) € Gx G x X, ¢'(g%)(x) = (g*h) -
c’est-a-dire d’aprés I’axiome Acty du point i
g-(h-x) = ¢ (9)¢'(h)(@)] ;
c’est-a-dire que
¢ (gxh) = ¢(g) o¢'(h).

iii) Enfin les procédés i et ii sont inverses I’un de I’autre, au sens oll, pour tout morphisme ¢ : G — S(X)
¢'® = ¢ et pour toute loi externe morphisme - G x X X vérifiant Acty et Acty, ¢ = - .

Démonstration : C’est un exercice.

Exemple I1.8.5.5 a) Pour tout ensemble E, le groupe S(F) agit évidemment sur F, dans la mesure ot
est un morphisme de groupes .

b) Etant donnés un groupe G agissant sur un ensemble F par ¢ : G — S(E) tout morphisme f : H — G
définit une action ¢ o f de H sur F.

En particulier si G agit sur F, tout sous-groupe H de G agit naturellement sur E a travers 1’injection
naturelle H — G.

¢) Sif : E — F estune bijection d’un ensemble F sur un ensemble F), I’isomorphisme
S(f) = S(E) — S(F)

défini a ’exemple 11.8.2.6, associe a toute action ¢ : G — S(E) d’un groupe G sur E, une action
S(f)ed i G — S(F)

et I’on a de maniere évidente :

V(g,ac)EGxE, f(gac) = gf(x)

87



LDD/S6 MDD354, Structures algébriques : Graphes, groupes, algebre linéaire, topologie....., 11. 8.9 Université Orsay-Paris-Saclay, 2024-2025

Les exemples ci-dessus sont en quelque sorte tautologiques et ne mettent pas en évidence daction de groupes
arbitraires (autre que le groupe S(E).) Or un des intéréts de la notion d’action de groupe est précisément de
permettre 1’étude d’un certain nombre de propriétés de groupes arbitraires a travers la maniere dont ils peuvent
agir. Donnons donc quelques exemples plus concrets qui sont cependant tres loins d’épuiser la question :

Exemple I1.8.5.6 a) Pour un K-espace vectoriel V, le groupe linéaire GL(V) i.e. le groupe des applications
linéaires bijectives de V' dans lui-méme agit sur V, puisque GL (V) est un sous-groupe de S(V).

Le groupe K* des élément s inversibles de K muni de la multiplication s’identifie au sous-groupe de
GL (V') formé des homothéties bijectives et agit donc également sur V.

b) Etant donné un K-espace affine A, le groupe des translations, (resp. le groupe des isométries si A est
euclidien) agit sur AS.

La proposition suivante constitue un moyen de construire de nouvelles actions de groupe lorrsqu’on dispose
déja d’une action sur un ensemble. C’est plus qu’un exemple et un procédé usuel pour construire des actions de
groupe.

Proposition I1.8.5.7 (Actions sur F'¥) Soient (G, *,e) un groupe, E et F' des ensembles. On rappelle (cf.
1.1.13.13,) que F'¥ désigne I’ensemble des applications de E dans F.

i) Si F est un G-ensemble, i.e. il existe un morphisme ¢ : G — S(F), alors la loi externe
G x FE = FF  (g,u) = g-u = é(g)ou

est une action de G sur FE.

Démonstration :
Acty
Vue FE, e-u = ¢le)ou
= Idrouw
= u.
Acty
V(g,h,u) € Gx Gx FE, (gxh)-u = ¢(g*xh)ou
= ¢(g)od(h)ou
= g-[p(h)ou
= g-(h-u)

ii) Si E est un G-ensemble, i.e. il existe un morphisme ¢ : G — S(E), alors la loi externe
-t GxFF 5 FF (gu) = g-u == uod(g)™" = uod(g™)

est une action de G sur F'E.

Démonstration :
Acty
Vue FE, e-u = wuogp(e™?)
— uog(e)
= wuoldg
= u.

6. On conseille de reconsidérer cet exemple a la lumiere du cours de géométrie.
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Acty
V(g,h,u) €EGx Gx FE (g«h)-u = wuop((gx)™h)
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Définition I1.8.5.8 (Applications invariantes/G-morphismes) Etant donnés un groupe G et deux ensembles
FE et F munis d’actions

¢p(resp. op) : G — S(FE)(resp. S(F))
de G, on dit qu’une application f : E — F de E dans F est invariante si
VgeG, fodrlg) = dr(g) o f

ce qui s’écrit encore
V(g.x) eGXE, f(grpx) = g-F f(z).

Le terme de morphisme de G-ensembles est synonyme d’application invariante.

Exemple I1.8.5.9 On a vu un exemple d’application invariante au point ¢ de I’exemple I1.8.5.5 mais c’est loin
d’étre le plus intéressant.
Toute application linéaire V; — V5 est invariante pour I’action par homothétie (cf. 11.8.5.6.a.)

I1.8.6 . —Orbites

Proposition I1.8.6.1 Etant donnés un groupe G agissant sur un ensemble E, la relation ~ définie sur E par
VeeE,VyeFE v~y < dge G y=g- -z

est une relation d’équivalence (cf. 1.1.13.11.v,) sur E.

Démonstration : C’est un exercice.

Définition I1.8.6.2 (Orbite) Etant donnés un groupe G agissant sur un ensemble E, i.e. un G-ensemble E :

i) (orbite)

Les classes déquivalence pour la relation définie par la proposition I1.8.6.1 sont appelées orbites. Plus pré-
cisément pour tout x € FE, la classe de x est appelée orbite de x sous I’action de G. On la note usuellement
O¢ () (ou simplement O(z) s’il n’en résulte aucune ambiguité) et 'on a :

O(x) ={g-z,9 € G}.
ii) (point fixe)

Pour # € F, de maniére équivalente, O(x) = {z}, O(x) est un singleton, Vg € G, g-z = z. Ondit
alors que x est un point fixe pour I’action de G sur E. On dit aussi que I’orbite de x est triviale.
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Exemple 11.8.6.3 Pour laction de K* sur V' par homothétie (cf. I11.8.5.6.a,) les orbites sont, d’une part I’origine
0y de V et d’autre part les droites de V' privées de I’origine.
Proposition I1.8.6.4 (Partition d’un G-ensemble) Soit G un groupe et ¥ un G-ensemble.

i) (Relation d’équivalence)

Grice a la proposition I1.8.6.1 on associe a I’action de G ou tout simplement au G-ensemble E, une relation
d’équivalence ~ dont les classes sont, par définition, les orbites de I’action. L’ensemble quotient E/ ~ (cf.
1.3.11.3.5,) c’est-a-dire I’ensemble des classes (orbites ici) sera noté E/G.

Dans ii et iii on établit des propriétés de I’ensemble E /G défini ci-dessus qui ne sont rien d’autre que des
traductions des propriétés correspondantes de ’ensemble E/ ~ établies au paragraphe 1.3.11.3.

ii) (Surjection)
L’application
m: E — E/G,z — Ox)

est surjective.

Démonstration : C’est, en vertu du pointi I’applicationt : E — E/ ~ considérée a la proposition1.3.11.3.6.

iii) (Partition)
L’ensemble E /G est une partition (cf. la définition .3.11.3.3,)de E :

E= ][ o.

O € E/G

Démonstration : C’est, toujours en vertu du point i une conséquence de la proposition .3.11.3.4.

Lemme I1.8.6.5 Etant donné un G-ensemble E, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) 11y a une seule orbite sous I’action de G ;
b) Vx € E, Og(z) = E;
¢) Y(z,y) eExE, g € G,y = g-x;
d) Ve E, E = O¢(x).
Démonstration : (ct. la question 1 de I’exercice 11.9.2.1.1.)
Définition I1.8.6.6 (Action transitive) Siun G-ensemble E vérifie les assertions équivalentes du lemme I1.8.6.5,
on dit que I’action de G sur E est transitive ou encore que G agit/opere transitivement sur E.
Exemple I1.8.6.7 Si E est un G-ensemble, pour tout z € F, G agit transitivement sur I"orbite O(z) de x.

Proposition I1.8.6.8 (Equation aux classes) Soit G un groupe et ¥ un G-ensemble. Si E est un ensemble fini
alors :

i) (Orbites)
Les orbites sous I’action de G sont des ensembles finis.

Démonstration : Pourtoutx € E,I’orbite O(x) C F estun sous-ensemble de E qui est fini; O(x) est donc
fini.

90



LDD/S6 MDD354, Structures algébriques : Graphes, groupes, algebre linéaire, topologie...., 11.8.7 Université Orsay-Paris-Saclay, 2024-2025

ii) (Nombre d’orbites)
L’ensemble E /G des orbites est un ensemble fini; autrement dit il y a un nombre fini d’orbites.

Démonstration : Puisqu’on dispose (cf. le point ii de la proposition I11.8.6.4,)
d’une application surjectivew : E — FE/G

si E est fini alors E /G aussi.

On a alors :

#(E) = Y. #(0); 11.8.6.8.1

O € E/G

ce qui découle du point iii de la proposition I1.8.6.4.

Définition I1.8.6.9 (Equation aux classes) Soient G un groupe, F un ensemble fini muni d’une action de G,
la formule I1.8.6.8.1 s’appelle I’équation aux classes du G-ensemble E ou de I’action de G sur F.

I1.8.7 . —Stabilisateur d’un élément

Proposition I1.8.7.1 (Stabilisateur d’un élément ) Etant donnée une action d’un groupe G sur un ensemble
E, pourtoutx € E, I’ensemble :

Stabg(z) == {g € G; g-2 = z} 11.8.7.1.1

est un sous-groupe de G.

Démonstration : C’est un exercice (cf. la question 2 de I’exercice 11.9.2.1.1 et le point a de la question 3 de
I’exercice I1.9.2.3 dans le cas particulier de I’action par conjugaison.)

Définition I1.8.7.2 (Stabilisateur) Etant donnée une action d’un groupe G sur un ensemble F, pour tout
x € E, le sous-groupe Stabg(z) défini en 11.8.7.1.1 est appelé stabilisateur de x.

Proposition I1.8.7.3 Ftant donné un G-ensemble E, pour tout x € F, notons Stabg () le stabilisateur de x
pour ’action de G, et
p:G—>O0@,gw— gz

Alors :
i) L’ensemble des p~!({y}) poury € O(x), forme une partition de G.

Démonstration : (cf. la question 3 de I’exercice 11.9.2.1.1.)

ii) Pourtoutg € G,

pt({g-z}) = g*Stabg(z) = {gxh, h € Stabg(z)}.

Démonstration : Pourtoutg € G ettouth € p~'({g-x}) siet seulement sip(h) = g-xi.e.

h-x =g-x e (g «h)-2 = 2 < g 'xh € Stabg(x) & h € gx*Stabg(z) .
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Corollaire I1.8.7.4 Sous les hypothéses de la proposition 11.8.7.3, si I’on suppose de plus que G est un groupe

fini alors :
Ve € E, #(G) = #(Stabg(z)) - #(0(2)) .

Démonstration : C’est une conséquence immédiate de la proposition I1.8.7.3.

Proposition I1.8.7.5 Soit ' un G-ensemble. Pour toutx € FEettoutg € G,
Stabg(g-z) = g * Stabg(X) * g7' := {gxhxg™ ', h € Stabg(z)}.

Démonstration : (cf. I’exercice 11.9.2.2.)
Pour tout (z,g9,h) € EXGxG,h € Stabg(g - x) sietseulementsih-(g-x) = g-x si et seulement si

gfl~(h~(g~x)) = & (g’l*h*g) =2 g lxhxg € Stabg(x)

c’est-a-dire qu’il existe k € Stabg(z) tel que g~ xhxg = kie. h = g*kxg~! c’est-a-dire finalement
queh € gxStabg(z)*xg~!.

Les définitions qui suivent sont données pour compléter la présentation des actions de groupe mais il est
probable qu’on en fera assez peu usage.

Définition I1.8.7.6 Soit £ un G-ensemble.

i) (Action libre)
On dit que I’action de G sur E est libre (ou encore que G agit/opere librement) si pour toutz € E,

Stabg(x) = {e}.

ii) (Action fidele)
On dit que I’action de G sur F est fidéle (ou encore que G agit/opere fidélement) si I’intersection de touts
les stabilisateurs des élément s de E est {e} ce qui équivaut a dire que le morphisme G — S(F) définissant

I’action est injectif.

iii) (ACtion simplement transitive)
Laction est simplement transitive si elle est libre et transitive (cf. I11.8.6.6.)

I1.8.8 . —Action par translation a gauche

Dans ce paragraphe (G, *) est un groupe (noté seulement G si aucune confusion n’en résulte) et I’on note
e son élément neutre.

Lemme I1.8.8.1 Soit (G, x) un groupe. L’application de G x G dans G définie par g-x := g*x est une action
de G sur lui-méme.

Démonstration : On constate d’abord que pour tout g € G, I’application de G dans Iui-méme donée par

x > g *x est bien une bijection de G dans lui-méme (i.e. un élément de S(G),) de bijection réciproque
T gl R,
En outre
V(g,h) € G X G, (gxh) - x = (gxh)xx = gx(hxx) = g - (hxx) =g - (h-x)

ce qui assure qu’on a bien une action.
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Définition I1.8.8.2 (Translation 4 gauche) Etant donné un groupe G, I’action de G sur lui-méme définie par
le lemme I1.8.8.1 est appelée action par translation a gauche.

11 résulte du point b de I’exemple I1.8.5.5 que tout sous-groupe H de G agit encore sur GG a travers I’action
de G sur lui-méme par translation a gauche. Cette action de H sur GG est encore appelée action par translation
a gauche de H sur G.

Remarque I1.8.8.3 Si P C G, est une partie de G (i.e.

P € P(G) pas nécessairement un sous-groupe , )

notons
Vge G, g« P := {g*xxz,x € P}.

Alors I'application G x P(G) — P(G) définie par (g,P) +— ¢-P := gx* P estune action de G sur
I’ensemble de ses parties, qu’on apellera encore action par translation a gauche. Elle induit encore une action
par translation & gauche de tout sous-groupe H de G sur P(G).

Notation I1.8.8.4 On a vu a la proposition II.8.6.1 que, de¢s que E est un G-ensemble, I’action de G sur E
induit une relation d’équivalence ~ . Dans le cas de ’action de H sur G par translation a gauche on notera
parfois ~ 7 4 cette relation. Elle prend une forme suffisamment particuliére dans ce cas pour qu’on I’explicite :

V(z,y) € G x G, T ~Hg Y
& Jdh € Hyy = h-x
& Y = h*x
& yxx ' € H
& zxy ' € H.

Remarque I1.8.8.5 Soit (G, *) un groupe.

i) L’application de G x G dans G définie par g - x := x * g est une action a droite de G sur lui-méme. Elle
est appelée action par translation a droite.

La notion d’action a droite ne sera pass développée ni utilisée dans ce qui suit. Disons simplement que la
formule

(gxh)-z = g-(h-x)
qui caractérise les actions & gauches est remplacée par (g« h) -z = h-(g-x) .
ii) Il résulte du point b de I’exemple 11.8.5.5 que tout sous-groupe H de G agit encore sur G a travers I’action

de G sur lui-méme par translation a droite. Cette action de H sur G est encore appelée action par translation a
droite de H sur G.

iii) Si P C G, estune partie de G (i.e. P € P(G) pas nécessairement un sous-groupe,) notons

Vge G, Pxg := {xxg,x € P}.
Alors I’application G x P(G) — P(G) définie par (g, P) — g¢g-P := P x g estune action a droite de G

sur I’ensemble de ses parties, qu’on apellera encore action par translation a droite. Elle induit encore une action
par translation a droite de tout sous-groupe H de G sur P(G).
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iv) Ona vu ala proposition I1.8.6.1 que, dés que F est un G-ensemble, I’action de G sur F induit une relation
d’équivalence ~ . Dans le cas de I’action de H sur G par translation a droite on notera parfois ~p 4 cette
relation. Elle prend une forme suffisamment particuliere dans ce cas pour qu’on I’explicite :

V(z,y) € G x G, T ~Hd Y
& dh € Hyy = h-x
& y = xxh
& rlxy € H
& ylxx € H.

Définition I1.8.8.6 (Classes a gauche/droite) Etant donnés un groupe G et un sous-groupe H de G, les clas-
ses d’équivalence pour la relation ~p g4, (cf. 11.8.8.4,) qui sont aussi les orbites (cf. I1.8.6.2.1,) pour I’action
par translation & gauche, sont appelées classes a gauche. L’ ensemble de ses classes est noté G/~ 4.

On a une définition analogue de classes a droite en utilisant la relation ~ g g (cf. I11.8.8.5.iv,) dont I’ensemble
est noté G/~ q.

Proposition I1.8.8.7 Soit G un groupe et H un sous-groupe de g. On considére I’action de H sur G par trans-
lation a gauche. Alors :

i) Pourtoutx € G, I’application
p:H—= O),g— g-x
définie comme dans la proposition I1.8.7.3 est bijective.
Démonstration : Pour toutx € G, considérons I’application
p:H—=O),g— g-x
comme a la proposition I1.8.7.3. Il résulte alors du point ii de la proposition I1.8.7.3 que
Yy € O(z), p *({y}) = Stabg(x) .
Org € Stabpy(x) si et seulementsi g-x = x, si et seulementsi g «xx = x sietseulementsig = e.
Le sous-groupe Staby (x) de H est donc un singleton. Ainsi en va-t-il donc aussi de p~!({y}) c’est-a-dire que
p : H — O(xz) est bijective.
ii) H est I’orbite de I’élément neutre e et la seule qui soit un sous-groupe de G.
Démonstration : En effet
O(e) ={h-e,h € H} = {hxe, h € H} = {h € H} = H.
Pourz € @G, siO(z) estun sous-groupee € O(z) et par conséquent O(z) = O(e).

iii) 1l existe une bijection entre I’ensemble G/~ ., des classes a gauche et I’ensemble G /~,q des classes a
droite.

iv) Si G est fini, i.e. G est un ensemble fini alors il en est de méme de H et de I’ensemble G/ ~ des orbites
etl’'ona:

#(G) = #(H)«#(G/ ~) .
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Démonstration :  Puisque les orbites sous I’action de G sont des classes d’équivalence , elles réalisent une
partition de G. Si G est fini, les orbites sont donc toutes des sous-ensembles finis (H = O(e) en particulier) et
en nombre fini i.e. G/ ~ est aussi un ensemble fini. En posant #(G/ ~) = k € N, choisissons (), - ; <
des élément s de G tels que

V(i,j) € [Lik] x [Lik], i # j = O(x;) N O(x;) = 0

autrement dit un représentant par orbite. On a alors G = (", ;. O(z;) ce qui entraine

k
#(G) = Z#(O(fﬁi))-

Or il découle du point i que V1 < i < k, #(0O(x;)) = #(H) d’ou il résulte finalement que
#(G) = kx#(H) = G/ ~) = #(H).

Remarque I1.8.8.8 Le point i de la proposition I1.8.8.7 pourrait se reformuler en disant que I’action par trans-
lation a gauche (resp. a droite) est libre (cf. I1.8.7.6.1.)

Définition I1.8.8.9 (Indice d’un sous-groupe ) Etant donnés un groupe G et un sous-groupe H de G, sil’en-
semble G/~ q,estfini son cardinal, qui est aussi celui de G/~ 4, est appelé indice de H dans G.

I1.8.9 . —Action par conjugaison

Dans cette section (G, x) (le plus souvent abrégé en () est un groupe dont on note ¢ 1’élément neutre .

Lemme I1.8.9.1 Etant donné un groupe G, pour tout g € G, I'applicationz + g x * g~! est un automor-
phisme de groupe de G (cf. le point ii de la définition I1.8.2.7.)

Démonstration : Tout d’abord

1 1

V(g,2,y) EG X G X G, gxxxysxg ' = grxsxg ' * gryxg™

sibienquexr +— g*xx*xg !
de G.)
Par ailleurs,

est bien un morphisme de G dans luie-méme (on pourrait dire un endomorphisme

1

71)71 =

Y(g,2) €EGx G, (g7 ) *xgxxxgtx(g

si bien que x + (g 1) xx % (g~1) ! est I'application réciproque de x + g% x % g~ ! cette derniére étant
donc bijective donc un isomorphisme et finalement un automorphisme (isomorphisme et endomorphisme.)

Lemme 11.8.9.2 L’application de G x G dans G donnée par (g,x) + g-x := g*x g ' définit une action
(cf. la définition I1.8.5.1,) de G sur lui-méme.

Démonstration: On a vu au lemme I1.8.9.1 que x +— g+*x*g~ ! est un automorphisme de G donc en

particulier une bijection de G sur lui-méme i.e. un élément de S(G) (cf. 11.8.1.2.c.)
De plus
V(g,h,) EGXx G xG, (gxh) -x = gxhxxsxgxh !
gxhxxxh lxg™
= g (hxzxh™l)
= g (h-2)

1

ce qui prouve qu’on a bien défini une action.
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Définition I1.8.9.3 (Action par conjugaison) Soit G un groupe :

i) L’action de G sur lui-méme définie par le lemme I1.8.9.2 s’appelle action par conjugaison de G sur lui-
méme.

ii) Les orbites (cf. I1.8.6.2.1,) pour I’action par conjugaison sont usuellement appelées classes de conjugaison.

iii) Deux élément appartenant a la méme orbite, ou de maniere équivalente, en relation par la relation ~ (cf.
la proposition I1.8.6.1,) sont dits conjugués. Ainsi explicitement, (z,y) € G x G sont conjugués s’il existe z
(appartenant 2 G ou a un sous-groupe selon I’action considérée,) tel que y = z* z % 27 1.

iv) Il résulte du point b de I’exemple I1.8.5.5 que tout sous-groupe H de G agit encore sur GG a travers I’ action
de G sur lui-mé&me par conjugaison. Cette action de H sur GG est encore appelée action par conjugaison de H
sur G.

Remarque 11.8.9.4 Si P C G, est une partie de G,
(i.e. P € P(G), pas nécessairement un sous-groupe,) notons

1

Vge G, g« Pxg " = {g*:p*g_l,z € P}.

Alors I'application G x P(G) — P(G) définie par (g,P) + g-P := gxPxg ! estune action de G
sur I’ensemble de ses parties, qu’on apellera encore action par conjugaison. Elle induit encore une action par
conjugaison de tout sous-groupe H de G sur P(G).

Proposition 11.8.9.5 FEtant donné un groupe (G, %) on note G I’ensemble de ses sous-groupes. Pour toutg € G,

et H € G onnote :

V= {gxxxg™ ',z € H}. 11.8.9.5.1

gx H x g~
Alors :
i) Pourtout H € G g* H % g~! est un sous-groupe de G i.e. un élément de G.

Démonstration : Etant donné un sous-groupe H de G etg € G, g H * g~! n’est autre que I'image de H
par I'application x + g*x * ¢! dont on a montré au lemme I1.8.9.1 que c’est un morphisme de groupe.
L’ensemble g  H * g~! est donc un groupe.

ii) L’application
GxG—G,(gH) — gsHxg?

est une action de G sur G qui sera encore apppelée action par conjugaison.

Démonstration : Voir I’exercice 11.9.2.1.2.
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11.8.10 . —Sous-groupes normaux

Dans toute cette section (IL.8.10,) (G, x) est un groupe d’élément neutre e.

Remarque I1.8.10.0 (Classe de I’élément neutre ) Si (G, , e) est un groupe et ~ une relation compatible sur
le magma (G, ) (cf. la définition I1.7.18,) alors la classe € de I’ élément neutre ett un sous-groupe de G.
En effet,e € €;sibienquee # 0. De plus:

V(ir,y)€exe, z~ey~e e y Ly !
= r~e N ewy’l
= r~e N y_lwe
= zxy~l ~ e

= zxy” ! € €

ce qui acheéve de prouver que € est un sous-groupe de G.
On va en revanche expliquer au long de ce paragraphe que cette condition n’est pas suffisante et qu’on va
étre amené a considérer une classe particuliere de sous-groupes i.e. les sous-groupes distingués ou normaux.

Notation I1.8.10.1 Pour tout sous-groupe H de G, on définit ~p 4 (resp. ~ g 4) la relation binaire sur G x G
par:
Ve e G, VyeG, (e~vpay ©atxy € H)

(resp. Vo€ G, VyeG, (xrmgy < yxat € H) ). 11.8.10.1.1

On notera encore, :
VeeG, axH = {exy;y € H} (resp. Hxx := {yxx;y € H}.) 11.8.10.1.2
On écrira parfois simplement zH (resp. Hz) pour x * H (resp. H * x.)

Proposition I11.8.10.2 i) Les relations binaires définies I11.8.10.1.1 sont des relations d’équivalence .

Démonstration : Montrons que la relation ~ p 4 est une relation d’équivalence . Pour toutz € G,z 'xz =
e € H ;car H estun sous-groupe de G, i.e. x~p qx c’est-a-dire que la relation ~ g 4 est réflexive.
Par ailleurs :

Ve e G, Yy € G, ( T ~Hgd Y
= rlxy € H
= ylxx = (z7lxy)t € H
= Y ~Hd $)
la relation ~ 7 4 est donc symétrique.
Enfin :

Ve e G, VyeG, Ve G, ( T~y et y~paz

= x'xy e H e ylxze H

= zlxyxylxz € 0H

= xrlxz € H

= T ~Hd Z)

c’est-a-dire que la relation ~ g 4 est transitive.
Un argument analogue vaut également pour ~ g 4.
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ii) L’ensemble G/ ~g4 g (resp. G/ ~q ) des classes d’équivalence pour la relation ~g g (resp. ~q )
s’identifiea{x«H ; x € G}, (resp. {H*z; x € G}.)
Plus précisément :

Ve e G, cly(z) = {y € G;o~gpgy}t = vxH (resp.cly(z) = {y € G;x~apny} = Hxz.) I

Démonstration : Pourtoutxz € G, unélémenty de G appartient a la classe de x modulo ~ p; 4 si et seulement

si
(z7'xy € H) & (3z€H, (z7'xy = 2) & y € axH)).

iii) Toute classes d’équivalence pour la relation ~g f (resp. ~q pr) est en bijection avec H.
Démonstration : Pour toutx € G, I'application
G— G,z xxz
induit par restriction une application H — x x H dont la bijection réciproque est

G — G,zw— o txz.

iv) L’application x x H — H =z pourx € G, induit une bijection de I'ensemble G/~ 4 des classes
selon ~pr 4 dans 'ensemble G/~ H,q des classes selon ~ g 4.

Proposition I1.8.10.3 (Sous-groupe normal) Pour tout sous-groupe H C G, les assertions suivantes sont
équivalentes :

a) Larelations ~ g q est compatible a la loi de groupe (cf. la définition I1.7.18,) i.e.
V(2,y,2,t) EGXxGXxGxG, (x~gazety~pgqt) = Tv*xyr~pggz*t.

b) Larelations ~p 4 est compatible a la loi de groupe .

c) Lesrelations ~p 4 €t ~p g sont égales.

d)
Ve eq, (x+xH = Hxz).

e) Vx e, (H:x*H*x_l).
) Vx € G, (z*H*zfl CH).

Démonstration:  On montre I’équivalence f < b. Pour d’avantage de détails (cf. I’exercice I1.9.1.15 :)
Remarquons que, pour touty € H,y ~p 4 e, et que, pour toutx € G, x ~p,q4 x. 1l en résulte donc, si
I’on suppose I’assertion b vérifiée, que pour touty € H ettoutx € G, x *y ~p 4o c’est-a-dire précisément
xxy+x~ ' € H.Lassertion b entraine donc I’assertion f.
Réciproquement, étant donné un quadruplet (z, z,y,t) d’éléments de G, si y ~p 4 t, y * t=1 € H. Si
I’on suppose I’assertion f vérifiée, v x y x t ' x =" € H.Maisx ~p 4 z entraine que x * 2! € H ; ce qui
entraine, puisque H est un sous-groupe de G, que

cryx(zxt) = wryxt a7 = pxyst v € H

c’est-a-dire que x * y ~g,4 2 * t. On a donc montré que I’assertion f entraine I’assertion b.
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Définition I1.8.10.4 (Sous-groupes normaux/distingués) Un sous-groupe H de G est dit normal ou distin-
gué, s’il vérifie I’'une des conditions équivalentes de la proposition I1.8.10.3.

Notation I1.8.10.5 Le point ¢ de la proposition I1.8.10.3 autorise a noter, pour un sous-groupe distingué H de
G, simplement ~y indifféremment ~p , et ~p 4 qui sont égales. De plus il résulte du point b de la propo-
sition I1.8.10.3 (ou indifféremment du point a de la proposition I1.8.10.3) que ~ est compatible a la loi de
groupe sur G (cf. 11.7.18.) Lensemble quotient

G/ ~NH = G/"’H,d = G/"’H,gv

sera usuellement noté G/ H et bénéficie de propriétés tout a fait intéressantes qui seront étudiées en détail dans
la section IL.8.11.

Définition I1.8.10.6 Pour tout sous-groupe distingué H de GG, on appellera classes modulo H ou classes
selon H les classes d’équivalence pour la relation ~p . Cette derniere étant compatible, pour tout couple
(a, B) de classes, tout z;, ' dans « tout y,y’ dans S, onax xy ~pg 2z’ xy c’est-d-dire que x x y et 2’ x y/’
définissent la méme classe selon 7. On peut donc poser

axf = T*xy = T*xy 11.8.10.6.1

la classe de x * y pour n’importe quel représentant x de « et n’importe quel représentant y de 3.
On note désormais G/ H, I’ensemble des classes selon H muni de la loi de composition définie ci-dessus.

Exemple I1.8.10.7 a) Les sous-groupes {e} et G de G sont toujours distingués dans G.

b) Si G estun groupe abélien ((Z,+) par exemple,) tout sous-groupe est distingué.

Proposition I1.8.10.8 (Image réciproque/directe) Pour tout morphisme de groupes f : G — H (cf. 11.8.2.1,)
I’image réciproque f~*(L) de tout sous-groupe distingué L de H est un sous-groupe distingué de G.

En particulier, Ker f = f~'({en}) est un sous-groupe distingué de G.

En revanche, il n’est pas vrai en général que I'image f(K) d’un sous-groupe distingué K de G est un
sous-groupe distingué de H. C’est cependant le cas si | est surjectif .

Démonstration : (ct. I’exercice I1.9.1.16.)

Définition I1.8.10.9 (Relation d’équivalence compatible) Si ~ est une relation d’équivalence
(cf. le point v de la définition 1.1.13.11,) sur un groupe (G, ), on dit que ~ est compatible ala structure de
groupe  sipour tout quadruplet (z, 2, y,y") d’éléments de G,

z~yetr ~y =z’ ~yy .

Ceci signifie en fait que la relation d’équivalence est compatible ala structure de magma (cf. la défini-
tion 11.7.18.)

Proposition I1.8.10.10 (Relations d’équivalence compatibles) i) Une relation d’équivalence ~ sur G
est compatible si et seulement si pour tout (x,y) € G X G,

xwy@x_l*ywe.
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Démonstration : Si ~ est une relation d’équivalence compatible sur GG, comme ~ est réflexive, pour tout
z € G,z ~z~'. Comme ~ est compatible, siy ~ ,

x_l*y ~a sz = e.

Réciproquement, si = et iy dans G sont tels que ™! * y ~ e, comme x ~ x et que ~ est compatible,

Y :x*x_l*ywx*e:x.

i) La classe € de I’élément neutre e pour une relation d’équivalence compatible est un sous-groupe
distingué de Q.

Démonstration : Par définition méme d’une classe d’équivalence ,e € €. Six € € comme z ! 1

~ R
(par réflexivité de ~,) e = x'sxax ~ a2 'xe = x| (par compatibilité;) i.e. x=! € €. Enfin si
(x,y) €exex*xy ~ exe = e, (par compatibilité;)i.e. x x y € €. D’apreés la proposition I11.8.3.5, € est
donc un sous groupe de G.

Pourtoutx € €, ettouty € G,

xr ~ €

= yxxr ~ Yy

= y*x*yil ~ Yxy

= y*x*yil ~ e}

1

c’est-a-dire que pour touty € G,yxexy~1 C €;i.e.,d apres la caractérisation proposition I1.8.10.3,point f,
des sous-groupes distingués , € est un sous-groupe distingué de G.

iii) Etant donné un sous-groupe distingué H de G, la relation ~; compatible définie ci-dessus est la seule
relation d’équivalence compatible ~ sur G telle quee = H.

Démonstration : 1l est clair que la classe de e selon ~ g pour tout sous-groupe distingué H de G s’identifie
a H. L’unicité de ~p découle alors du lemme plus général :

Lemme I1.8.10.11 Etant donné un groupe G et deux relations d’équivalence ~1 et ~5 compatibles sur G, on
note T (resp. Ta) la classe d’un élément x de G selon ~1 (resp. ~o .)
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Les relations ~1 et ~q sont égale c’est-a-dire que pour tout (z,y) € G x G,
T~ Y ST 2 Y.

b) Pourtoutx € G

r1 = X2
c¢) Illexisteg € G tel que

g1 = G2 -
d)

e = €
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Démonstration :

i) (a<b)
est pour ainsi dire tautologique.
ii) (b= c¢)
est immédiat.
iii) (c=d)
Soitdonnég € G, tel queg, = g,. Pour tout
x € e
= r ~1 €
= Txg ~1 ¢
= rxg € g
= rTxg €  gg
= THkg ~2 g
= xxg*xg ! ~y gxgl=c¢e
= Tr oo €.

On vient donc de montrer que e; C ez. Le raisonnement étant parfaitement symétrique, on peut montrer, de la
méme maniere, I’inclusion réciproque.

iv) (d=-a)
Pour tout (x,y) € G, six ~7 y, alors, d’aprés le point i de la proposition I1.8.10.10
1% Yy ~1 €
= 7 lx y € e
= 7 lx Yy € e
= xr ~o Y.

Le raisonnement étant évidemment symétrique, on montrerait, exactement de la méme maniére que si x ~g Y
alors x ~1 y; ce qui termine la preuve.

IL.8.11 . —Groupe quotient, factorisation des morphismes, propriété universelle

Dans toute cette section (IL.8.11,) (G, x) est un groupe d’élément neutre e.

Proposition I1.8.11.1 (Existence de quotients) Pour (G, *) un groupe et H un sous-groupe distingué , la
relation ~p; est compatible  alaloi * si bien qu’il existe une unique structyure de groupe sur I’ensemble
G/ H des classes pour la relation ~  telle que la surjection canonique w : G — G/H soit un morphisme
de groupe . Alors I'élément neutre de G/H este = H et I'inverse de tout élément T est L

Démonstration : On redonne ici un argument, cependant on pourait se contenter d’appliquer le point i du
lemme 11.7.19.

i) S’il existe une structure de groupe 1 sur 'ensemble G/ ~p des classes d’équivalence selon ~py, telle
que 7 est un morphisme, alors nécessairement, pour tout quadruplet (z, ', y,y') d’éléments de G tel que

x ~g ety ~g vy,
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m(x*xy) = w(z)fn(y)
= 7(a’)tn(y)

= w(a *y').
Comme 7 est surjective, la structure | est nécessairement unique.

ii) Comme ~yy est compatible a (G, *) (cf. I1.8.10.3,)

m(r*xy) = T*y
= 2'xy

on peut donc poser, pour tout (Z,5) € G/ ~g XG/ ~p,

Tty = u*v

pour n’importe quel élémentu € T (resp.v € T ;) ce qui prouve I’existence de la structure 1.

Définition I1.8.11.2 (Groupe quotient) Le groupe
G/H ouméme le couple (G/H,m : G — G/H)

est appelé groupe quotient. On dit encore que I'ensemble G/ ~p est muni de la structure quotient. Le
morphisme de groupes T est appelé la surjection canonique .

Exemple I1.8.11.3 (Groupes quotients) Nous avons remarqué (cf. I11.8.10.7.b,) que dans un groupe abélien
et en particulier dans (Z, +), tout sous-groupe est distingué. De plus une partie H de Z est un sous-groupe si
et seulement s’il existe un entier d > 0 tel que H = dZ.

On constate alors, que pour deux entiers z et y, x ~g y si y —x € H, c’est-a-dire si et seulement si
d|y — x. Larelation ~ g n’est autre, dans ce cas, que la relation de congruence modulo d.

Proposition I1.8.11.4 (Factorisation des morphismespropriété universelle) Pour tout morphisme de grou-
pes f : G — K et tout sous-groupe distingué H C G les assertions suivantes sont équivalentes :

a) H C Kerf.

b) Ilexiste un unique morphisme f : G/H — K telque f o = f (oun estlasurjection canonique (cf.
la définition I11.8.11.2.))

De plus, f est injectif (resp. surjectif) si et seulement si H = Ker f, (rsp. f est surjectif.)

Démonstration :
a= b Unicité Le fait méme qu’on demande que, pour toutz € G, f(ZT) = f(x), assure tautologique-
ment I’unicité de f.
Existence Pour tout x,x’ dans G, sixz ~p o',z + 2’1 € H ce qui implique que x x '~ € Ker f
si I’on suppose que H C Ker f, c’est-a-dire que f(x * 2'~') = ey ouencore que f(x) = f(x).
On peut donc définir f(%) par f(x) pour n’importe quel représentant x de Z. Ceci assure donc
I’existence de f.
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Morphisme Pour tout couple («, ) d’éléments de G/ H, toutx € «, touty € [, étant donné la défi-
nition de la loi de composition sur G/H (cf. 11.8.10.6.1,)

Flaxp) = f@¥y)
= flzxy)
= f(&)*m f(y)
= [fla)*u f(B)
c’est-a-dire que f est un morphisme de groupes .
0)

Surjectivité Un élémentu € H appartient a Im f si et seulement s’il existe un élémentT € G/H
tel que f(T) = wu c’est-a-dire si et seulement s’il existe v € G tel queu = f(x). Autrement dit,
Im f = Im f; ce qui établit (cf. la proposition 11.8.3.11,) que f est surjectif si et seulement si f
Iest.
if) _

Injectivité Enfin, f est injective si et seulement si

Kerf = eqim = H
(cf. la proposition 11.8.3.11.) Ceci signifie exactement que f(f) = ey sietseulementsiz = H,
ou encore f(x) = ey sietseulementsiz € H c’est-a-dire si et seulement si

H = Kerf.

b = a est pour ainsi dire immédiat.

Corollaire IL8.11.5 Etant donné un morphisme de groupes f : G — K il existe un unique isomorphisme
de groupes _ _
f:G/Kerf 2 Imf telque f = fom

oum : G — G/Ker f est la surjection canonique . En particulier si f est surjectif
f:G/Kerf 2 K
est un isomorphisme.

Démonstration : 11 suffit d’appliquer la proposition I1.8.11.4a H := Ker f.

Corollaire I1.8.11.6 Etant donné un morphisme surjectif de groupes p : G — @, il existe un unique iso-
morphisme de groupes

¢ : G/Kerp — Q telque p = ¢ o mourw : G — G/Kerp est la surjection canonique
Démonstration : C’est une conséquence immédiate du corollaire I1.8.11.5 puisque Imp = Q.
Proposition I1.8.11.7 FEtant donné un groupe (G, ), les données suivantes sont équivalentes, au sens ot la

donnée de I'une d’entre elles permet de construire canoniquement les autres :

a) Un sous-groupe distingué K deG.
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b) Une relation d’équivalence ~ compatible sur G.
¢) Un morphisme de groupes surjectifp : G — Q.

Démonstration :

1) On a vu, grice a la proposition I1.8.10.10, qu’a toute relation compatible ~ on associe canoniquement un
sous-groupe distingué H := € et que, réciproquement, a tout sous-groupe distingué H on associe une
unique relation compatible telle quee = H.

ii) On a vu également, grice a la proposition I1.8.11.1, qu’a tout sous-groupe distingué  (ou de maniére
équivalente a toute relation d’équivalence compatible) on associe une surjectionm : G — G/H qui est un
morphisme de groupes .

iii) Réciproquement, a tout morphisme surjectif p : G — (@), on peut associer le sous-groupe distingué
H := Kerp (cf. 11.8.10.8.)

Le corollaire I1.8.11.6 établit qu’en fait, les procédés ii et iii sont “inverses” I’un de I’autre, en un certain
sens.

La proposition suivante proposition I1.8.11.8 étend au cas des groupes les constructions donées dans la
proposition I1.7.28.

Proposition I1.8.11.8 Etant donnés un entiern € N*, (G, *k) »1 < k < n des groupes

Vi<k<n, pp : HGi — G, les projections
i=1

(cf. I1.7.25.i1,) Alors :

n

i) Il existe une unique loi de composition * sur H Gy, telle que pourtout1l < k < n py soit un morphisme

=t n n
V(@) s an)) € TT Gr x TT G,
de groupes ;laloi x est donnée par (1 Zn), (1 *n)) 1}1 k l:c[ll K
(zla---;zn)*(yla-'-ayn) = ($1*1y17---7$n*nyn)-

n
i) Laloi * étant définie sur H G i comme ci-dessus, si
k=1

a) pourtoutl < k < n ey est'élément neutre de Gy, (e1,...,e,) est ’élément neutre pour * ;

n
b) z € H Gy esttel que pourtoutl < k < nyp € Gy estle symétrique de py(x), alors (y1,...,Yn)
k=1

n
est le symétrique de x dans H Gk.
k=1
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n
iii) Sipourtoutl < k < n (G, *x) est un groupe abélien , (H G, *) est un groupe abélien .
k=1

iv) Pour tout n-uplet de morphismes de groupes
fo : H = Gra<k<n,
il existe un unique morphisme de groupe

f+:H — HthelqueVISkSM fe = pro f.
k=1

v) Dans le cas ot il existe G tel que V1 < k <n, G = G, labijection ¢ : G = H G définie par le
k=1
point iv de la proposition II.7.25 est un isomorphisme, pour peu que G soit muni de la structure définie par
la proposition I11.7.21.

vi) Pour (G1,*1), (Ga,*2) des groupes d’élément neutre respectif €, et e, on définit les applications
2 ZG1—)G1XG2,$l—>($,€2)€ti22G2—>01XG2,.I}|—>(61,$).
Alors :

a) les applications 1 et i sont des morphismes injectifs de groupes ;
b) p1 o i1 = Idg, et p2 0 is = Idg, ;
c) Kerpy = Imiget Kerps, = Imiy .

Définition 11.8.11.9 (Groupe produit) Avec les notations de la proposition I11.8.11.8, la loi * définie sur

H G comme au point i de la proposition I1.8.11.8 est appelée loi produit et le couple
k=1

(11 G %)

k=1
groupe produit.
I1.8.12 . —Groupes finis : théoréeme de LAGRANGE
Définition I1.8.12.1 (Groupe fini) Un groupe (G, *) est un groupe fini si G est un ensemble fini .
Exemple I1.8.12.2 Pour n € N*| le groupe (Z/nZ,+) est un groupe fini (cf.’exercice 11.9.1.21.)
Proposition I1.8.12.3 (Sous-groupe d’un groupe fini ) Si (G, x) est un groupe fini , une partie H de G mu-

nie de la loi de composition =+ est un sous-groupe de G si et seulement si H est non-vide et pour tout
(x,y) € HxH,z*xy € H.

Démonstration : (ct. I’exercice I1.9.1.17.)
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Proposition I1.8.12.4 (Cardinal d’un sous-groupe ) Si (G, *,e) est un groupe fini et H un sous-groupe de
G, la relation d’équivalence ~ 4 (resp. ~,q) étant
définie comme a la notation I1.8.8.4, (resp. remarque 11.8.8.5,point iv,)

#(G) = #(H)x#(G/~nmg) = #(H)*#(G/~n,a)
d’ou il résulte en particulier que #(H)|#(G)

Démonstration :  L’égalité

#(G) = > #(0)

O e€G/~Hyg

qui découle de la partition de G en classes d’équivalence (ct. la proposition 1.3.11.3.4,) peut étre utilisée dans
ce cadre. Notons alors que pour tout O € G/~p 4, il existe z € G tel que O soit la classe de x. Il s’ensuit
que :

O = {y e G;z~ugyy}
= {ye G;3h € H y=h=xz}
= {hxx,h € H}.

Des lors il est presqu’immédiat que I'application G — G, g — g * x définit une bijection de H dans
O d’inverse g + gz~ ; sibien queVO € G/~p 4, #(0) = #(H) ; et 'on peut alors conclure.

Bien entendu, pour que la preuve soit tout a fait compléte, il faudrait encore démontrer que # (G/NH_,d) =
#(G/NH_,g). Or la classe de tout élément x € G selon ~p 4 (resp. ~m q,) est {h x x , hh € H} (resp.
{z*h, hh € H},)qui ont méme nombre d’éléments égal a #(H ) ; ce qui permet de conclure.

Corollaire I1.8.12.5 (Indice d’un sous-groupe ) Si G est un groupe fini et H un sous-groupe , le cardinal de
G est le produit de I’'indice de H dans G (ct. la définition I1.8.8.9p)ar le cardinal de H.

Corollaire I1.8.12.6 (théoréeme de LAGRANGE) Si G est un groupe fini pour tout sous-groupe H de G, le
cardinal de H divise le cardinal de G.

Corollaire I1.8.12.7 (Noyau image) Le corollaire 11.8.12.5 ci-dessus et le corollaire I11.8.11.5 on pour consé-
quence que, pour tout morphisme de groupes f : G — H, avec G groupe fini ,

#(G) = #(Ker f) «#(Im f) .

Proposition I1.8.12.8 (Ordre d’un élément) Etant donné un groupe (G, *) pourtoutz € G :

i) Le sous-groupe < {x} > engendré par {x} (cf. I1.8.4.2,) de G est I'image du morphisme

€ L — G, n — x"

Démonstration : (cf. I’exercice I1.9.1.18.)

ii) a) Soitle noyau de €, est réduit 2 {0} au quel cas

<{z}>= Z;
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b) Soitil existed € N* tel que Kerex = dZ et

<A{x}>= Z/Kere, = Z/dZ .

Démonstration : Le noyau du morphisme ¢, est un sous-groupe de 7 il existe doncd € N tel que Kere, =
dZ . Ord = 0 si et seulement si €,, est un morphisme injectif si et seulement si

Z = Ime, &< {x}>

ce qui correspond a la situation du point a.
Sid # 0, Il existe un unique isomorphisme

€ @ Z/Kere, = Z/dZ — Ime, =< {z} >.

On peut en effet appliquer les résultats du paragraphe I1.8.11 et en particulier la proposition 11.8.11.4.

Définition I1.8.12.9 (Ordre d’un élément) Pour (G, *) un groupe et x € G, avec les notations de la pro-
position 11.8.12.8, si < {z} > = Z, on dit que z est d’ordre infini sinon on dit que x est d’ordre d ou d est
I’entier défini de maniere équivalente dans le point b du point ii de la proposition I11.8.12.8 par Kere, = dZ
oud = #(Ime,).

Remarque I1.8.12.10 (Ordre d’un élément) Il est immédiat de vérifier que pour tout élément x d’un groupe
G, ’ordre de = défini comme a la définition 11.8.12.9, est le plus petit (aussibien au sens de la relation d’ordre
que de la relation de divisibilité sur Z) entier n € N* tel que 2" = e.

Proposition I1.8.12.11 (Propriétés de I’ordre d’un éléments ) i) Soit f : G — h un morphisme de grou-
pes etx € G.Six estd’ordre fini, f(x) I’est aussi et ’ordre de f(x) divise I’ordre de x.

ii) Avec les notations du point i, si f est injectif, z et f(x) ont méme ordre.

iii) Dans un groupe g deux éléments conjugués (cf. 11.8.9.3.iii,) ont méme ordre.

Théoreme 11.8.12.12 (de LAGRANGE) Pour G un groupe fini , I’ordre de tout élément x de G divise le cardi-
nal de G.

Démonstration : Remarquons d’abord que si G est fini, on ne peut se trouver dans la situation du point a du
point ii de la proposition I1.8.12.8 si bien que I”ordre d de x est bien un entier naturel. Or il résulte du point b du
point ii de la proposition I1.8.12.8 que

d = #(Ime,) = #(< {x}>).

Puisque < {x} > est un sous-ghroupe de G, il suffit d’appliquer le corollaire I1.8.12.6.

Définition I1.8.12.13 (Groupe cyclique) Avec les notations de la proposition I1.8.12.8,

1) sile morphisme e, est surjectif , autrement dit si
G = Ime, =< sz >,

on dit que G est monogéne
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ii) side plus on est dans la situation du point b du point ii de la proposition I1.8.12.8, augel cas G = 7Z/dZ,
on dit que G est cyclique

Corollaire I1.8.12.14 (Groupe cyclique) Un groupe est cyclique si et seulement s’il est monogene et fini.

Corollaire I1.8.12.15 (Groupe de cardinal premier) Si G est un groupe fini de cardinal p premier, G est
isomorphe (non canoniquement) a (Z/pZ,+) et donc commutatif (abélien).

I1.9 . —Exercices
I1.9.1 . —Magmas, groupes

Exercice I1.9.1.1 Faire les détails de la preuve de la proposition I1.7.14.

Exercice I19.1.2 Etant doné un morphisme f : M — N, (de magmas associatifs ,) montrer que :

1) siecest’élément neutre de M son image f(¢) n’est pas nécessairement 1”élément neutre de N ;

2) siyestle symétrigue de x dans M, f(y) n’est pas nécessairement le symétrigue de f(x) dans N.

Exercice 11.9.1.3 Donner la preuve de la proposition I1.7.21.

Exercice 11.9.1.4 1) Compléter la preuve de la proposition I11.7.17.

2) a) Si e est un élément neutre de M est-il encore un élément neutre d’un sous-magma N ?
b) Si N possede un élément neutre 1 celui-ci est-il nécessairement celui de M 7
¢) Sixz € N possede un symétrique dans M celui-ci est-il aussi son symétriqgue dans N 7

d) Siz € N possede un symétrique dans N est-il aussi son symétrique dans M ?

Exercice I1.9.1.5 Soit (M, *) un magma associatif, d’élément neutre ¢ et N un sous-magma tel que e € N.
Montrer que :

1) cestl’élément neutre de N.
2) sixz € N auninverse y dans N, c’est aussi son inverse dans M.

Exercice 11.9.1.6 Faire la preuve de la proposition I1.7.24.

Exercice I1.9.1.7 Soit X un ensemble. On munit ’ensemble AX des applications de X dans A de la loi

(f, f)— fflouff'(z)=f(x)f (x) pour toutz € X .

1) Montrer que la loi définie ci-dessus est la seule pour laquelle, pour tout x € XX, f +— f(x) est un
morphisme.
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2) Montrer que cette loi sur AX est associative et que A~ est un groupe pour cette loi si A est un groupe, un
groupe abélien si A est un groupe abélien.

3) Si A estun groupe, et X un autre groupe, montrer que 1’ensemble Hom (X, A) des homomorphisme s de
groupes de X dans A est un sous-groupe de AX, pourvu que A soit abélien.

Exercice 11.9.1.8 (Affaiblissement des axiomes de groupe) Soit G un ensemble muni d’une loi associative
notée (G, x). On suppose qu’il existe un élément neutre a gauche e (c’est-a-dire que ¢ x x = 2z pour
tout r € G) et que tout élément admet un inverse a gauche (c’est-a-dire que pour tout x € G, il existe
y € Gtelqueyxz = e.)

1) Montrer que I’inverse a gauche est aussi un inverse a droite i.e.
Y*xT =€ = T*kY = €.
Indication : On pourra considérer I'inverse a gauche z de y et calculere x (x xy) = (z*y) * (x xy) .

2) Montrer que e est aussi un élément neutre a droite i.e.

Vre G, xxe = x.
3) Montrer que (G, *) est un groupe.

Exercice I1.9.1.9 (Unicité des éléments remarquables) Soit (F,*) un ensemble muni d’une loi associa-
tive.

1) (Elément neutre)
Montrer que si (E, *) posséde un élément neutre ¢ celui-ci est unique.

2) (Symétrique)
Montrer que si (E, *) posséde un élément neutre e, tout élément z € F posséde au plus un symétrique.

Exercice 11.9.1.10 (Morphismes de groupes) Soit
f: (Gyxeq) = (H, - en)
un morphisme de groupes .

1) (Elément neutre)
Montrer que f(eg) = €q.

2) (Symétrique)
Montrer que pour tout x € G, si y est son symétrique, f(y) est le symétrique de f(x).

3) (Image)
Montrer que Im f est un sous-groupe de (H, -).
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4) (Noyau)
Montrer que Ker f est un sous-groupe de (G, *).

5) (Isomorphisme)
Montrer que si f est bijective et que g est son applications réciproque, alors g est un morphisme de groupe.

Exercice I1.9.1.11 (Le groupe (S(E),0)) Soit E un ensemble.

1) Vérifier que o est une loi interne sur S(E).
2) Montrer qu’il existe un élément neutre pour la loi o dans S(E) et le caractériser.

3) Montrer finalement que (S(FE), o) est un groupe.
Exercice I1.9.1.12 (La bijection S(E) = S(F')) Soient E et I’ deux ensembleset v : £ — F une bijec-
tion de £ dans F’ dont on notera v la bijection réciproque i.e.

v:F — FE:vou=Idg,uov =Idp.

Montrer que I’application
O 2 (S(E),0) = (S(F),0), f = uo fouw
est un isomorphisme de groupes.

Exercice 11.9.1.13 (Sous-groupes) 1) (Intersection de deux sous-groupes)
Pour deux sous-groupes H et K d’un groupe G, H N K est un sous-groupe de G.

2) (Union de deux sous-groupes)

Etant donnés des sous-groupes H et K d’un groupe commutatif (G, +), montrer que H U K est un sous-
groupe de (G, +) si et seulement si H C K ou K C H.
Indication : Montrer qu’il revient au méme de démontrer que [H ¢ K et HUK sous-groupe entraine K C H |
puis prouver cette derniére assertion.

3) (Famille filtrante)
Faire la preuve du point iv de la proposition I11.8.3.7.

Exercice 11.9.1.14 (Sous-groupe engendré) Soient GG un groupe , S une partie de G et H une autre partie
de G.

Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

a) L’ensemble H est I’intersection de tous les sous-groupes de G contenant .S.

b) L’ensemble H est un sous-groupe de GG contenant S et tel que, pour tout sous-groupe K de G contenant S,
HCK.

c) H est constitué des éléments s155 ... s, avec r > 1 oll un élément s; est dans S ou a son inverse dans S.
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Exercice I1.9.1.15 (Caractérisation des sous-groupes distingués) Compléter la démonstration de la proposi-
tion I1.8.10.3.

Exercice I1.9.1.16 (Image réciproque/directe) Faire la preuve de la proposition 11.8.10.8.

Exercice 11.9.1.17 (Sous-groupe d’un groupe fini) Faire la démonstration de la proposition I1.8.12.3 et com-
parer avec la proposition I1.8.3.5.

Exercice 11.9.1.18 Faire la preuve du point i de la proposition I1.8.12.8.
Exercice 11.9.1.19 (Groupe des automorphismes) Complétez la construction de 1’exemple I1.8.3.6.

Exercice I1.9.1.20 On suppose que F est munie d’une relation d’équivalence ~ et d’une loi
- ExFE — E.
On suppose que - et ~ sont compatibles c¢’est-a-dire que
V(z,y,2,t) EEXEXE, (t~y Az~t =x-2 ~y-t).
Onnoter : E — E/ ~ lasurjection canonique .

1) Montrer qu’il existe une uniqueloi { : E/ ~ XFE/ ~ — FE/ ~ tel que 7 soit un morphisme c’est-a-dire
que
V(z,y) € EXE, (n(z-y) = n(2)t7(y)) .

On parle alors de structure quotient.

2) Montrer que si - est associative, (resp. possede un élément neutre ) (resp. est commutative) il en est de
méme de {. Montrer que si z € E posséde un symétrique y pour - alors w(y) est le symétrique de 7(x) pour .

3) Donner des exemples déja connus des constructions précédentes.

Exercice 11.9.1.21 (Congruence modulo n) 1) Montrer que tout entier relatif divise 0 tandis que 0 ne divise
que lui-méme.

Pour tout entier naturel n on définit la relation de congruence modulo n sur 7 par a congrue a b
modulo 7 si n divise b — a et ’on écrit
a = bln].

2) Montrer que la relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence .

On notera Z/nZ ’ensemble des classes d’équivalence pour la relation de congruence modulo 7,
qu’on abregera en Classes de congruence modulo n.
Pour tout ¢ € Z, on notera 7, (a) ou @ la classe de « modulo 7 .

3) a) Montrer que 7, : Z — 7Z/nZ est une application surjective. On 1’appelle usuellement surjection
canonique.

b) Est-elle injective ?
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4) Donner le cardinal de Z/nZ .

5) Un entier naturel n étant fixé, montrer que, pour tout quadruplet (a, b, ¢, d) d’entiers relatifs,
a =cnletb =dn] = a+b =c+dn];

c’est-a-dire que la relation de congruence et la loi d’addition + sont compatibles

11.9.2 . —Action de groupe

11.9.2.1. —Quelques résultats du cours a démontrer
Exercice 11.9.2.1.1 Quelques résultats du cours a propos des actions de groupe (cf. I1.8.5)
1) Faire la démonstration du lemme I1.8.6.5

2) Faire la démonstration de la proposition I1.8.7.1.

3) Faire la démonstration du point i de la proposition 11.8.7.3.

Exercice 11.9.2.1.2 Faire la démonstration du point ii de la proposition 11.8.9.5.

Exercice I1.9.2.2 (Stabilisateur) Soit (G, *) un groupe et £ un ensemble muni d’une action de G notée
g -z pour tout (g,x) € G X E.

Montrer que pour tout (z,g) € E x G, Stabg(g-2) = g * Stabg(z) * g~1.

Exercice I1.9.2.3 (Equation aux classes)

Soit (G, *) un groupe dont on note e 1’élément neutre .

Pour tout (7,y) € G x G, on dit que y est conjugué a x s’il existe g € Gtelquey = g~ ' *xzx*g.

On notera x ~ y.
1) Montrer que la relation « est conjugué a » est une relation d’équivalence dite relation de conjugaison ce qui

permettra de dire dorénavant x et y sont conjugués. On appellera classe de conjugaison d’un élément v € G
et on notera T sa classe pour la relation de conjugaison.

2) On appelle centre du groupe G qu’on note Z(G) le sous-ensemble

Z(G) :={g € G;Vhe G, gxh = h*xg} C G.

a) Montrer que Z(G) est un sous-groupe distingué de G.
b) A quellle condition nécessaire et suffisante sur Z(G) G est-il abélien ?

¢) Caractériser les éléments de Z(G) a 1’aide de leur classe de conjugaison.
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d) Montrer que si G/Z(G) est monogene alors G est abélien.
Indication : On pourra penser a écrire (en le justifiant bien entendu !) un élément x € G sous la forme

x =zxg",z € Z(G), g générateurde G/Z(G) , n € N.

3) Pour tout z € G, on appelle stabilisateur de x et on note Stab (z) ’ensemble

Stabg(z) == {g € G;x = g7l xxxg} C G.

a) Montrer que, pour tout z € G, Stabg(x) est un sous-groupe de G.

b) Quelle sous-groupe remarquable de G est contenu dans Stabg () pour toutz € G, Que vaut

(] Stabe(z)?
z € G
Pour tout z € G, tout (y,2) € G x G,onnote z ~, ysiyxz"' € Stabg(x).

¢) Rappeler pourquoi ~, est une relation d’équivalence.
d) Montrer que, pour tout z € G, on a une bijection

G/~ 2 T.
e) En déduire que si G est fini

Vz € G, #(G) = #(T) - #(Staba(z)) .

4) Soit p un nombre premier et 1 € N*. on suppose désormais que #(G) = p".

a) Montrer que sir =1, i.e. #(G) = p G est cyclique et par conséquent abélien.
On suppose maintenant que » € N* est quelconque.

b) Quelles valeurs peut prendre #(Z) pourz € G 7

Notons C I’ensemble des classes de conjugaison de G,

Co :={c € C;#() = 1}letCx :=C\ Co.

¢) Montrer que
#(Z(Q) = #(G) = > #(0)
c€Coo
et en déduire que p|#(Z(G)).
d) Endéduire quiilexiste k € N1 < k < rtel que #(Z(GQ)) = pt.

e) Déduire de ce qui précede que, si #(G) = p?, G est abélien.
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11.9.3 . —Morphismes

Exercice I1.9.3.1 (Morphismes) 1) (Identité)
Faire la démonstration du point i du lemme II.1.3.

2) (Composé)
Faire la démonstration du point ii du lemme I1.1.3.

Exercice 11.9.3.2 (Inverse) Faire la démonstration du lemme I1.3.3.
Exercice 11.9.3.3 (Isomorphismes) Compléter la démonstration de la proposition I1.3.5.

Exercice 11.9.3.4 (Groupe des automorphismes) Soit G un graphe (resp. un graphe a involution ,) (resp.
un graphe non-orienté .)

1) Montrer que Autgpn(G) (resp. Autgppv (G),) (resp. Autgppn-o(G),) est un groupe pour la loi de
composition o.

2) Montrer que 'application Autapn(G) (resp. Autepp (G), ) (AutGthfo (@), )

est un morphisme de groupes .

3) Etant donné un graphe (resp.un graphe a involution ,) (resp. un graphe non-orienté ) Het¢ : G = H
un isomorphisme de graphes (resp. un isomorphisme de graphes a involution ) (resp. un isomorphisme de
graphes non-orientés ) construire un isomorphisme de groupes

AutGph(G) = AutGph(H) s
(I'CSp. AutGphInv (G) = AutGphInv (H) , )
(I'CSp. AutGth—O (G) = AutGth—O (H) . )

11.9.4 . —Sous-graphes
Exercice 11.9.4.1 (Sous-graphes) Faire la démonstration de la proposition I1.2.1.

Exercice 11.9.4.2 (Sous-graphe) Faire la démonstration de la proposition I1.2.3.

195 .-

Graphes finis simples non-orientés

Exercice I1.9.5.1 (Chemins et cycles dans un graphe) Soit G := (V(G),&(G),e(G)) ungraphe fini (non
vide.) On note §(G) := min, ¢ y(q)(da(u)) .

1) Montrer que G contient un chemin de longueur §(G) i.e. un sous-graphe isomorphe aPjc).

2) Sidé(G) > 2, montrer que G contient un cycle de longueur > §(G) i.e. un sous-graphe isomorphe 2a
Cy, 0> 6(Q).
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Exercice 11.9.5.2 (Exemples de groupes d’automorphismes) Soitn € N.

1) Déterminer le groupe Autgpnn-o(I,) du graphe isolé an sommet s.
2) Déterminer le groupe Autgppn-o(K,,) du graphe complet a n sommets

Exercice I11.9.5.3 (Automorphismes) 1) Déterminer le groupe des automorphismes  du graphe fini simple
non-orienté P, pourn > 2.

2) (Automorphismes de C,)
Onnote I' := Autgpn~-o(Cy) le groupe des automorphismes  du cycle C,.

a) Montrer que 'application V qui a tout @ = (V(a),E()) € T associe V() est un morphisme de
groupes (cf. la définition I1.8.2.1,) de I" dans le groupe symétrique Sy.

b) Le morphisme V est-il surjectif ?
¢) Est-il injectif ?

d) DéterminerI'.
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