Nouveau concept physique

CHAPITRE [

L 'ensemble microcanonique

e calculer 'entropie d’un systéme isolé

Ce chapitre traite des systemes isolés. Dans le cas de ’ensemble mi-
crocanonique, les photocopies du systéme sont toutes isolées et 1’énergie
interne F d’une photocopie est comprise dans un intervalle 0 E compte-tenu
de 'impossibilité de mesurer avec une précision infinie I’énergie.

7.1 Formule de Boltzmann de ’entropie

Nous avons postulé dans un chapitre précédent que le nombre de mi-
croétats accessibles au systeme est maximal a I’équilibre pour un systéeme
isolé (nous pouvons voir ce postulat comme une conséquence du postulat
d’équiprobabilité des microétats et du principe ergotique).

Nous considérons deux systémes 1 et 2 d’énergies E; et Es en contact
thermique et qui ont donc la méme température a 1’équilibre d’ou
Ty, = T5. Les deux systémes sont isolés, I'énergie totale £ = E; + FEy est
donc constante et I'énergie F; suffit donc a spécifier le macroétat du systeme
{1+2}. Nous notons £;(F;) le nombre de microétats du systéme 1 qui
correspondent a 1'énergie E7 et Q2(F2) le nombre de microétats du systéme
2 qui correspondent a I’énergie Es. Ainsi, le nombre de microétat du systéeme
{142} est Q1 (E1)Q2(E2) = Qi (E1)Q(E — Ep) (pour chaque microétat
accessibles au systéme 1, il y a Q2 microétats accessibles au systéme 2).

Etant donnée que le systéme {142} est isolé, nous devons avoir :

d
— N (BN (E—FE1)) =0
B, 1(E1)Qs( 1)
soit : i i
1 2
S0, -0 —2 =0
dE, 2 B,

Cette derniere équation peut se réécrire :

1 dy 1 dQy

QU dE  Q,dE,
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dln Ql dln QQ
= =
dEq dEs
Etant donné que Ty = T, nous pouvons identifier d}ir};l a une quantité

proportionnelle a la température.

Le terme d}i‘lEQ est homogene a l'inverse d’une énergie, nous posons
donc kBLT = d}ﬁaﬂ ou kp est la constante de Boltzmann qui vaut kg =

1.3807 x 10723 JK~!. La température thermodynamique a pour expression

% = (g—%)w - Nous en déduisons la définition de I'entropie de Boltzmann :

[ S =kznQ ] (7.1)

ou {2 est le nombre de micro-états accessibles au systeme.

Lavidéohttps://www.youtube. com/watch?v=vs0J9qpppUA décrit brie-
vement ’histoire de cette formule et ces conséquences.

7.2 Le gaz parfait "classique"

Nous cherchons maintenant I’entropie d’un gaz parfait de N particules
dans une enceinte isolé de volume V. L’énergie E du gaz est connu avec
une incertitude AF petite devant E. Nous allons calculer le nombre N de
microétats d’énergie inférieure ou égale a E puis nous en déduirons la densité
p de microétats et enfin le nombre 2 de microétats accessibles.

Nous verrons que pour un nombre de particules macroscopiques, que
le nombre de microétats et donc 1’entropie est indépendante des
fluctuations % Nous retrouvons le fait que les fluctuations sont

négligeables pour un systéme macroscopiques.

Nous devons cependant définir plus précisément dans quelle condition
nous allons faire ce calcul et que signifie "classique" dans le gaz parfait
classique. En effet, il existe deux types de particules dans la nature : les
bosons et les fermions. Ces deux particules ont des comportements différents
et un gaz de bosons ou un gaz de fermions n’a pas les méme
propriétés.

7.2.1 L’approximation de Maxwell-Boltzmann

Nous pouvons cependant ignorer le caractere fermionique ou bosonique
du gaz si nous sommes dans une situation ou la probabilité que deux par-
ticules occupent le méme état est négligeable. Cette situation est 'approxi-
mation de Maxwell-Boltzmann. Dans ce cas, le principe d’exclusion de Pauli
est automatiquement respecté et un gaz de fermions ou de bosons ont
le méme comportement. Nous devons donc étre dans une situation ou la
distance moyenne qui sépare deux particules est beaucoup plus
grande que ’extension spatiale typique de la fonction d’onde as-
(%)
ou Ay, = \/#W est la longueur d’onde thermique de De Broglie qui re-
présente 'ordre de grandeur de I'extension spatiale de la fonction d’onde
d’une particule & la température T (figure [T.T)).

sociée a une particule. Autrement dit, nous devons avoir Ay, <<
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Figure 7.1: Ilustration sché-
matique de I’approximation
de Maxwell-Boltzmann. L’ex-
tension du paquet d’onde de
probabilité associé a chaque
particule est petite devant la
distance moyenne entre deux
particules.


https://www.youtube.com/watch?v=vs0J9qpppUA
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7.2.2 Calcul du nombre de microétats accessibles
L’espace des phases est discret ...

Prenons I'exemple d’une particule unique de masse m se déplacant dans
une boite a une dimension de longueur L. La dynamique de la particule est
2
solution de I’équation de Schrodinger — U = EVUsoit U = C sin(kz)+
2mE

2m 6:62

C5 cos(kx) avec k = . La fonction d’onde doit respecter les conditions

aux limites U(x = 0) = 0 et U(z = L) = 0. La premiére condition aux
limites implique que Cs = 0 tandis que la deuxiéme condition aux limites
quantifie les valeurs possibles de k puisque £ = nX avec n = 1,2,3,....

L
Les niveaux d’énergie de la particule sont donc quantifiées et données par

E=1L1 ’bn La valeur de n est donnée par :

L
n=—(2mE)Y?
— (2mE)
et permet donc de compter le nombre de microétat d’énergie inférieure a

E, c’est tout simplement la valeur de n pour 1’énergie E correspondante.
Ainsi :

L
N(E) = 2mE)"/?
(B) =n = 2 omp)
La densité de microétats a donc pour expression p = & = L (2m)1/2p~1/2

et le nombre de microétats accessible pour une énergie comprise entre E et
E + §F a pour expression :

L
-5 h(2m)1/2E_1/25E
7

Si la boite est de taille macroscopique alors le Coefﬁaent L2 est
trés petit ce qui signifie que n est tres grand pour une energle de
particule typique a 7" ambiant. La valeur de n est donnée par :

L
n = —(2mE)"?
— (2mE)
donc I’écart relatif entre deux valeurs consécutives de n a pour expression

ntlon — 2h(9mE) =12 et est donc tres petit devant 1.
n

Ainsi, pour un systéme de taille macroscopique, I’écart entre les
niveaux d’énergie est négligeable devant 1’énergie d’une particule
et nous pouvons alors adopter un espace des phases continu et
utiliser la physique classique pour calculer le volume occupé dans
I’espace des phases comme nous allons le montrer dans la sous-section
suivante.

. mais il peut étre considéré continu

Reprenons l'exemple d’une particule unique de masse m se déplacant
dans une boite & une dimension de longueur L. Nous traitons maintenant le
probleme en utilisant la physique classique et I’espace des phases n’est plus
constitué des nombres quantiques mais de la position x et de 'impulsion p,
de la particule.

Le nombre total de microétat d’énergie égale ou inférieure & E est donnée

par :
V2mE
dx J-
h3 J 2mE

h3 2mE

N(E)
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malisation de la fonction d’onde
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La densité de microétats a donc pour expression p = ﬁ =1L =g Im [=1/2 et
le nombre de microétats accessibles pour une énergie comprlse entre E et

E + AFE a pour expression :

dN L\/2m
dE
Nous retrouvons donc bien I'expression de sous-section précédente en utili-

sant le fait que h = %

0= E'2AE

Nous pouvons donc retenir que compter le nombre de microétats
pour un systéme ou les particules ne sont pas sur un réseau né-
cessite d’utiliser ’espace des phases et que nous pouvons utiliser
la physique classique pour déterminer le volume de I’espace des
phases occupé par le systéeme. Nous allons donc travailler dans un es-
pace 6N dimensions et noter (giz, giy, gi») les positions de la i-éme particule
et (Diz, Piy, Pi=) les impulsions de la i-éme particule. Dans cet espace, le plus
petit volume occupé par un microétat a pour expression h*Y. Le nombre
de microétats, noté ® pour ne pas confondre avec le nombre de particules,
du systeme a donc pour expression :

1 N
(B) = 7585y I <J J J dqizdqiydg;. J J J dpimdpiydpiz>
1=1
1 N
= NN H (V J- J- J- dpiz dpiydpiz)

= 13N N,J Jdplzdplydplz dpNedpnydpn -

ou nous avons divisé par N! pour tenir compte de l'indiscernabilité des
particules.

N
L’énergie totale E des particules est E = Y E;. Pour un gaz parfait,

I’énergie potentielle d’interaction est négligeable devant 1’énergie
cinétique des particules. L’énergie totale a donc pour expression E =

> ﬁpf o p? = p?, + p?y + p2, est la norme de I'impulsion de la p-iéme
i=1
particule. Nous avons donc, pour un gaz parfait :

Pie + D1, + P, + o+ DXa + DAy DR, = 2mE

C’est ’équation d’une hypersphere de dimension 3N et de rayon v2mkFE.

Le nombre de microétats d’énergie inférieure ou égale & E a donc pour
expression :
vN o1

3N/2
B(E) = TN N!—(w)'(%rmE) /
Y

Nous allons maintenant mettre le nombre de microétats sous une forme qui
va nous permettre de faire apparaitre I’extensivité de ’entropie. En effet,
Pentropie est donnée par S = kpIn ), nous cherchons donc une expression
de € sous la forme (variable intensive) pour obtenir :

S = NkpIn(variable intensive)

L’approximation de Stirling nous permet d’écrire In N! = NInN — N
soit nN! =In NV —IneVN =1In (%)N d’ou N! = (%)N d’ou :

®(E) = VAN (4B oy,
“\N 3h2N ‘

La densité de microétats a donc pour expression :
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= [] est implicite dans 1'utilisa-
tion de ce facteur % que nous
sommes dans une situation ou la
nature quantique de la particule -
boson ou fermion - n’a pas a étre
prise en compte. Nous sommes
donc dans le cadre de ’approxi-
mation de Maxwell-Boltzmann
lorsque nous utilisons ce facteur
pour tenir compte de I'indicerna-
bilité des particules.

= Une hypersphére de dimen-
sion N >> 1 et de rayon

R a pour expression V =
aN/2 N _ N2 N
e +1)R ( )R
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N 3N/2
p(E) = 4 drmE / e5N/2+ln(3N/2)i
N 3hZN E

Le nombre de microétats compris entre E et E + 6FE a donc pour ex-

pression :
N 3N/2
0= (Z) (47TmE) / esN/2+1n(3N/2)5_E
E

N 3h2N

7.2.3 Equation de Sackur-Tetrode et propriétés d’un
gaz parfait

L’entropie du gaz parfait a donc pour expression :

S:N@m<%>ﬁg@m<“mE)£ﬁ@+@m@Mm+@m<%v

3h2N 2

Nous avons §E << E et N >> 1, les termes kp In (2£) et kpIn(3N/2)
sont donc négligeables devant les autres. Autrement dit, nous négligeons les
termes qui proviennent de la différence entre Q et ®(E). Mathématiquement,
cela est due au fait que le volume d’une hypersphere est contenu dans sa
surface. Nous obtenons donc ’équation de Sackur-Tetrode :

V> 3N <4me> 5Nkpg (7.2)

S =Nkgln (N +7k31n 32N 5

Cette équation est I'entropie d’un gaz parfait dans 'approximation de
Maxwell-Boltzmann, c¢’est-a-dire pour un gaz ou les paquets d’onde asso-
ciés aux particules ne se recouvrent pas et ou le caractere fermionique ou
bosonique d’une particule peut-étre oublié.

Nous pouvons en déduire les grandeurs thermodynamique du gaz. La

température est donnée par :
1 [0dS
T \0E),y

3Nkp
2F

Eng@T (7.3)

Nous retrouvons le fait que ’énergie interne d’'un gaz parfait dépende uni-
quement de la température. Il est intéressant de noter que le facteur 3
provient dans le calcul du nombre de degré de liberté d’une particule qui se
déplace ici dans un espace a 3 dimensions. L’énergie interne d’un gaz parfait
est donc de %NI{:BT par degré de liberté.

Nous pouvons déterminer ’expression de la pression qui est donnée par :

P_(%
T \oV)gyn

Nkp
v

d’ou :

[ PV = NkgT ] (7.4)
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= Notons que 1’équation de
Sackur-Tetrode prédit une entro-
pie négative pour pour une tem-
pérature et une énergie suffisam-
ment basse du gaz ce qui est ab-
surde et montre qu’une descrip-
tion classique du gaz n’est pas
correct a basse température.
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Nous retrouvons donc I’équation d’état d’un gaz parfait.

L’entropie d’'un gaz parfait se réécrit en utilisant £ = %N kT et en

introduisant la densité n = % :

1 (2rmksT\*?\ 5Nkg
= Nkgln [ — [ /25— .
S pln (n < 2 > + 5 (7.5)
soit :
5Nk
§="3 B Nkgln(nA},) (7.6)

en introduisant la longueur d’onde thermique de De Broglie.

7.3 Meélange de gaz parfaits

Considérons deux gaz parfaits & la méme température constitués de par- P e
ticules différentes notés N7 et Ny mais de méme masse pour simplifier les A, o ° |/
expression. Nous pouvons par exemple prendre un gaz de monoxyde de car- / o ° j
bone et un gaz de diazote. j e e ° °

L]
Chaque gaz est dans une enceinte de volume identique séparé par une j . ¢ ° . ° j
[e]
paroi de lautre gaz (figure [[.2)). Nous retirons la paroi, chaque gaz subit o * ° ’
une détente de joule et de I'information est perdue dans cette détente ce qui Lol
a pour effet d’augmenter I'entropie traduisant 'irréversibilité de la trans-
formation. A
/7

La variation d’entropie du systéme, appelée entropie de mélange, est A e 0 ° o e° j

donnée par : ; o RS |
Vi ¢ ° . ° 7/
L]

AS = Sfinal - Sinitiale / ° O e o © /
/ o |/
5N1kp ny |3 SNa2kp n2 |3 * * ° Y.

= 2 — NikpIn (7)‘th) + 2 — Naokpln (7)‘%) ’ 77 7 77 77777777

5Nk 5N1k ,

_ ; B\ Nikgln (n1X3,) — ; B\ Nikgln (n2)3,) FIGURE 7.2: Mélange de deux

gaz parfaits différents.
= NikgIn2 + NokpIn2

Dans le cas ou le volume final n’est pas deux fois plus grand que le
volume initial, I’entropie de mélange a pour expression :

1% 1%
AS = Nikpln (7) + NokpIn (72) (7.7)

1

Dans la cas ou les deux gaz sont identiques, la variation d’entropie doit
étre nulle puisque la transformation est réversible. Nous avons effectivement
dans ce cas :

AS = Stinal — Sinitiate

5k
= TB(N1 + No) — (N1 + No)kp In (nA},)

Nik Nok
20 5+ NikpIn (n)j,) - 5%3 + Nokp In (nA3,)
=0
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7.4 Le gaz parfait ultra-relativiste

L’énergie d’une particule sans interactions a pour expression E? = p?c?+

m2c* otl m est la masse de la particule dans le référentiel lié & la particule.

Nous avons étudié dans les sections précédentes le cas d’une particule
non relativiste, c’est-a-dire, tel que p << mec, dans ce cas, nous avons

%=1/1+m2c2_mc+ douE

Pexpression de 1’énergie c1net1que utilisée dans les sections précédentes.

2
2~ + mc?. Nous retrouvons alors

Nous allons nous intéresser dans cette section au cas d’une particule
ultra-relativiste telle que p >> mc. Dans ce cas, ’énergie d’une particule a
pour expression F = pc. L’énergie cinétique de la particule domine I’énergie
de masse au repos de la particule.

L’énergie interne d’un gaz parfait de particules ultra-relativiste
a donc pour expression :

o |
I
OB

Di

=1

Le volume occupé par le gaz d’énergie inférieure ou égale a E dans
I’espace des phases a pour expression :

=N h3 ~ J J J dp1zdp1ydp: .. J J J dpNodpNydpN -

ou l'intégration sur les coordonnées spatiales a déja été effectuées.

Nous devons donc calculer l'intégrale :

f f f dp1zdp1ydpis... J- J- J- dpNdpNydpn -

E N
T = 2D
i=1

N
avec Y. p; =
i=1

En généralisant, le calcul a 1 et 2 particules, nous conjecturons que
le volume occupé dans 1’espace des phases des impulsions est de
la forme V = (E)3

- Pour déterminer ’expression de «, nous allons
calculer :

+00 400 400 —+00 400 400
= J J fdpudmydpue*pl-..f J Jdpzvxdpzvydpzvze*”
—00 —00 —00 —00 —00 —00

de deux manieres différentes.

L’élément de volume en coordonnées sphériques a pour expression d’apres
. 3N-1
notre conjecture dV = a3N (%) 4B

c °

L’intégrale I se réécrit donc :

+00 +00 +00

I= dp1zdp1ydpy ... J- J- J- dpnzdpnydpn e~ 2P
—0 —0 —0 —00 —00 —0
+o0
= J dVe <
0

3N—1
oz3NJ <E> 67% b
c c
0

[
Q
w
2

w
=

\
=
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1w Dans cette expression, p? =
2,2 1

m-v® ou ———— est le

'Y 7= 1—v2?/c?

facteur de Lorentz.

= Pour une particule a 3D, le
volume occupé dans Iespace
des phases a pour expres-
- — Vir (E\3

sion @ = h3§(c)' Pour
deux particules a 3D, le vo-

1ume occupé est donné par ¢ =

th S S S dplzdplydplz S S SdPQIdPdePQZ

s01t 0] .
W > (4m)? 1 gy 1 pdps =

360h6 (4m)? ( )2'

E/c
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= a(3N)!

Nous pouvons également calculer I en remarquant que :

+00 +00

=11

= (4m)N

+00

dplzdplydplze_pl J-
—00 —

+

00 +00

J- dezdeydeze_pN
—0o0

+
L s—
8%

+000
pre Pidpy... J pae PNdpy
0
N

+00

f p°e Pdp
0

/\O%

=

= (4m)N2

(4m)N 2N
(BN)!

d’ot a =

Le volume occupé par le gaz d’énergie inférieure ou égale a E dans
I’espace des phases a donc pour expression :

o= =
c

VN (ar)NoN BN\
NIB3N  (3N)! ( )

En utilisant 'approximation de Stirling, cette expression se réécrit :

oo (VY (2
N 3Nhe

La densité de microétats a donc pour expression :

N 3N
p=etN K 2r'BE ol av 1
N 3Nhe E

et le nombre de microétats compris entre F et E + §F a pour expression :
N 3N
O — AN K 23 E 61n3N5_E
N 3Nhc E

L’entropie d’'un gaz parfait ultrarelativisite a donc pour expression :

% 2m3E 6E
S = 4N]{/’B +NI{ZB In (N) +3NI{ZB In ( 3Nhe ) +kB 1D(3N)+I{?B In (f)

Nous avons dF << E et N >> 1, les termes kp 1n( ) et kpIn(3N)
sont donc négligeables devant les autres. Nous obtenons donc :

(7.8)

1/3
S = 4Nkg + Nkgln (%) +3Nkgln (2” E)

3Nhe

Nous pouvons en déduire les grandeurs thermodynamique du gaz. La
température est donnée par :

1 (S
T <8_E>V,N
3Nkp
E
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E = 3NkpT ] (7.9)

Nous retrouvons le fait que 1’énergie interne d’un gaz parfait dépende uni-
quement de la température. Il est intéressant de noter que le facteur 3
provient dans le calcul du nombre de degré de liberté d’une particule qui se
déplace ici dans un espace a 3 dimensions. L’énergie interne d’un gaz parfait
ultrarelativiste est donc de NkpT par degré de liberté.

Nous pouvons déterminer ’expression de la pression qui est donnée par :

p_ (2
T \oV)gn

_ Nkg
Vv

[ PV = NkgT ] (7.10)

Nous retrouvons donc ’équation d’état d’un gaz parfait.

L’entropie d’un gaz parfait se réécrit en utilisant £ = 3NkgT et en

introduisant la densité n = % :

[ S =4Nkp — NkgIn (nA®) ] (7.11)

her?/3

avec A = T

7.5 Evolution adiabatique réversible d’un gaz
parfait

Pour une transformation réversible, le second principe montre que la
chaleur regue a pour expression §QQ = T'AS. Un systeme dont 1’évolution
est adiabatique et réversible subit dont une transformation isentropique.

L’expression S = % — Nkpln (n)\fh) de I'entropie d’un gaz parfait
non relativiste montre qu’'un gaz qui évolue suivant une transformation adia-
batique réversible suit la loi V132 = ¢st.

Pour un gaz relativiste, une transformation adiabatique réversible du
gaz suit la loi VI3 = cst.
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