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TD 6 : Introdu
tion à l'équation de Navier-Stokes - solution

1 Pour bien 
ommen
er

Exer
i
e 1 : L'équation de Navier-Stokes

1. ρ
�

B~v
Bt
� p~v.

#»

∇q~v
	

� ρ~g �
#»

∇P � η∆~v. Valide pour un �uide Newtonien in
ompressible.

2. ~v
�uide

� ~v
solide

et égalité des 
ontraintes entre deux �uides.

3. Le rapport entre le terme d'inertie et le terme de vis
osité a pour expression Re � UL
ν

où L est l'ordre de

grandeur de la distan
e sur laquelle la vitesse varie.

4. La proje
tion de l'équation N-S selon l'axe Ox a pour expression ρ
�

Bvx
Bt

� pvx
B

Bx
� vy

B

By
� vz

B

Bz
qvx

	

�

�

B

Bx
P � η

�

B

2

Bx2 �
B

2

By2 �
B

2

Bz2

	

vx
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2 Les savoir-faire

Savoir utiliser les 
onditions aux limites pour déterminer un é
oulement visqueux

Exer
i
e 2 : Cou
he de �uide horizontale

1. Invarian
e par translation don
 le 
hamp de vitesse du �uide est de la forme ~v � vpyqpux et le


hamp de pression est de la forme P � P pyq. L'a

élération de la parti
ule �uide a pour expression

D~v
Dt

� p~v.~∇q~v � v B

Bx
v � 0.

2. div ~v � 0 s'é
rit

Bvx
Bx

� 0 don
 vx ne peut pas dépendre de x dans le 
as d'un é
oulement in
om-

pressible.

3. L'équation de NS a pour expression ρ~g�
#»

∇P �η∆~v. La proje
tion de l'équation de NS sur l'axe Ox

a pour expression

B

2

By2 vpyq � 0 et la proje
tion de l'équation de NS sur l'axe Oy a pour expression

�ρg � BP
By

� 0. Le 
hamp de pression a don
 pour expression P � C � ρgy où la 
onstante C est

déterminée grâ
e à la 
ondition aux limites P py � eq � P0 d'où P � P0 � ρgpe� yq.

4. vpyq � Ay � B. Les 
onditions aux limites impliquent que

Bv
By

� 0 en y � e don
 A � 0 et

vpy � 0q � U don
 B � U . Ainsi v � U .

Exer
i
e 3 : É
oulement laminaire sur un plan in
liné

1. Oui 
ar div ~v � 0.

2. L'équation de N-S a pour expression ρ~g�
#»

∇P � η∆~v. La proje
tion de l'équation de N-S sur l'axe

Ox a pour expression ρg sinα� BP
Bx

� η B
2v
By2 � 0. La proje
tion de l'équation de N-S sur l'axe Oy a

pour expression �ρg cosα� BP
By

� 0

3. L'intégration de l'équation de N-S selon l'axe Oy donne P � �ρg cosαy � Cpxq. Nous avons

P py � eq � P0 quelque soit x d'où P pyq � P0 � ρg cosαpe� yq.

4. Nous avons ρg sinα � η B
2v
By2 � 0 d'où

Bv
By

�

�ρg sinα
η

y � C. La 
ontrainte exer
ée par l'air sur le

�uide est nulle, nous devons don
 avoir

Bv
By
py � eq � 0 d'où C �

ρg sinα
η

e. Une nouvelle intégration


onduit à v � ρg sinα
η

ype� y
2
q�C. Puisque vpy � 0q � 0, nous avons C � 0 d'où v � ρg sinα

η
ype� y

2
q.

5. Dm � ρL ρg sinα
2η

³e

0
ype� y

2
qdy � ρL ρg sinαe3

3η

6. vmax �
ρg sinαe2

4η
� 10

�2
ms

�1
et Re �

ρLU
η

� 10
�2

. É
oulement laminaire.

7. vmax �
ρg sinαe2

4η
� 10m s�1

et Re �
ρLU
η

� 104. É
oulement turbulent. Le 
hamp de vitesse 
hoisi

au départ n'est pas 
orre
t.
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Savoir établir la loi de Poiseuille

Exer
i
e 4 : É
oulement laminaire dans une 
onduite 
ylindrique

On étudie un é
oulement permanent et visqueux dans une 
onduite 
ylindrique horizontale de se
tion


ir
ulaire et d'axe Oz. On note R le rayon de la 
onduite et L sa longueur. On étudie l'é
oulement en

régime laminaire loin de l'entrée et de la sortie de la 
onduite. Cela revient à 
onsidérer la 
onduite

in�nie. L'é
oulement est généré par un gradient de pression 
onstant. La di�éren
e de pression est notée

∆P de part et d'autre de la 
onduite.

1. L'é
oulement est laminaire, le 
hamp de vitesse doit alors respe
ter les symétries et les invarian
es

d'où ~v � vprqpuz .

2. div ~v � 0. L'é
oulement est in
ompressible.

3. puz est un ve
teur unitaire dont l'orientation reste �xe. Le Lapla
ien ve
toriel s'exprime don
 en

fon
tion du lapla
ien s
alaire. On donne ∆fprq � 1

r
B

Br

�

r B
Br
fprq

�

en 
oordonnées 
ylindriques.

4. L'équation de N-S projetée sur l'axe Oz a pour expression �

BP
Bz
� η 1

r
B

Br

�

r B

Br
vprq

�

� 0. Le gradient

de pression est 
onstant, nous avons don
 P � Az �B d'où P � �

∆P
L

z � P1. Ainsi
BP
Bz

� �

∆P
L

.

5. Nous avons don


1

r
B

Br

�

r B
Br
vprq

�

� �

∆P
Lη

. Nous en déduisons que r Bv
Br

� �

∆Pr2

2Lη
� C. Le gradient

de vitesse ne peut pas être in�ni en r � 0, nous avons don
 C � 0 d'où

Bv
Br

� �

∆Pr
2Lη

. Une autre

intégration 
onduit à v � �

∆Pr2

4Lη
�C. La vitesse est nulle en r � R d'où vzprq �

∆P
4ηL

pR2
� r2q. Le

pro�l de la vitesse dans la 
onduite est don
 parabolique.

6. Le débit volumique a pour expression DV �

πR4

8ηL
∆P

7. Nous avons ∆P �

8ηL
πR4DV . La résistan
e hydraulique d'une 
onduite 
ylindrique a don
 pour

expression Rh �
8ηL
πR4 .

8. ∆P � ρgh d'où R �

ρgh
Dv

�

13,6�1000�20.10�2

3.10�6 � 9� 108Pa s�3m�1

Savoir déterminer un 
hamp de pression

Exer
i
e 5 : Champ de pression en 
oordonnées 
artésiennes

∆~v �

~0 et p~v.~∇q~v � pax � bqapux � pax � bqcpuy � p�ay � cxqapuy. L'équation de NS a don
 pour

expression �

BP
Bx

pux�
BP
By

puy � ρpax� bqapux� ρpax� bqcpuy � ρp�ay� cxqapuy d'où

BP
Bx

� �ρpax� bqa soit

P � �ρ
�

a2x2

2
� abx

	

�P pyq et BP
By

� ρpax� bqc� ρp�ay� cxqa d'où P � �ρ
�

a2y2

2
� bcy

	

�P pxq d'où

P px, yq � �ρ
�

a2x2

2
�

a2y2

2
� abx� bcy

	

� C où C est une 
onstante.

3 La mise en ÷uvre

Exer
i
e 6 : Champ de pression en 
oordonnées 
ylindriques

On suit la même pro
édure que dans l'exer
i
e pré
édent pour montrer que le 
hamp de pression a pour

expression P pr, θq � �

1

2
ρK2

r2
� C où C est une 
onstante.

Exer
i
e 7 : É
oulement de Couette

1. L'équation de N-S projetée sur un axe Oz a pour expression ρg � BP
Bz

� 0 d'où P � ρgp e
2
� zq � P0 en

utilisant la 
ondition aux limites P pz � e{2q � P0.

2. L'équation de N-S projetée sur un axe Ox a pour expression

B

2v
Bz2 � 0 d'où v � Az�B. Les 
onditions aux

limites vpz � �e{2q � 0 et vpz � e{2q � V impliquent v � V
�

1

2
�

z
e

�

.

3.

~F
S
� η V

e
pux.

Exer
i
e 8 : É
oulement de Couette ave
 gradient de pression
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1. L'équation de N-S projetée sur un axe Oz a pour expression ρg � BP
Bz

� 0 d'où P � ρgp e
2
� zq � P0 en

utilisant la 
ondition aux limites P pz � e{2q � P0.

L'équation de N-S projetée sur un axe Ox a pour expression �

BP
Bx

� η B
2v
Bz2 � 0 ave


BP
Bx

� cst. Nous

en déduisons v �

1

η
BP
Bx

z2

2
� C1z � C2. Les 
onditions aux limites vpz � �e{2q � 0 et vpz � e{2q � V

impliquent v � 1

2η
BP
Bx

�

z2 � e2

4

	

� V
�

1

2
�

z
e

�

Exer
i
e 9 : É
oulement verti
ale

1. La proje
tion de N-S sur un axe Ox a pour expression

BP
Bx

� 0 quelque soit z don
 la pression est 
onstante

dans le �uide.

La proje
tion de N-S sur un axe Oz a pour expression �ρg � η B
2v
Bx2 � 0 d'où

Bv
Bx

�

ρg
η
x� C1. La for
e de

vis
osité exer
ée par le �uide à l'interfa
e est nulle d'où C1 � �

ρg
η
e. Une nouvelle intégration 
onduit à

v � ρg
η

x2

2
�

ρg
η
ex� C2. La vitesse est nulle en x � 0 d'où v � ρg

η

�

x2

2
� ex

	

.

Exer
i
e 10 : Nombre de 
apillaires

Un mm de mer
ure 
orrespond à une pression ρgh où ρ est la masse volumique du mer
ure et h vaut 1mm

d'où ∆P � 4� 10
3
Pa. La résistan
e d'un 
apillaire a pour expression R �

8ηL
πR4 . Les 
apillaires sont en parallèles

don
 Req �
R
N

d'où N �

8ηL
πR4

DV

∆P
�

8.0,004.10�3

3,14.10�24

8,3.10�5

4.103
� 2� 10

11
.
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