Institut Villebon-Charpak L3

Fluide
TD 4 : Cinématique des fluides - partie 1 : réponses

1 Les savoir-faire

Savoir utiliser la dérivée particulaire

Exercice 1 : Utilisation de la dérivée particulaire

1.
DP L=
0 0

= —(ug + bz)(pueb + pb*z) + bypb®y

Savoir déterminer ’accélération d’une particule fluide

Exercice 2 : Utilisation de la dérivée particulaire

1. B0 = k2(z0, + yi,) = K*OM.
D7 _ [

3. ZU = Zebkyty, + K2a?yu,.
DT AT

Savoir identifier une ligne d’émission, une trajectoire et une ligne de courant

Exercice 3 : Différentes images d’un écoulement

1. Lignes d’émission.

2. Trajectoires.




Savoir déterminer ’expression d’une ligne de courant et d’une trajectoire

Exercice 4 : Ecoulement dans un diédre droit

—kx dx 0
1. Les lignes de courants sont données par t AdOM = 0soit | ky |A|dy|= |0
0 dz 0

d’ou kxdy = —kydx et dz = 0. L’équation dz = 0 implique z = cst, les linges de
courant sont donc contenu dans un plan z = cast. On sépare les variables pour

obtenir d—;’

ZoYyo
arbitrairement. La ligne de courant que nous avons déterminé passe par ce point et

est donc donnée par xy = xgyo.

= —df qui donne ln( 4 ) = 0 ou le point (zg,¥yo) est un point choisi

2. L’équation de la trajectoire est donnée par flj—f = —kx et Z—? = ky ou x et y sont les
composantes de la position de la particule, donc, z et y dépendent du temps. Nous
obtenons z = zge " et y = yoe*’. On élimine le temps entre les deux équations
horaires pour obtenir la trajectoire qui est donnée par xy = xgyq.

3. L’équation de la trajectoire s’identifie avec la ligne de courant puisque nous sommes
en régime permanent. On obtient ’équation d’une hyperbole équilatére.

Savoir déterminer l’accélération d’une particule fluide dans un systéme de

coordonnées non cartésiennes

Exercice 5 : Tornade'!

On utilise la forme suivante de la dérivée particulaire :

Dt o = [P —
—=—+4+V|=|+rot T AU

o9 (3)

Le champ de vitesse ne dépend pas explicitement du temps, le terme g—’z est donc nul. En
effet, ce terme est la dérivée en un point fixe et en un point fixe, les vecteurs unitaires

sont fixes. Nous avons donc :

1. e pourr <a:

Dv — (1202
o =V (

) +2Q0u, A rQuy

— —rQ%4, accélération centripéte

e pour r >a:

Dv — (%t
Dt v(2r2)
02t

= ——3 U accélération centripéte
’

Il y a bien continuité de l'accélération a r = a.




2 La mise en ceuvre

Exercice 6 : Ecoulement dans un plan
Soit un écoulement bidimensionnel dont le champ de vitesse (7, t) = —kyu, + kxu, dans
le plan (z,y).
DV _ 12000
1. 5 =—k*OM.
2. Les lignes de courants sont données par kxdr = —kydy d’on y? + 2* = y2 + x3 qui est

I'équation d'un cercle de rayon 4/y2 + x3. Le point (g, o) est un point choisi arbitraire-
ment. La ligne de courant que nous avons déterminé passe par ce point.

3. L’¢équation de la trajectoire est donnée par Ccll—f = —ky et % = kxr ou = et y sont les
composantes de la position de la particule, donc, x et y dépendent du temps. Nous posons
r =ux+ 1y dou % = ikr soit r = roe* avec ry = |role’?. On utilise la formule d’Euler

pour développer Iexponentielle puis on identifie = = |rq| cos(kt + ) et y = |ro| sin(kt +¢).
Nous avons donc 2% + y? = |rg|?. L’équation de la trajectoire s’identifie avec la ligne de
courant puisque nous sommes en régime permanent.

Exercice 7 : Accélération d’une particule fluide

1. On a:

Du =N ov
Ft = (U.V)U + E
= —qwe kY sin(wt — ky)u,

2. Cé—f = awe M cos(wt — ky) et Z—? = 0. On a donc y = cst, les particules sont dans un plan

y = cst et x = .ae” " sin(wt — ky). Les particules fluides oscillent sur une ligne y = cst.

3. Les lignes de courant sont données par dy = 0 et dz = 0 soit y = cst et z = cst. Les
valeurs de y et de z ne varient pas lorsque nous nous déplagons le long d'une ligne de
courant. Les lignes de courants sont donc des droites d’équation y = cst et z = cst.

Exercice 8 : Ecoulement dans une tuyére ]

L’écoulement d’un fluide dans une tuyére a pour champ de champ de vitesse ¥ = (ug +
bx)u, — byu,.

1. II faut tracer les vecteurs en chaque point demandés.

2. %;7 = UOiL\x + bZOM

Exercice 9 : Ecoulement entre deux cylindres

L’écoulement d’un fluide entre deux cylindres concentriques, de rayons Ry et Ry, tournant
autour de leur axe commun aux vitesses angulaires §2; et {25 peut étre décrit par le champ de
vitesse U = (A'r’ + %) Ug.

Q1 R2—Q2R2 RZR2
2. Dans le cas €21 = s, on a v = Qr. Le fluide tourne a la vitesse angulaire €2 = Q; = ).

3. On utilise la forme suivante de la dérivée particulaire :

Dy 07 = [(v?
2

E:E"i‘v —>+7’—0_%7/\17



Le champ de vitesse ne dépend pas explicitement du temps, le terme & 5t U est donc nul. On

obtient :
zv_ 2Ar — —— | U, + 2AU, A | AT + — ) Uy
Dt r? T

(232 2AB>A
= —| =5+ i,

73 r

Exercice 10 : Etude cinématique d’une tornade

On décrit une tornade par un écoulement incompressible a symétrie cylindrique autour d’un axe
Oz qui est décrit en coordonnees cylindriques par un champ de vitesses de la forme @' = vy (r)ug
et un vecteur-tourbillon € = —r_o% 7 connu. O = Qot, est uniforme au sein de la tornade,
c’est-a-dire dans le cylindre de rayon r < a et €2 est nul pour r > a.

1. En utilisant le théoréme de Stokes sur un cercle de rayon r, établir 'expression de vy(r)
d’une part pour r < a et d’autre part pour r > a. Ou la norme de la vitesse est-elle
maximale ?



