Nouveau concept physique

CHAPITRE 3

Cinématique des fluides en
mouvement : partie 1

e calculer I’accélération d’une particule fluide

e déterminer les lignes de courants et les trajectoires des parti-
cules fluides

Nous allons commencer dans ce chapitre 1’étude des fluide en mouve-
ment. Nous allons notamment apprendre dans ce chapitre a calculer ’accé-
lération d’une particule fluide. Nous verrons également les notions d’écou-
lement incompressible et irrotationnel.

3.1 Description Lagrangienne et Eulérienne.
Dérivée particulaire

3.1.1 Description Lagrangienne et Eulérienne

Plusieurs distinctions avec la mécanique du point méritent d’étre souli-
gnées avant de commencer une étude plus détaillée de la cinématique des
fluides.

Considérons une balle en train de tomber, nous repérons la position de
la balle par un vecteur position OM (t) et la vitesse de la balle est donnée
par la fonction vectorielle #(t). La vitesse de la balle dépend uniquement
de la variable ¢ puisque la position de la balle est également fonction de
t. Nous pouvons cependant théoriquement faire un changement de variable
et exprimer le vecteur vitesse en fonction de la position de la balle. Nous
notons le vecteur vitesse ¥(OM) dans ce cas.

La situation est différente pour un fluide. Considérons par exemple I’écou-
lement d’une riviere et supposons que nous regardions un point fixe de la
riviere. Il existe en permanence une nouvelle particule fluide qui vient rem-
placer la précédente et éventuellement avec une vitesse différente. Ainsi, la
vitesse du fluide dép&nc’l a la fois du point considéré et du temps. Nous no-
tons dans ce cas ¥(OM,t) la vitesse d’une particule fluide au point
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Meécanique des fluides

M et a I’instant ¢{. Autrement dit, il existe en chaque point de ’espace
un vecteur vitesse, c’est-a-dire que le fluide est décrit par un champ de
vitesse dans cette approche.

Nous pouvons également, en tant qu’observateur, suivre une particule
fluide des yeux et mesurer les parametres du fluide de cette fagcon. C’est
I’approche lagrangienne.

Nous allons montrer qu’il y a deux contributions a I’accélération d’une
particule fluide que nous suivons des yeux, une contribution qui provient de
la variation temporelle de la vitesse et une contribution qui provient de la
variation spatiale du champ de vitesse.

3.1.2 Dérivée particulaire

Nous allons étudier la variation du vecteur vitesse entre deux points sé-
parés spatialement de dOM et temporellement de dt pour relier ces deux
approches. Nous allons pouvoir ensuite interpréter le résultat obtenu et dis-
tinguer deux causes de variation de la vitesse d’un fluide au cours du temps.
Nous allons donc calculer dv' = v(OM + dOM t+dt) — v(OM t). Cette
situation correspond a la prise d’une phoi)) d’ urﬁ(ﬁoulement a t et d'une
photo & t + dt (figure B1]). Le vecteur v(OM + dOM,t + dt) correspond au
vecteur vitesse du ﬂu1de au point OM +dOM sur la photo prise a l'instant
t t+a dt, le vecteur U(OM t) correspond au vecteur vitesse du fluide au point
OM sur la photo prise a l'instant ¢. Il est important de bien réaliser qu’il
n’y a pas de lien physique entre ces deux vecteurs pour l'instant.
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FIGURE 3.1 — Deux vecteurs vitesses du fluide (ici, I’eau d’une riviére) sé-
parés d’une distance infinitésimale a t (figure de gauche) et & ¢t + dt (figure
de droite).

Nous allons utiliser un systéme de coordonnées cartésien pour faire ce
calcul, les variables dont dépend le champ du vecteur vitesse sont alors
v(x,y, z,t). Nous établirons ensuite une relation intrinséque en reve-
nant a une égalité entre vecteurs.

Commencons par calculer la différentielle de la composante v, du vecteur
vitesse. Nous obtenons :

dv, = vy(x +de,y + dy, z + dz, t + dt) — v (z,y, 2, )
Nous faisons apparaitre les différentes dérivées partielles en écrivant :

dv, =vg(x +de,y +dy,z + dz, t + dt) — v, (x,y + dy, z + dz,t + dt)
+ v, (z,y +dy, z + dz, t + dt) — v (z,y, 2, 1)
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= Cette facon de décrire le fluide
est appelée approche Eulérienne.
L’approche Eulérienne est I'ap-
proche utilisée en électromagné-
tisme et en théorie des champs
de maniere générale.

= Un ballon sonde qui se dépla-
cerait avec le fluide effectuerait
alors des mesures Lagrangiennes.

5 Par définition, la dérivée par-
tielle d’une fonction par rapport
a une variable est la dérivée de la
fonction par rapport a cette va-
riable en fixant toutes les autres

variables. Autrement dit, “’T =
vg (z+da,y,2,t) —vs(z,y,2,t)
dx :




Meécanique des fluides

vy
=aidx+vm($,y+dy,z+dz,t+dt)—vm(ac,y,z,t)

x
=%d$+vm(z,y+dy,z+dz,t+dt)—vz(z,y,z+dz,t+dt)

T

+ v, (z,y, 2z +dz, t + dt) —vy(z,y, 2, 1)

0vy 0vy
=de+Ldy+vm($,y,z+dz,t+dt)—vm(m,y,z,t)

ox oy

Vs g 1+ V% gy 4 +dz,t + dt) — v t+ dt)
=—Z__axr A Uz (T, Y, 2 2 — Uz\T,Y, %,

= oy y y

+ ’Uw(l‘ayazat + dt) - Ul(xayazat)

0v,,

0v,, 0v,, 0v,,

L’expression précédente montre que nous pouvons faire apEaraitre le pro-
duit scalaire entre le vecteur déplacement infinitésimal dOM et 'opérateur

~

— —
vectoriel V qui a pour expression en coordonnées cartésiennes V =

S
~2Y)
BB

)
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afin d’obtenir une expression intrinseque. La relation précédente se ré
donc :

dvy = (dOM Vv, + %dt

La dérivée de la composante v, par rapport au temps a donc pour expres-

sion : N
d dOM 0
dv, _ (dOM &\ - o,
dt dt ot
Il important de remarquer a ce stade que cette relation est purement mathé-
dOM

matique dans le sens ot la quantité <5 n’a pas d’interprétation physique

puisque nous avons considéré deux points de I’écoulement sans lien physique.
Pour fournir une interprétation physique a ce > terme, nous considé-
rons maintenant le cas ou la distance dOM correspond a la
distance parcourue pendant dt par une particule fluide qui
va a gvitesse v et qui est située en M a l’instant ¢. La déri-
dOM
dt
M et la dérivée ‘;—f représente alors ’accélération d’une particule
fluide que peut mesurer un observateur qui suit cette par-
ticule fluide des yeux le long de sa trajectoire (figure B3). Nous
dv

nommons dans ce cas la dérivée 57 dérivée particulaire et nous la

vée correspond alors la vitesse U’ de la particule fluide située en

Dv
notons D

La dérivée particulaire de la composante v, a donc pour expression :

Du, 0vy
Dt ot

<\

= (U.V)v, +

La dérivée particulaire des autres composantes du vecteur vitesse s’écrivent :

Do, L= Ovy
Dt - OV
et D P
(% o me (%
Dt~ EV)e+

La dérivée particulaire du vecteur vitesse d’une particule fluide le long
de sa trajectoire a donc pour expression :

D7 Du, .

n DvyA
Dt Dt T Dt

Duv, .
Uy + -

Dt '*
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BOMt) .,
= e B(OM + dOM, t + dt)
fy

FIGURE 3.2: La quantité dv est
évaluée le long de la trajectoire
d’une particule fluide dans le cal-
cul de la dérivée particulaire.

Point notation ! Il est tres
important de respecter la nota-
tion g—f de la dérivée particulaire
pour en souligner le sens phy-
sique. C’est une dérivée associée
a une particule que ’observateur
suit des yeux.
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0UI ~ a'Uy ~ avz ~

e [’accélération d’une particule fluide que ’observateur suit des yeux a
donc pour expression :

Dy 0

La relation précédente fait donc apparaitre trois termes.

e Le terme % représente le taux de variation du vecteur vitesse en

suivant la particule des yeux. C’est la dérivée particulaire de
la vitesse que mesure un observateur qui suit la particule
fluide des yeux.

e Le terme % représente la dérivée du vecteur vitesse que
peut mesurer un observateur en mesurant la vitesse en
un point fixe. Par exemple, la vitesse de ’écoulement de I'eau
d’une riviere mesurée par un observateur en un point peut aug-
menter apres de fortes précipitations. C’est le taux de variation

locale du vecteur vitesse.

e Le terme (U 6)6’ représente la dérivée convective. Il représente
Paccélération d’une particule due a la variation spatiale du champ
de vitesse. Par exemple, la vitesse d’écoulement d’une particule
fluide d’une riviere peut augmenter a cause du rétrécissement de
la riviere méme en régime permanent (figure [34). Cette accélé-
ration est I’accélération ressentie par une particule fluide lors de
son exploration du champ de vitesse. Nous verrons par la suite
que ce terme revét une importance particuliere car il est non
linéaire.

Exemple

Soit un écoulement bidimensionnel dont le champ de vitesse est
défini par 9(7,t) = —kyU, + kzt, dans le plan (x,y). L’accélé-
ration d’une particule fluide dans ce champ de vitesse est donnée
par 20 = (—kyL) (—kyi, + katly) + (k:z:%) (—kyiy + kzty) =

—k*yti, — k*2l, = —k*0OM. Autrement dit, Paccélération des par-
ticules fluides est centripete.

Nous pouvons appliquer I'opérateur dérivée particulaire a d’autres gran-
deurs transportées par une particule fluide le long de sa trajectoire.

Ainsi la dérivée particulaire de la masse volumique d’une particule fluide
le long de sa trajectoire a pour expression :

Dp  dp

Dt ot

Ainsi la dérivée particulaire de la température d’une particule fluide le
long de sa trajectoire a pour expression :

DT T

N GAVAYA
Dr = o T @V)

Nous allons maintenant montrer une autre forme tres importante de la
dérivée particulaire pour ceux qui ont suivi 'option électromagnétisme.
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F1cURE 3.3: La quantité dv est
évaluée le long de la trajectoire
d’une particule fluide dans le cal-
cul de la dérivée particulaire.

FIGURE 3.4: Accélération d’une
particule fluide en régime per-
manent du a un rétrécissement
de I’écoulement.

= Un fluide est incompressible
si la masse volumique d’une par-
ticule fluide que l'on suit des
yeux ne varie pas. Un fluide in-
compressible doit donc respecter
%‘;—7 + (#.V)p = 0. La masse vo-
lumique du fluide peut changer
en un point fixe car une particule
plus dense peut remplacer la par-
ticule précédente.
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3.1.3 Deuxiéme forme de la dérivée particulaire*

Il est possible de montrer en utilisant un systéme de coordonnées carté-
siennes la relation suivante :

2
— — a > =
(@vya=v (;) 1ot @ Ad

Ainsi, le terme (6.6)17 de la dérivée particulaire peut se réécrire :
g AN = ’02 7 > —
(U.V)i =V 5 +r0t U AT

Nous pouvons donc réécrire la dérivée particulaire sous la forme :

D_’ v —d 2 B
F:Z%—FV(%)—i-rotT)’/\U (3.2)

C’est cette forme que nous allons utiliser pour calculer ’ac-
célération d’une particule fluide dans un systéme de coor-
données non cartésien.

3.2 Lignes de courant, trajectoires et lignes
d’émission

3.2.1 Lignes de courant

La description eulérienne du fluide nous permet de définir la notion de
lignes de courantf]. 11 s’agit des courbes le long desquelles le vecteur
vitesse est tangent en tout point. Nous les obtenons mathématiquement en
résolvant dOM A U = 0 ot dOM est un déplacement infinitésimal le long
d’une ligne de courant.

Une ligne de courant est donc donnée par I’équation :

dOM A =0 (3.3)

En coordonnées cartésiennes, nous obtenons :

dx Vg 0
dy |A vy |=10
dz Vs 0
Soit :
dr _dy _d

Vg Uy vy

Un tube de courant est une surface engendrée par I’ensemble
des lignes de courant qui s’appuient sur un contour fermé. Un tube
de courant contient toujours le méme nombre de lignes de champ.

Notons que les lignes de courant ne peuvent pas se croiser puis-
qu’il existe un seul vecteur vitesse en un point donné.

1. c’est une ligne de champ en électromagnétisme.
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= Nous allons montrer dans la
section suivante, que le terme
rot ¥ renseigne sur la rotation
pure des particules fluides. Ainsi,
pour un fluide irrotationnel, ’ac-
célération d’une particule fluide
est donnée par :

DT 0 = [v?
Ffﬁ”(?)
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Exemple

Soit un écoulement bidimensionnel dont le champ de vitesse est défini

par (7, t) = —kyl, + kat, dans le plan (z,y). 'équation des lignes
de courant est donnée par g—x = Zl—y soit xzdx + ydy = 0. L’équation
£ Y

d’une ligne de courant qui passe par le point (xq, yo) est donc donnée
par Sio xdx + Szo ydy = 0 soit 22 + y* = 22 + y2 ce qui représente
I’équation d’un cercle de rayon 4/x3 + y2 centré en (0,0).

3.2.2 Trajectoires

La notion de trajectoire est la méme que celle définie en mécanique
du point. Il s’agit de la trajectoire suivie par une particule fluide
que lon suit des yeux. La trajectoire d’une particule fluide est donc
obtenue en suivant la méme procédure quand mécanique du point,ijaut
trouver les équations horaires du mouvement en résolvant ‘fi—f = v, (OM,t),

% = vy (OM,t) et % = v,(OM,t) avec la condition initiale que la particule

est en OMg a t = 0 puis éliminer le temps entre les équations.
Expérimentalement, nous pouvons visualiser une trajectoire en prenant
une photo du déplacement du particule fluide coloré avec un long temps
d’exposition. Les positions successives de la particule vont étre capter par
le capteur de ’appareil photo et nous montrer la trajectoire de la particule.

3.2.3 Ligne d’émission

Il reste un troisieme concept intéressant qui correspond a la ligne visua-
lisée en plagant une source de colorant dans un fluide. L’écoulement
n’est pas stationnaire, les particules de fluide qui passent successivement par
la pastille de colorant suivent des trajectoires différentes avec des vitesses
différentes (figure B.7)). A un instant donné, une photo de toutes ces parti-
cules colorées montre une ligne appelée ligne d’émission.

3.3 Autres techniques de visualisation

Il existe beaucoup d’écoulements pour lesquels I'indice optique du fluide
varie localement au cours de ’écoulement, c’est par exemple le cas lors d’un
changement de température ou de densité du fluide.

Dans ce cas, nous pouvons utiliser la réfraction de la lumiere pour vi-
sualiser I’écoulement. Nous pouvons également utiliser des méthodes d’in-
terférométrie optique car la phase de ’onde varie en fonction de 'indice vue
par 'onde pendant son trajet.

Ces méthodes ont également l'avantage d’éviter d’avoir a injecter un
marqueur dans ’écoulement.

Un shadowgraphe permet ainsi d’observer 'ombre de 1’écoulement du a
la réfraction de la lumiere. Cette image permet de visualiser les régions de
saut d’indice.
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FiGure 3.5: Une photo avec
un temps d’exposition de 'ordre
d’une minute permet de visua-
liser la trajectoire d’une voiture
sur une route rapide.

-

FiGURE 3.6: Shadowgramme
d’une sphere se propageant dans
I’air a trois fois la vitesse du son.
On observe 'onde choc devant
la sphere.
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3.4 Ecoulement permanent

Nous allons dans la suite du cours parler quasiment que d’écoulement
permanent. Un écoulement est permanent (ou stationnaire) lorsque le
champ des vecteurs vitesses n’évolue pas dans le temps. Autrement
dit :

(3.4)

pour un écoulement permanent.

Attention, les particules fluides sont en mouvement mais la vitesse en
un point fixe du fluide ne change pas. Par contre, la vitesse d’'une particule
fluide que ’on suit des yeux évolue avec le temps.

La video https://www.youtube.com/watch?v=MOBcdnRQ4jY montre un
exemple d’écoulement laminaire permanent.

= -
Ainsi, la dérivée particulaire a pour expression 2Y = (#.V)7 pour un

Dt
écoulement permanent.

Dans le cas d’un écoulement permanent, les trajectoires, les
lignes de courant et les lignes d’émission coincident. En effet, les
lignes de courant ne changent pas au cours du temps lorsque 1’écoulement
est permanent, une particule émise depuis un point suit donc la ligne de
courant et il y a coincidence entre les trajectoires, les lignes d’émission et
les lignes de courant.

trajectoire de la particle
quipasseenE at,

trajectoire de la particle
qui passeenE at;

trajectoire de la particle
qui passeen E at,

trajectoire de la particle
quipasseenE at;

trajectoire de la particle
quipasseenE at,

Toutes les particules sont
sur cette ligne d'émission a un t donné

FIGURE 3.7 — Définition d’une ligne d’émission.
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https://www.youtube.com/watch?v=MOBcdnRQ4jY
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