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TD : Séries entiéres

Pour chaque AAV, on vous propose une liste d’ezxercices pour atteindre lapprentissage en profondeur : on
commence par les classiques puis on ajoute une difficulté supplémentaire 4 chaque exo pour finir avec des
problémes. Plus vous irez loin dans les exos d'un AAV, plus il sera travaillé en profondeur.

Le symbole x désigne approximativement le niveau de profondeur et/ou de difficulté. Il est indépendant des
niveaur de la grille critériée.

1 AAV Déterminer le rayon de convergence d’une série entiére

1.1 Exos de l'aav

» Exercice 1. x Le classique d’Alembert décortiqué
On souhaite déterminer le rayon de convergence de Z nz"

1. Démontrer a laide du critére de d’Alembert que pour tout z complexe, si |z| < 1 alors an"
converge.

2. En déduire une inégalité sur le rayon.

3. Démontrer a l’aide du critére de d’Alembert que pour tout z complexe, si |z| > 1 alors Z nz" diverge.

4

. En déduire quel est le rayon de convergence.

1. Posons u,(z) = nz".
Pour z = 0, la série converge.

Par ailleurs, Vz # 0, |un(z)| > 0, appliquons lui le critére de d’Alembert.

|un+1(2)| _ |Z|(n+1) N ‘Zl
|un(2)] n nodos

Vn e N,

Donc Vz € C, |z < 1, Z nz" converge absolument donc converge.
2. On en déduit donc R > 1.
3. A linverse si |z| > 1, ce méme critére de d’Alembert nous donne que an” diverge.
4. On en déduit donc que R < 1. Donc R = 1.

» Exercice 2. x Le classique sans d’Alembert décortiqué
On consideére la série E sin(n)z".
1. Démontrer & l'aide d’un théoréme de comparaison que pour tout z complexe, si |z| < 1 alors

E sin(n)z" converge. Que pouvez-vous en déduire sur le rayon de convergence.

2. Démontrer que Z sin(n) diverge. Conclure sur le rayon de convergence de Z sin(n)z".

1. ¥z € C,0 < |sin(n)z"| < |2"]. Donc Vz € C, |2| < 1, Z |2"™] converge donc Zsin(n)z" converge absolument
par comparaison. Donc R > 1.

2. Par ailleurs en z = 1, E:sin(n)ln = Zsin(n) diverge car sin(n) ne tend pas vers 0. Donc R < 1 et au final
R=1



» Exercice 3. x x Le classique 1
Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

1. Zln(l +n)z" 3. Z n’ + 1Zn 5. Z e " 2"

n>0 e 3" n>0
Cnom 2n\ , (n)° .
2. ;Z%Q z 4. ;o(”>z 6. 2 Gl
T
1. 1.
2. V2.
3. 3.
4. 1/4
5. +oo
6. 1.
7. 27.

Rédaction compléte du 4

' n
Posons u,(z) = <2n> 2" = (2n)\z .

n (n!)?

Pour z = 0, la série converge.

Par ailleurs, Vz # 0, |un(2)| > 0, appliquons lui le critére de d’Alembert.
lunt1(2)] _ |22+ 1)UnY? 2|20+ 2)1(nh)* _ |2[(2n +2)(2n + 1)

"EN L@ 2nl((n + 1)1)2 2nl((n + 1)1)2 (n+1)2 S 1]
1 m\ 1
Donc Vz € C, |z| < =, Z z'" converge absolument donc converge donc R > —.
4 n 4
. . 1 n\ n .. 1
A Tinverse si |z| > T Z (n )z diverge donc R < T
1
D R=-.
onc 1
Rédaction compléte du 2
Posons un(z) = 27 "2%".
Pour z = 0, la série converge.
Par ailleurs, Vz # 0, |un(2)| > 0, appliquons lui le critére de d’Alembert.
luns1(2)] _ 27" 7222 2P |2
Vn € N = == _, =
mEN LG PEOMED 2 i 2

Donc Vz € C, |2| < V2, Z 27" 2*" converge absolument donc converge donc R > /2.
A PVinverse si |2| > V2, ZanzQ” diverge donc R < /2.

Donc R = V2.

» Exercice 4. x x Le classique 2
Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres :

a) Y " b)Y cos (:l) o) Y sin <1n) ) ZS“;(Q”),Z”

n>0 n>0




= =

1

2

3.

4
5. 1.

Rédaction compléte du 2

1 n n n 1 n
Vz € C,0 < |cos <E> 2"| < |2"]. Donc Vz € C,|z| < 1, Z |z"| converge donc Zcos <E> 2" converge absolument

par comparaison. Donc R > 1.

Par ailleurs en z = 1, E cos (l) 1" = E cos (l) diverge car cos (1) ne tend pas vers 0. Donc R < 1 et au
n n n
final R = 1.

Bonus : Et sur le cercle de convergence ?

Sur ce cercle z = ¢* pour 6 € R car le module est de 1.

1. - 1 ; . - .
V0 € R, cos(=)e™ n’a pas de limite car cos(—) = 1 et ™ ne tend pas vers 0 (soit il n’a pas de limite, soit il
n n’ n—+oo

1.,
est égal & 1 pour § = 0). Donc Zcos(ﬁ)em‘9 diverge.

» Exercice 5. * x Avec a,, 4 déterminer
Soit 7 > 0. On cherche & déterminer le rayon de Z anz" ou la suite (a,) est définie par ag = 1 et

VneN, ap41 =ra,

1. Déterminer ’expression des a,, pour tout n dans N.
2. En déduire le rayon de convergence de Z anz™.
3

. Démontrer que pour tout b > 0, il existe r tel que le rayon de cette série vale .

1. (an) est une suite géométrique de raison 7. On en déduit que Vn € N, a, = r"ag. Comme ag = 1 alors a, = r".
2. On déduit de la question 1 que Z anz" =) r"Z" = Z(rz)" C’est une série géométrique de raison rz. Elle

. . . I . 1 1
converge donc si et seulement si |rz| < 1. Ceci est équivalent & |z| < —. Le rayon de convergence est donc —.
T r

. . 1 1 . . .. 1 .
3. Soit b > 0, on sait que le rayon vaut —. Pour que — soit égal a b, il faut donc choisir r = —. Cette question
r

assure qu’on peut construire une série entiére de n’importe quel rayon en choisissant r judicieusement.

» Exercice 6. x x x Un cas compliqué d’application de d’Alembert
nn

Considérons la suite (a,,) définie par Vn € N*, a,, = —-
n!

an+1

" n
1. Démontrer que Vn € N*, = <1 + ) . En déduire la limite de a L
n

an Qn

2. Déterminer le rayon de convergence de E an 2",



1. Soit n € N*,
nt1_ (n+ 1)"+1n!
an  (n+ 1)!711”
"t
= % car (n+ 1)l = (n+ 1)n!
_(n+D)"

nm "
n—+1
n

1
=(1+-
n

n

On a
n\" 1yn . .
(1 + 7) I I prenant ’exponentielle du logarithme
n

1
— nin(+3) par propriété du logarithme
= e"GtoG))  ep effectuant un DL 4 Pordre 1 du terme en In.
_ el+o(1)
— e
n—-+oo

2. Posons un(z) = anz".
Pour z = 0, la série converge.

Par ailleurs, Vz # 0, |un(z)| > 0, appliquons lui le critére de d’Alembert.

Vn € N |Un+1(2,’)| — a”’7‘+1|2”|3n+3 — an+1 |Z|3 N 8‘2‘3
A R R L

. 1
d’aprés la question précédente. Donc Vz € C, 2] < —=, Zanz" converge absolument donc converge. Donc

e

1
e
AT i L " diverge donc R < —
inverse si |z| > e Zanz iverge donc R < —=.

Donc R = 3%/@'

» Exercice 7. x x x Séries entiéres paramétrées
Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres paramétrées suivantes :

Z bV 2" (b > 0) Z am m

n>0 n>0
O
e Soit n € N*,pV™ = eV In(®),
Posons u,(z) = bV 2" = V"),
Pour z = 0, la série converge.

Par ailleurs, Vz # 0, |un(2)| > 0, appliquons lui le critére de d’Alembert.

VrFT In(b) In(b)
wnen, [l 7T (AR O 2 R s
|un(2)] eV In(b) n—+4oo0

On a utilisé dans une égalité I'identité suivante a — b = (v/a — Vb)(v/a + Vb) pour réécrire v/a — Vb.

Donc Vz € C, |z| < 1, Z bV converge absolument donc converge donc R > 1.
A linverse si |z| > 1, Zb‘/ﬁz" diverge donc R < 1.



Donc R=1.

e Pour la seconde série, sia >1,R=0,sia=1, R=1,si0<a <1, R=+o0.

1.2 Problémes

» Exercice 8. x x x x Un exercice plus théorique

Soit o € R, on veut montrer que les séries entiéres E anz"(Ry) et g n%a,z"(Re) ont méme rayon de
convergence.

1. On commence par supposer que « est positif.
(a) Comparer |n“a,z"| et |a,z"|. En déduire que Ry > Rs.
(b) Soit p €]0, Ry], écrire n®a,z" en fonction de a,p".

(c) Démontrer qu’a partir d’un certain rang, pour tout z tel que |z| < p,
In%an2"| < lanp™|.

(d) En déduire que Ry > p.
(e) Expliquer alors pourquoi Ry > Rj.
2. S’inspirer des questions précédentes pour traiter le cas o < 0.
1. (a) Vn>1,0 < |anz"| < |n%anz"| Orsi |z] < Ra, Zno‘anz" converge.
Donc par comparaison si |z| < Rz, Zanz" converge.
Donc Ry > Rs.

z

(b) On a n®anz" =anp™ x n*(=)".

(c) Par croissances comparées, on sait que si |z| < p, n®(=)" tend vers 0. Donc a partir d’un certain rang,
P

z
In*(=)"| < 1.
p
Ce qui donne I’égalité demandée.

(d) On sait que si |z] < p,
0 < |n“anz"| < |anp™|.

Comme p < Ry, alors, Zanp” converge.

Donc par comparaison Z n“a,z" converge absolument donc converge.
Donc R> > p.
(e) Ceci est vrai pour tout p < Ri. Donc Rz > Rj.

2 AAV : Calculer la somme d’une série entiére

2.1 Travail sur quelques savoir-faire spécifiques

» Exercice 9.



Savoir effectuer un changement d’indices

Dans les sommes suivantes, effectuer le changement d’indices indiqué.

N

1. Zan,l,p:n—l.
n=1
N

2. an"_l, p=n-—1.
n=1

N
3. Zw"“, p=n-+2.
n=0

» Exercice 10.

Comprendre que la variable de sommation est muette

N N

1
1. Développer et comparer les deux sommes suivantes et .
PP p DB ) Do
n=0 p=0

N xnfl N-1 n

2. Démontrer que g = 1 apreés avoir fait le changement d’indices p =n — 1.
n
n=1 n=0

» Exercice 11.

Savoir mettre le terme général de la série sous la forme (f(x))™ ou (f(x))"/n!

Mettre sous la forme C’Z(f(x))" ou CZ M les sommes suivantes ot C' € R peut dépendre de .
n!

3nl.2n+1

PIEITD SR SE g

2.2 Exos de ’aav

» Exercice 12. x Niveau 1 : Un classique décortiqué
On souhaite calculer la série entiere E nz"
n>0

1. Rappeler quel est le rayon et la valeur de Z ™.
n>0

2. Exprimer g nz" en fonction de E na" L.
n>0 n>1
3. Exprimer E naz""1 en fonction de la dérivée de E 2" sur un intervalle qu’on précisera.

n>1 n>0

4. Déduire de toutes ces questions, la valeur de Z nx™.
n>0

1. C’est la série géométrique de rayon 1.



2. Commencez par remarquer que le rayon de cette série est 1 (en exo).

Vl|z| < 1, Z nz" = Z nx" car le premier terme est nul
n>0 n>1
> na!
= nx" " x
n>1
=z Z nz"'  xne dépendant pas de n
n>1
3.
V]| < 1, ann_l = Z(m")'
n>1 n>1
!
= Z x" par théoréme de dérivation des séries entiéres
n>0
4.
Vx| <1, Z nr" == Z na™"'  d’aprés la question 2
n>0 n>1
/
= Z " d’aprés la question 3
n>0

» Exercice 13. x Niveau 2 : Un classique décortiqué

e +e " .

— Déterminer la valeur de la somme g cosh(n)z™.
n>0

Pour cela vous utiliserez la définition ci-dessus et vous raménerez & une somme de deux séries géométriques.

On définit la fonction cosh par Va € R, cosh(z) =

» Exercice 14. x x Niveau 3 : Un classique
xr —T

et —e
On définit la fonction sinh par Va € R,sinh(z) = — Déterminer, pour chacune des séries suivantes,

son domaine de convergence et sa somme pour x réel.

n +oo n . .2n+1 2
n . n (—)"x n“+n+1 .
1. E T 2. E sinh(na)z"™, (a > 0) 3.u(z) = E BT 4. E 7
n>0 n>0 n=0 n>0

Indices : Pour les rayons de convergence, il n’y a rien de bien nouveau, entrainez vous! Pour calculer la somme (la
limite de la série), a chaque fois 'idée est de se ramener séries dont on connait la valeur (jusqu’ici vous en connaissez
deux).

1. Quelle est la dérivée de la série géométrique ? On trouve ﬁ

—x
2. Décomposer en 3 morceaux si c’est légal et calculer chaque morceau. On trouve (z + 1)

e’ +e’” 1 1 1
3. cosh(z) = ————. On trouve — - .
(@) 2 2(1—xea 1—me*“)

4. Pour l'instant vous ne pouvez pas la faire.

2 x
e .

Correction



1. Grace au critére de d’Alembert, montrez que cette série est de rayon infini.

nx™ nx™ .
Vr e R, Z = Z T car le premier terme est nul
n>0 n>1 x"
:Zm car n! =n(n —1)!
>1 :
"= xnfl )
=z Z W car x ne dépend pas de n
n>1 - ,
=z
7; n(n — 1)!)
2"y ' !
:xz o car n! =n(n —1)!
n>1 ,
=z Z T par théoréme de dérivation des séries entiéres
n>0
=z (") par définition de la série exponentielle
x
= ze

2. Pour tout x dans son domaine de convergence,

inh noo_ et —e "
Zsm (na)x Z — Z
n>0 n>0
1 _
n>0
1 a n —a n
N (GO0
n>0

La série Z((e“w)” est géométrique qui converge si et seulement si |e“x| < 1. Son rayon est donc e .
n>0
De méme Z((efaac)" est de rayon e”.
n>0

Comme a > 0,e” > e~ . Donc la somme des deux séries entiéres est de rayon le minimum de e et e~ * (puisque

les deux rayons sont différents) cad e™ .

Donc

_ . 1 1 _
Viz| < e, E sinh(na)z” = 3 (e"z)" — 3 E (e™"z)"
n>0 n>0 n>0
1 1 1 s . T
== — d’aprés ’expression de la série géométrique
2\1—ze* 1—ze @

3. Pour tout =z dans son domaine de convergence.

f (_1)nx2n+l B f (_l)ann e d d
o] =z ] car x ne dépend pas de n
n=0 n=0
+
Zoo (=1)" ()"
=T —_—
nnl
— 2nn/!
oo (—z2 )n
=z 27| en regroupant les puissances
= 0!
_ z2 x2
=gxe 2 car c’est une série exponentielle pour z = -

On a donc expression et par la méme occasion le domaine de convergence qui est R (rayon infini).



» Exercice 15. * x Niveau 3 : Un classique
Soit # € R. Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme pour x € R des séries entiéres

. cos(nb) > sin(nf)

n=0 n=0

Indices :

Et si vous écriviez cos(nd) sous la forme d’un complexe? On trouve e
e* cos(6)

c03(9) cos(zsin(f)) pour la premiére et

sin(z sin(0)) pour la seconde.

Correction :

cos(nd
Soit 6 € R. Déterminons le rayon de convergence de E 7)x" :
n=0
Puisque | cos | est majoré par 1,
n
cos(nG)xn < |z|

VeeR, 0<
n!

n!

n
Or Vz € R, Z ﬁ converge (série exponentielle de rayon infinie).

cos n0)

Donc par comparaison, E 2™ CVA sur R donc son rayon est infini. Méme raisonnement pour la série en sinus.

n=0
L’idée est de faire apparaitre une série de type exponentielle. En cela le cos nous géne. On sait que pour tout entier
naturel n, cos(nf) = Re(e™?) et sin(nf) = Im(e™?).

Donc
cos(nf) ,  ~=R (eme) n
> =2 @
n=0 n=
= Z ( x ) par linéarité de la partie réelle
n=0 (o)
e’ s o S
= Re (Z ' > par linéarité et continuité de la partie réelle
n!
n=0
De méme
> sin(n@) , et
>0 (3o
n=0 n=0
el ein9
Calculons donc Z T
n=0
RN G
n!
n=0 )
_ el (mezﬂ)n
=2
n—
zet? . PR s e . 0
=e il s’agit de la série exponentielle pour z = ze

0
Ne reste qu’a trouver les parties réelles et imaginaires de e”°

0 i si i
we  gu(cos(0)+isin()) par définition de e’
_ e.’z cos(9)eim sin(0)

= ¢ (cos(zsin(f)) + isin(zsin(d)))  par définition de ¢ 5™

On en déduit que
E sm(n9) I cos(0) Sin(l‘ Sln(e))

n!
n=0
et

Mw” = ¢ ¢os(x sin(h))



» Exercice 16. x x L’utilité de la division euclidienne

1. Effectuez la division euclidienne de 3X par X + 1.
“+ o0
2. Déterminer le rayon de convergence de Z

2" puis calculer sa somme.
n+1

1. Ona3X =3(X+1)-3.

2. Je laisse le rayon en exo, il s’agit d’utiliser le critére de d’Alembert : vous trouvez R = 1.

D’aprés la question 1,

+oo —+oo “+oo
3n ., 3n+1)—-3 , n 3 .
v 1 = ATT T 2
lz| < 1, nE:O e ngzo nrl  ° ngzo (3x i )

+oo —+o0 3
Or V|z| < 1, Z&E :32110 =q1=
n=0 n=0
Par ailleurs

400

. 3 3 IX gntt
1 0 no=2
|| < 1,2 #0, nE:0n+1w x;:o”*l
3 <X o
-2 i
2

x +oo
= / Zt dt  Par théoréme d’intégration des séries entiéres

= / ﬁdt (série géomeétrique)
_ 31n 1—2x)
x
On en déduit finalement que
Vig| < 1z £0 *i’f 3 ., 3  3n(l-uz)
—nt 1 l1-—2z T

» Exercice 17. x x x Ecrire ’exponentielle comme une série

1. Résoudre le probléme de Cauchy suivant et dire combien il a de solutions :
{ y =y
y(0) = 1
+oo

2. On considére S(z) = Z —- Quel est le domaine de convergence de la série associée ?
o
3. Démontrer que S est solution du probléme de Cauchy de la question 1. Qu’en concluez-vous ?
Voici des éléments de corrigé et pas un corrigé complet :
1. t — €' est 'unique solution de ce probléme.

2. Appliquez le critére de d’Alembert en valeur absolue : le domaine est R. (je vous le laisse, il y a des corrections
pour le rayon avant).

10



3. D’aprés le théoréme de dérivation des séries entiéres,

+oo n—1

Vz eR, S (z) = Zn

:Zh car n! = n(n — 1)!

= — en posant p=n—1

—+oco

. o 0o
Par ailleurs S(0) = E —=7= 1.
n! !
n=0

Donc S est solution du probléme de Cauchy dont 'unique solution est ’exponentielle. Ceci prouve que S est
I’exponentielle.

» Exercice 18. x x x Passer par une équation différentielle
3n
On considére la fonction S : x — Z %
>0
1. Quel est le domaine de convergence de cette série ?
2. Démontrer que Vz € R, S”(z) + S'(z) + S(z) = €”. Calculer S(0).

3. En déduire la valeur de S.

Dérivez plusieurs fois et formez une équation différentielle d’ordre 2 que vérifie la série. On trouve que S(x) =
xT

(C1 cos(?m) + Co sin(?m))ef§ + %. Reste a trouver les constantes an calculant S(0) et S’(0).

2.3 Problémes

» Exercice 19. x x x x Probabilités et séries entiéres

Une agence de publicité téléphone a ses clients pour lui vendre un produit. Lorqu’elle téléphone & un client,
la probabilité qu’elle arrive & le joindre est 0 < p < 1, qu’elle n’y arrive pas 1 — p.

Soit X une variable qui compte le nombre d’appels nécessaires pour joindre la personne.

k—1

1. Expliquez pourquoi P(X = k) = p(1 — p) pour tout k € N*.

2. Démontrez que la somme des probabilités vaut bien 1 c’est-a-dire que
+oo
> P(X =k)=1.
k=1

3. On cherche le nombre de moyens d’essais avant de réussir & contacter la personne. Celui-ci est donné
par 'espérance de X donné par

E(X) = io kP(X = k).
k=1
+oo

Calculer cette espérance. On pourra déterminer au préalable la valeur de kak_l pour x dans un

k=1
certain intervalle.

11



4. On cherche & mesurer maintenant la moyenne de I’écart par rapport & la moyenne donné par la variance

+o00
> (k= E(X))*P(X = k).
k=1
+oo
Calculer la variance. On pourra déterminer au préalable la valeur de Z k(k — 1)3:’“*2 pour x dans un
k=2

certain intervalle.

3 AAV Développer une fonction en série entiére

3.1 Travail sur quelques savoir-faire spécifiques

» Exercice 20.

Savoir obtenir un DSE a ’aide de techniques calculatoires (élts simples, factorisation, somme de DSE)

1
Soitf:x»—>1 et g:z— In(l+x).
—x
1. Ecrire " en fonction de f. Vous préciserez I’ensemble de définition de votre égalité.
1
2. A l'aide d’'une décomposition en éléments simples, exprimer ———— en fonction de f. Vous
3z — 4)(z — 5)

préciserez ’ensemble de définition de votre égalité.
3. Ecrire In(z — 12) en fonction de g. Vous préciserez ’ensemble de définition de votre égalité.

4. Ecrire In(z* — 7z + 12) en fonction de g (vous pourrez factoriser le trinome pour commencer). Vous
préciserez ’ensemble de définition de votre égalité.

3.2 Exos de ’aav

» Exercice 21. x Niveau 1 : Variations de DSE usuels
Développer en série entiére, au voisinage de 0, les fonctions de la variable réelle suivantes et préciser
I'intervalle de validité du développement :

1. f(z) = ] 2. g(z) = In(1 + 4z) 3. h(z) = cos(x?) 4. k(z) = sin(3z).
T —
B
1 1 1
LYy o1~ 1o
On sait que
1 ~+o00
Vo €] —1,1], T2 :;x

. 1 .
Donc si |z] < 5 (c’est-a-dire |2z| < 1),

1 1 = =
rp it e D DI DL
n=0 n=0

N —
N | —

1 .
Notez que la fonction bien que définie partout sauf en > n’est égal a son DSE en 0 que si x €] —

12



too (_1)n$2n
3. On sait que Vz € R, cos(z) = Z W

+oo (—1)”(1’2)2” _ f (_1)nm4n.

Donc Vz € R, cos(z?) = @n)!

(]

» Exercice 22. x x Niveau 2 : DSE plus futés mais guidés
Développer en série entiére, au voisinage de 0, les fonctions de la variable réelle suivantes et préciser l'inter-
valle de validité du développement :

1
L@ = e

développement de chaque terme de la décomposition puis vous sommerez ces deux décompositions.
“ln(l+1)
2 g(e) = [ =Y

t

0

In(1+¢ . - s . - .
g puis vous utiliserez le théoréme d’intégration des séries entiéres.

en faisant une décomposition en éléments simples. Vous déterminerez alors le

dt : vous ferez d’abord le développement en série entiére de la fonction ¢ +—

1. Vo ¢ {1,-2}, CESCED) = 3@—1)  3@12) = T30—a) 6= =) La derniére égalité a pour

objectif de faire apparaitre une variation de la fonction 1= qu’on sait développer en série entiére. En effet,
T

1 n
vrel - 11— :Zoa; .
Donc
1 Xz
Ve el —2,2 ———— = (—2)"
el =22 1= 25
n=0
La somme de ces deux séries est de rayon le minimum de 1 et 2. Donc
Vz €] —1,1] ! -1 — L Pintervalle étant dii au rayon de convergence de la série
U @—D)@+2) 31— 6(1-(—2) Y & '
DI Ik
3 n=0 6 n=0 2 ‘
1 too (_1)n
=-3 Z (1 + ST1 ) en factorisant par — 1/3.
n=0

2. Une correction détaillée d’un exemple analogue est disponible dans ’exo 19.

» Exercice 23. x x Niveau 3 : DSE plus futés
Développer en série entiére, au voisinage de 0, les fonctions de la variable réelle suivantes et calculer le
rayon de convergence de la série :

1 f(z) = ! 2. gla) = /Ox %dt, 3. f(x) = In(2® — 5z + 6).

L’idée de cet exercice est de TOUJOURS se ramener aux développements en série entiére des fonctions usuelles.
Indices

1. Décomposer en éléments simples.

2. Connaissez-vous le DSE de sin ?
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3. Factoriser le polynéme et découper la In.

Corrections :

1. Suivez la méme méthode que la correction de I’exo 18.

2.
+oo t2n+1
vVt €R,
sin (¢ EZ: 2n )
Donc
sin(t = "t2"
vVt € R,
g 2n +1
Par théoréeme d’intégration des séries entiéres, on ne change pas le rayon de convergence et on peut intervertir
intégrale et série donc
x +°° t2n +oo nt2n
Vo € R, k(z oyt =
re / 2 +1 Z / Cnt 1)
Donc
+oo 2n+1
(=D"=z
Ve e R k(z) = —_— .
'r;) 2n+1)(2n+1)!
3. Onax® -5z +6 = (x — 2)(z — 3). Ceci est strictement positif sur | — oo, 2[U]3, +00[. Comme on va faire un
DSE en 0 on se place sur | — 00,2[. On a

Vo €] — 00,2, f(z) =In((2— 2)(3— x)) = In(6(1 — Z)(1 — g)) = In(6) +In(1 — g) +1In(1— g).

On connait le DSE de In(1 — x) qui est valable sur | — 1, 1[. Donc

|| T )" "
Vo el =220 (5 <1, Wl-3)= 2= ; o
et .
| EEANE o %
Vo€l =3,3[(5 <1), Im(l-3)= 2 Z I

» Exercice 24. x x x Les lapins de Fibonacci.
L’objectif est de trouver une fagon alternative de calculer la suite de Fibonacci donnée par Fo=0F =1

et pour tout n € N, F}, 15 = F,,41 + F,. Pour cela, on considére la série entiére f(x Z F,z"
1. Multiplier la relation F, o = F,.1 + F, par 2”72 et sommez-la entre 0 et +oco. En déduire que
x
)= —.
fl@)=1—" 02

2. Développer f en série entiére et précisez l'intervalle d’existence de ce développement.

3. En déduire 'expression de F,, pour tout n entier naturel.
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1. Pour tout n € N, F,1 0 = Fq1 + F.
Donc pour tout z dans le domaine de convergence de la série entiére :

—+oo —+oo —+oo

n+2 n+2 n+2
g Fn+2m - § Fn+1x + § Fox
n=0 n=0

n=0

—+o0 400
=z E FnHm"H + 2?2 g F,z"
n=0 n=0

“+oo
=x Z Fpa? + m2f(x) en posant p = n + 1 dans la premiére série.
=1
r=l
= x(z Fpa? — Fy) + 2° f(z) le premier terme de la série valant Fj
p=0
=xf(z)+ 2 f(z) puisque Fp =0
Par ailleurs,
+oo —+oo
Z Fropoz™™ = Z Fpx? en posant p = n + 2
n=0 n=2
—+o0
= Zprp —F() — le
n=0
=f(z) -z

Donc f(z) —1—z = z(f(z) — 1) + 2° f(x).
Donc f(z)(1 — x — z°) = & ce qui donne 1’égalité demandée.

-1
2. Les racines de 1 — z — 22 sont re = %\/5
On peut décomposer en éléments simples
T _ T4 n r_ . 1 B 1
1—a—22 \/g(mfu) \/g(xfr,) \/5( f%) \/5(17%)
On développe en série entiére :
—+oo
1 1 T
Vol < rpy et = - S (),
Vg( —';I) V@;;;% T+
+oo
1 1 n
Vig| <r-, ————— = —= (i) .

Vh(l— =) Ve

Donc en sommant (le rayon de la somme est le min soit r_)

T 1 1 1
Vx| < T a2 ﬁ;x ((E) - (Z) )-
Donc par unicité du DSE, Vn e N, F,, = —((—)" — (—)") = —=((—r=)" = (—r)"™)
5 T+ r— 5

3.3 Problémes

» Exercice 25. x x x *x Exponentielle de matrice : des séries entiéres de matrices aux systémes

différentielles

L’objectif de ce probléme est d’étudier quelques propriétés de ’exponentielle vue comme série entiére. En

particulier, on rencontre dans ce probléme la notion d’exponentielle matricielle. On rappelle que sur un
+o00 ps

certain domaine de convergence e* = Z g

n=0

1. Déterminer le rayon de convergence de cette série entiére.
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2. Soit A une matrice de M, (R), on admet qu’on peut définir I'objet suivant appelé exponentielle

matricielle
+oo An

Aoy A
n!

n=0

At
0

(b) Déterminez les solutions du systéme différentiel
!
)+
Y2 Y2

(c) Calculer ¢'® pour t € R et R = <(1) _01>

(a) Pour n =2, D = < ;)), calculer e'” pour t € R.
2

et exprimez-les en fonction de e”.

(d) Diagonaliser la matrice R.

(e) En déduire la forme des solutions de

et exprimez les en fonction de et’.
3. Démontrez que si A est valeur propre de A alors e* est valeur propre de e

4. En déduire si le polynome caractéristique de A est scindé a racines simples réelles alors e est diago-
nalisable & valeurs propres réelles.

4 Trouver une solution DSE d’une équation différentielle

4.1 Travail sur quelques savoir-faire spécifiques

» Exercice 26.

Savoir deviner ’expression d’une suite définie par une relation de récurrence

Déterminer ’expression de a,, par titonnement en fonction de ses premiers termes quand

1. aps1 = 2a, (vous exprimerez a, en fonction de ayp).
1

2. apy1 = ay, (vous exprimerez a,, en fonction de agp).
n+1
n . .
3. Gpy1 = ay, (vous exprimerez a,, en fonction de a;).
n+1
4. apyq = n 7 On—1- Séparez entre pairs et impairs. Essayez de faire au maximum apparaitre des
n
factorielles et des puissances. (Vous exprimerez a, en fonction de ag pour les pairs, a; pour les
impairs).
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4.2 FExos de l’aav

» Exercice 27. x x Le classique décortiqué

On cherche & trouver des solutions développables en série entiére de I’équation différentielle =2 f - f=—2%
“+oo
1. Analyse : On se donne y : x — Z an,x" et on cherche les a,, tels que y soit solution de I’équation.
n=0
(a) Démontrer que si y est solution alors
“+o0
Vo €] = R.R[, —ao+ Y ((n—1an_1 —an)a" = —a?.
n=1
(b) En déduire les relations suivantes sur les coefficients : ap =0 = a3, az =1 et
Yn = 3,a, = (n—1)a,—1
(c) Démontrer alors par récurrence sur n que
Vn = 2,a, = (n—1)!
2. Synthése : On considére maintenant la série
+oo
Z(n — Dz
n=2
et on veut déterminer son intervalle d’existence.
(a) Déterminer son rayon de convergence.
(b) En déduire 'intervalle d’existence d’une solution développable en série entiére.
T
+oo
1. (a) On cherche f(z) = Z anz™ une solution sous la forme d’une série entiére de rayon R. On peut dériver
n=0

cette série entiére sur | — R, R[ (théoréme de dérivation des séries entiéres) et la premiére dérivée est

“+ o0
Vz €]-R,R[, f'(x)= Znanxn_l.
n=1

On injecte dans ’équation différentielle : les calculs suivants sont posés pour x dans | — R, RJ.
—+o0 —+o0
x> Z nanpz" ! — Z anz” = —2°.
n=1 n=0
Donc

“+oo “+ o0
n+1 n 2
nanx — ant = —T .
n=1 n=0

La premiére somme peut partir de 0 car le terme pour n = 0 est nul

—+o00 —+o0
n+1 n 2
nanx — an = —I .
n=0 n=0

On effectue un changement d’indice sur la premiére somme (p = n + 1) pour obtenir partout =" :

“+oo “+o0
Z(F —Dap—12” — Z anx" = —z%
p=1 n=0
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Les variables de sommation étant muette :

—+o0 —+o0

n n 2
E (n—1apn—12" — E anx” = —x°.
n=1 n=0

On sort le premier terme de la seconde somme :

+oo +oo
—ao + Z(n —Dan—1z" — Z anz” = —z°2.
n=1 n=1
On regroupe les deux sommes (convergentes absolument toutes les deux sur | — R, R[).
—+oco
—ag + Z((n —1)an—1 —an)z" = —z%
n=1

(b) Par unicité du développement en série entiére, on a
Yn>=3, (n—1)an-1—a,=0.

Onaaussiap =0, (1—1)ap—a1 =0et (2—1)a1 —az = =1 (n =0, 1,2). Ceci donne ce qui est demandé.
(c) Initialisation pour n=2:a2=1=(2—-1)..

Supposons que pour n fixé supérieur ou égal & 2, on ait a, = (n — 1)

On veut montrer que a,+1 = n!.

Or
An+1 = Nan
=n(n—1)! par hypothése de récurrence
=n!

On a donc montré par récurrence que

Yn =2 a, =(n—1)!

2. (a) Par le critére de d’Alembert, on peut montrer que son rayon est 0 (je vous le laisse en exo).

(b) On trouve qu’une solution DSE devrait s’écrire

—+oo

fl@)=> (n-1)a"

n=2

Mais cette série est rayon nul. Donc il n’existe pas de telles solutions.

» Exercice 28. x x Le classique

1. Trouver les solutions développables en série entiére de ’équation différentielle (1 + a:2) f” —2f=0.
Calculer leur rayon de convergence et expliciter leur somme.

2. Trouver une solution développable en série entiére de I’équation différentielle suivante :

x(x —1)y" + 32y +y=0.

+oo (*1)p71$2p+1

1. On trouve ap + a1 + apz> + a1 Z valable sur [—1,1].

2 _
p=1 ap? -1
+oo
2. On cherche y(z) = Z anz™ une solution sous la forme d’une série entiére de rayon R.
n=0

On peut dériver cette série entiére sur | — R, R[ (théoréme de dérivation des séries entiéres) et les deux premiéres

dérivées sont
+

+oo
Veel - RR, y(@) =3 naa" "y @) =Y nln - Dana" .
n=1

n

8

[
)
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On injecte dans ’équation :

too +oo0
Zn(nfl)anx"on(nflan n- +3Znanx +Zan =
n=2 n=2

On effectue les changements d’indice pour obtenir partout =™

+oo +oo +oo
Zn(n — Danz™ Z(n+ Dnans1z™ +32nanx + Zan =0.
n=2 n=1 n=1 n=0

On ajoute les premiers termes (qui sont tous nuls!) pour avoir le méme indexation des séries :

+oco +oo +oo +oo
Z n(n — 1anz™ — Z(n + Dnapt1z™ +3 Z nanx’” + Z anz” = 0.
n=0 n=0 n=0 n=0
Finalement
—+oo
Z(f(n + Dnant1 + (n+ 1)%a,)z" = 0.
n=0

Par unicité du développement en série entiére, on a
Yn >0, nanti =+ 1an
On en conclut que ap = 0 par récurrence immédiate que

VYn > 1,an, = nai.

Donc y(z) = a1 an .

Réciproquement c’est une solution : on ’a construite pour! Par le critére de d’Alembert, on peut montrer que
son rayon est 1. On a donc des solutions développables en séries entiéres uniquement sur | — 1, 1] sauf si a; = 0
(on retrouve la solution nulle sur R).

On peut calculer la somme :

» Exercice 29. x x x Plus dur Trouver une solution développable en série entiére de I’équation différentielle
suivante :
"+ 2xy + 2y = 0.

Parmi les solutions obtenues, trouver celles qui sont paires, et exprimer le résultat a l’aide de fonctions
usuelles.

P i
+oo
On cherche y(z) = Z anx™ une solution sous la forme d’une série entiére de rayon R.
n=0
On peut dériver cette série entiére sur | — R, R[ (théoréme de dérivation des séries entiéres) et les deux premiéres
dérivées sont
+oo +oo
Vo el R B y(0)= 3 nana™ "y @) = 3 nn - Dana™
n=1 n=2

On injecte dans ’équation :

+

8

+oo +o0o
n(n —anz™ > + 2z Z nanz" " 42 Z anz™ =0
n=1 n=0

n=2

On entre le x de la seconde somme :

—+o0

Zn(nflanx +22nanx +22an =

n=2
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On effectue le changement d’indice p = n — 2 dans la premiére somme pour obtenir partout z" :

+oo +oo o0
> (p+2)(p+Dapsoa? +2) nanz" +2  anz” =0.
p=0 n=1 n=0

On ajoute le terme en n = 0 & la seconde somme puisqu’il est nul et on appelle n la variable de la premiére somme
(variable muette) :

“+oo +oo “+oo
Z(n +2)(n+ Dant2z™ + 2 Z nanx’” + 2 Z anz” = 0.
n=0 n=0 n=0
Finalement
—+o0
D> ((n+2)(n+ Dants +2(n + an)z" = 0.
n=0

Par unicité du développement en série entiére, on a

Vn>=20, (n+2)(n+Dant2+2(n+1)a, =0.

Donc 9
Vn >0 nt2 = ————0an.
n=zu, An+2 n+ 2a
On peut montrer par récurrence que
Vp>1 (=1)72"
2 1la2p = ———F——a
Pz b= nNop-2)...2°
et que
_1)P9oP
Vp > 1,a2p41 = (=1) ai

2p+1)(2p—1)...1
Améliorons ces expressions,

(=1)P2r (—1)P2r (=n?
v 2 ]‘7 f— = =
Pz b= oNop—2)...277 Taept 0T T W
(—=1)P2P(2p(2p — 2)...2) (=1)r2%p!
Vp > 1, = =
P25 0+ (2p + 1)! “E ey ™
+oo
Donc y(z) = Z anx” avec les a, définis ci-dessus.
n=0

Réciproquement c’est une solution : on ’a construite pour! Par le critére de d’Alembert (exo pour vous!), on peut
montrer que la série des termes pairs et la série des termes impairs sont de rayon +oo.

Solutions paires : Si y est paire alors Vz € R, y(—z) = y(z). Donc

—+oo —+oo
Vz € R, Zan(—x)" = Zanxn
n=0 n=0

Donc
“+oo “+oo
Vz € R, Z an(—1)"2" = Z anz”.
n=0 n=0

Par unicité du DSE,

VneN, a,(-1)"=a,
Donc quand n est impair, ceci donne a,, = 0. Ainsi les solutions paires correspondent au cas ol ne reste que des
termes pairs :

+oo
Ve eR, y(z) = Z anz"
n=0,n pair
—+o0
= Z agpm2p changement d’indice n = 2p
p=0
—+o0
_1)P
= e
=0 P
+oo 2
_ (=z7)”
=ao Z P
p=0
2
= ape .



» Exercice 30. * x x DSE de arcsin(z)?.

. 1
On considére f(r) = arcsin(z)

. On rappelle que Vz €] — 1, 1], arcsin’(z) = ——.
— ppelle g ] [ (@)= =
1. Démontrer que (1 —2%)f' = xf + 1.
2. Déterminer les solutions DSE de cette équation. Déterminer celle vérifiant f(0) = 0.

3. On admet que f est égale & cette série entiére. En déduire un DSE de arcsin(z)?.

5 Probléme

» Exercice 31. % x % %

Le but de ce probléme est de donner, dans les parties I et II, quatre expressions différentes du réel In(2)
sous la forme d’une somme de série.

+o0
On rappelle que pour une série Z u, le reste d’indice n, pour n € N est le réel défini par Z U
E>1 k=n+1

Partie 1 :

1. Rappeler, en précisant le rayon de convergence, le développement en série entiére de la fonction définie
sur | —1, 400 [ par z — In(1 + ).

+oo
1
2. Montrer alors que In(2) = Z Tk
k=1

k+1
3. (a) Donner le rayon de convergence puis calculer la somme de la série entiére Z i
= k(k+1)
400 1
(b) En déduire la valeur de kz::l A
Partie II.
On considére dans la suite de ce probléme, la suite (a,)nen+ définie par :
n—1
( | IT @2k+1)
N _1Ix3...x(2n—-1) 15
vneN, e = n2ntin| ~ n2ntlp)
1. (a) Mont tout n € N* —&O lle la f le de Stirling : n!
. (a) Montrer que pour tout n , Qp = P22 ()2 n rappelle la formule de Stirling : nl  ~

n
2mn(—)".
()
(b) Montrer que la série de terme général a,, est convergente.
3
2. On consideére la suite (I,)nen définie par I, = / sin®"(x) da.
0

In+1
2n+1°

(a) Montrer que pour tout n € N, I, — I, 41 =
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ﬁ(2k+1)

(b) En déduire que pour tout n € N*, [, = HT%’ puis donner une relation liant I,, et a,
n!
pour tout n € N*.
:..2n
sin”"(x
3. (a) Pour n € N*, on note f, la fonction définie sur [O, g [ par f,(x) = A Montrer que la série

. . ™ . . .
de fonctions Z fn converge simplement sur [0, = { vers une fonction f que ’on déterminera.

n>1 2
T = 2 (2
(b) Montrer que f est intégrable sur [O, - [ et que Z ap, = 77/ In (cos(x)) dx.
2 n=1 TJo

4. On note I:/
0

(a) En utilisant un changement de variable, montrer que J est convergente et que I = J.
(b) En calculant I + J, trouver la valeur de I.
+oo
5. Donner, en le justifiant , la valeur de Z Q.

n=1

In (cos(x)) dx et J = /05 In (sin(x)) dx.
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TD : Séries de Fourier

» Exercice 32. x Exercice prérequis : complexe
Soit n € Z,p € Z. Que valent les quantités suivantes :

cos(0), cos(m), cos(nw), sin(n), COS(2])%), sin(ng)7 cos((2p + 1)%), sin((2p + 1)%)7 im0 inm oing

cos(0) = 1, cos(mr) = —1, cos(nm) = (—1)", sin(nw) = 0, cos(ng) = (-1), sin(ng) =0, cos((2p+1)g) =0, sin((2p+1)g) = (-1),

e = cos(n0) + sin(n0) = 1, = ()" = (—1)"

ezn%
Donc sin =2p, "% =i*? = (i*)P = (=1)P et sin=2p+ 1, ™2 =i = ()P = i(—1)"
'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' =
» Exercice 33. x Exercice prérequis : Calcul intégral
Soit n € Z,p € Z. Calculer les intégrales suivantes :
/ e, / te” " dt, / cos(t)e " dt.
—T —Tr —T
e SRR
Pour n = 0, / e Mgt = / 1dt = 2.
T . e—int
Vn # 0, / e Mt = [—1",
o —in
e*i'm-r einrr
T —in  —in
_ (e ’LTI')TE B (e’mr)n
LY N
G )i
—in —in
=0
Pour n =0,
/ te”"™Mdt = / tdt
- = 07 car la fonction intégrée est impaire.
Vn # 0, / te”"™dt = / t cos(nt) — it sin(nt)dt
= / t cos(nt)dt — z/ tsin(nt)dt par linéarité de 'intégrale
= -2 tsin(nt)dt car t — t cos(nt) est impaire et ¢ — tsin(nt) est paire.
0
1 U
—21’([—%]3 + E/ cos(nt)dt) par IPP
0
_ 22‘7rcos(n7r) n l[sin(mﬁ)}g)r
n n
m(=D"
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—T

=‘>a

Vn # 1, / cos(t)e” "™ dt / cos(t) cos(nt) — i cos(t) sin(nt)dt

cos(t) cos(nt)dt — i / cos(t)sin(nt)dt  par linéarité de l'intégrale

(cos(t + nt) + cos(t — nt))dt formule trigo

N)\H

ZS
(cos((n + 1)t) + cos((1 — n)t))dt

sin((n + 1)¢) L s =)

n+1 1—n

=
0

Ky
Pour n = 1, le calcul précédent montre que cette intégrale vaut / cos(2t) + 1dt = .
0

Cette derniére peut également se calculer par double IPP ou en remplagant cos par la formule d’Euler.

Savoir tracer une fonction 2pi-périodique.

e Savoir calculer des coefficients de Fourier.

Savoir étudier la convergence du développement en série de Fourier d’une fonction.

e Savoir utiliser les théorémes de Dirichlet et Parseval pour le calcul de séries numériques.

» Exercice 34. x
Soient les fonctions périodiques de période 27 définies par :

0 s12 —7w<ax<0
K(m{l st O<z<m (0)
flz) = |z —-n<z<m7
g(z) = z —rw<z<nw 0)

1. Tracer les courbes représentant ces fonctions.

2. Calculer leur série de Fourier :

e Pour K, vous intégrerez par primitivation directe en prenant soin de distinguer les cas n = 0 et
n # 0.

e Pour g, vous effectuerez une intégration par parties en prenant soin de distinguer les cas n = 0
et n # 0.

e Pour f, vous distinguerez les cas n = 0 et n # 0. Pour n # 0, soit vous vous rameénerez a
I'intégrale entre 0 et 7 en utilisant la parité des fonctions qui sont intégrées puis vous effectuerez
une IPP, soit vous couperez votre intégrale entre les z > 0 et les x < 0 pour utiliser la définition
de |z| puis vous effectuerez une IPP sur chaque morceau.

3. Etudier la convergence de ces séries de Fourier.

o0
4. En utilisant le théoréme de Dirichlet pour la fonction f en x = 0 et en admettant que Z — ==
n

oo
1)p+1
déterminez la valeur de la série E L
p
p=1
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. En utilisant le théoréme de Dirichlet pour la fonction g en & = 7/2, déterminez la valeur de la

oo
_1)P
série Z 2( 31. La derniére série donne la formule de Madhava-Gregory-Leibniz évoquée en cours au
p
p=0

sujet des approximations de 7 (mais attention : Madhava de Sangamagrama 1350-1425, J. Gregory
1638-1675, G.W. Leibniz 1646-1716, et J. Fourier 1768-1830)

. Nous avons Cr(f) = %/ f(t)eii"tdt par définition des coefficients de Fourier. Ainsi pour la fonction g, il
T™J—x
suffit de diviser les résultats obtenus a 'exercice 28 par 27. On obtient
(=)™ .
Co(g9) = 0,Cn(g) = =y n) sin # 0.

Passons a K :

Pour n =0,
Co(K) = i/ﬂ K (t)dt
0 Tom )
= i/ 1dt car la fonction est nulle sur | — 7, 0] et vaut 1 sur]0, «]
e
2

1 T ; 1 B 1
Co(K) = %/ e it = ﬂ/o ldt = 3.
1 s

- K _ = —intdt
Vn #0, Ch(K) o _ﬂe
1 i —in .
=5r e e car la fonction est nulle sur | — 7, 0] et vaut 1 sur]0, 7]
_ i efintrr
T 2nt —in 0
_ e—lnﬂ' B 1
N —i%wn —12mn
g (D7)
i
= (-1)" -1
(1) = 1)
Co(f) =7/2
Vn£0, Co(f) = i/ﬂ It]e~ "t dt
’ " Tom )
1 s U
=5 </ |t] cos(nt)dt — z/ [t] sin(nt)dt) par linéarité de l'intégrale
a —T — T
= |t] cos(nt)dt car t — |t| cos(nt) est paire
o
= t cos(nt)dt car |t| =t sur Ry
0
Faites une IPP sur le modeéle de I'exo 28 et vous obtenez : Cp(f) = %((71)" —1)sin#0.
n2m

Déterminons maintenant les séries de Fourier :

Comme C,(f) = %((—1)” —1)sin#0 et que

Cn(f) _ an(f) _Zan(f)7

on a par identification des parties réelles et imaginaires que

VR £ 0, an = ——((=1)" = 1), by = 0

n2m

De méme Co(f) =7/2 = ao(f)/2.
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Donc

N
VN e N, Sn(f) = 2 0 4 Zan cos(nz) + by, sin(nzx) Z nl — 1) cos(nz).
n=1 n=1

est la somme partielle de Fourier d’ordre N.

Comme Cy(g) =0,Cn(g) = % sin # 0 et que

mw

an(f) — ibn(f)

Cn(f) = 9
on a par identification des parties réelles et imaginaires que
2(—1)" !
Vn # 0,b, = ﬁ,an =0
De méme Co(g) = 0 = ao(f)/2.
Donc
N 2 n+1
VN €N, Sn(g) = = + Z an cos(nz) + by sin(nz) = Z sin(nz).
n=1 n=1

est la somme partielle de Fourier d’ordre N

. Comme f est C~ par morceaux et 2mr—périodique alors le théoréme de Dirichlet nous assure la convergence

vers % Ainsi

fleg)+ flz-) =
VzGR,%fi

_|_
La fonction f étant continue en tout point de R, on a méme que
<X 2
vz € R, f(z =3 Z n— —1)" — 1) cos(nx)

Comme g est ct par morceaux et 2m—périodique alors le théoréme de Dirichlet donne la convergence vers
9(z4) +g(z-)

5 . Ainsi
Vx€R9@4V+ﬂLJ:+m2<1V“smm@
2 — n
. On choisit z = 0, ainsi
T X 2 <X 2
£0) = 5+ 3 o (C17 = Deostu0) = 5+ 3 (=" - 1)

. 1
Les deux séries étant convergentes (cva car en valeur absolue elles correspondent & E —5), on peut couper la
n

somme en deux : ainsi

771 = " =1 .7 =X 2(-
3 2 "2 Rt
o] p+1 2
etdoncz IR

. On applique en x = 7/2, I’ egahte

+oo _1\n+1
Vz € R, g(me) ;‘g(‘r*) 2( 1) sin(n:v)

n

Ainsi
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Or g est continue en g donc

sin(ng) est nul pour n pair donc

Donc comme sin((2p + l)g) = (—1)” pour pe N.

Pour les sommes : dans Pordre 7/4,7°/6,7°/12.

» Exercice 35. *x
Soit f la fonction 2m-périodique égale a 22 pour —7 < x < 7.

1. Tracer les courbes représentant ces fonctions.
2. Déterminer sa série de Fourier et donner la somme de la série pour toute valeur de x réel.

3. Retrouver la relation

2 6

n=1 n 6
4. Démontrer qu’on a

o0 4

> i<t

4
—n 90
O

1.
2. Co(f) =72/3,Cn(f) =2 (_732) si m # 0 aprés avoir fait une double IPP.

Déterminons maintenant la série de Fourier :

Comine |
Vn €N, Ca(f) = M

on a par identification des parties réelles et imaginaires que

Vn #0,an :4(_12) b =0
n

De méme Co(f) = 7°/3 = ao(f)/2.
Donc

n

N
2
VN e N,Sn(f) = —&—nzlancos nz) + by, sin(nx) =5 g cos(nx).

est la somme partielle de Fourier d’ordre N.

Comme f est ct par morceaux et 2wr—périodique alors le théoréme de Dirichlet nous assure la convergence

flzy) + flz-)

vers — Ainsi

n

cos(nx)

flag) + fla 72 R
wen S ) 2 S5,
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La fonction f étant continue en tout point de R, on a méme que

vz € R, f(z) = 5 + _14 2 cos(nzx)
3. On choisit = 7, ainsi
2 +oo n 2 +oo n
-1
f(m)y=n"= % -|—n_14( 2) cos(nm) = % +n_14( nz) (-n)™.
Donc .
2 o0
2 ™ 1
=L 4—
Tyt
Donc
™51
6 - n=1 ’fl2

4. Comme f est continue par morceaux et 2wr—périodique, on a applique le théoréme de Parseval :

1 (" a2 1
— H)Pdt = =2 4 = 2 4+ bn.
| JIOP=F 53
Comme N
Vn #0,a B0
y Un n2 y Un
et Co(f) = 7°/3 = ao(f)/2, alors
1 [, 1R 16
el B P P
Donc par parité de z — z*,
1 [" ., I |
— xdt:——i—SZ 1
0 9 n=1
Donc
4 4 foo
T us 1
L 2 43 il
5 9 + ;n‘l
Finalement
SR
=
________________________________________ " :1n90
=<
» Exercice 36. x x
Soient la fonction périodiques de période 2w définie par :
f@) = il —r<z<n (0)

1. Tracer la courbes représentant cette fonction.
2. Calculer sa série de Fourier : Pour cela, vous couperez votre intégrale entre les x > 0 et les © < 0 pour
utiliser la définition

3. Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

4. Déduire de ce qui précéde la sommes de la série numérique suivante :

> 1
2 (2p+1)2

p=0
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5. Retrouver alors la valeur de

n=1
T
1.
2. Onavuque Co(f) =7/2,Cn(f) = %((71)" —1) sin # 0 al’exo 29. Inspirez-vous de la rédaction déja vue

pour faire cette question.

3. Comme f est C' par morceaux et 2r—périodique alors le théoréme de Dirichlet nous assure la convergence

vers % Ainsi

Jr

fl)+flz-) =
VeeR, T—5"——=3 n2m

La fonction f étant continue en tout point de R, on a méme que

T 2
Vz € R, f(z) = 5—}— ﬁ((—l)"—l)cos(n:c)

n

8

Il
-

4. On choisit z = 0, ainsi
s n T X 2
f(0) = 5 4 ——((=1)" = 1) cos(n0) =3 Z —n -1)

(=1)n — 1 s’annule pour les termes pairs donc ne reste que les termes impairs. Donc

_7[' “+oo 21 _7[' “+oo
2 Z 2p+ (=1 2 ; 2p+

X 1 2
Donc —_— = —.
2 G
5. La série étant absolument convergente, on peut la couper en somme des pairs et des impairs. Ceci revient a
faire les changements d’indice n = 2p et n = 2p+1 : le premier terme pair est en n = 2 = 2p, ce qui correspond
4 p =1 et le premier impair est n =1 = 2p + 1 ce qui correspond & p = 0. Donc
+oo 1 +oo 1 +oo 1
2

“ L L @ ie

+
1 1 .
= Z ) + pZ:O W variable muette

Donc - — = = —
2 2
4 = = 2p+1) 8
Donc
w17
— n2 6
Sonc
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» Exercice 37. * x

. - . . T o e’ +e "
Donner le développement en série de Fourier de la fonction 27-périodique définie par ch(z) = — pour
—m < x < 7 aprés ’avoir tracée.

Montrer que cette série de Fourier est convergente et calculer sa somme. En déduire la valeur de

o0

>
2
ot 1+n
O
_ sh(m) (=" 2
Co(f) = pe w(f) = 5 ()1+n2 sin #0.
La somme vaut meh(r) — 1
7 I
=
» Exercice 38. * x Soit f: R — C la fonction définie pour = € R par
fw) ="
1. Quelle est la régularité de f 7
2. Montrer que pour tout n € Z, on a
(n + 1)Cn+1(f) = Cn(f)
3. On admet que ¢o(f) = 1. En déduire que pour tout n > 0
1
Cn(f) = ﬁ
et que pour tout n <0
en(f) =0
T
1. f est de classe C™ comme composée de fonctions C*°.
2. Soit n € Z — {—1},
Cni1(f) = /" ee“e—i(n-‘rl)tdt
2 J_ .
1 it e it 1 T it eit —i(n+1)t
=[—e° T jeites” et gy IPP
57 Ser ot 2D /,,rZe © bar
= ¥/ ee”e*intdt car la fonction du crochet est 27w périodique
2r(n+1) J_,
_ el
n+1
La formule est par ailleurs vrai pour n = —1 puisque c—1(f) = 0 (faites le calcul c’est une dérivée usuelle).

3. Démontrez les deux par récurrence : la premiére en partant de co, la seconde par récurrence descendante a
partir de c—; = 0.

» Exercice 39. *x x x Soit f: R — R, la fonction 27-périodique, paire, telle que

1 si0o<t<m/2
f)=<0 sit=m/2
-1 sin/2<t<T
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. Dessiner le graphe de f. Vérifier que f est continue et C° par morceaux. Calculer les coefficients de
Fourier (trigonomeétriques) de f.

. Etudier la convergence de la série de Fourier de f. En déduire que

e

nZ:O n+1 4

. En appliquant le théoréme de Parseval, montrer que

= 1 2
By e TS
. En déduire
=1 72
2T

On pourra séparer les indices pairs et impairs dans la somme.

. ATTENTION AU PIEGE, I’expression de f est valable seulement sur [0, 7] donc ne pas remplacer sur [—, 7]
dans expression du coefficient de Fourier.

Co(f) = % /j ftydt = %/Ow f(t)dt car f est paire.

1 /2 1 T 1 /2 1 T
Donc par relation de Chasles Co(f) = f/ f)dt+ = ft)dt = 7/ dt — —/ dt = 0.
™ Jo ™ Jr/2 ™ Jo ™

m /2

1 f(t)e ™ dt

2 J_ .

vn #0,  Cn(f)

= QL ( f(t) cos(nt)dt — i f@) sin(nt)dt) par linéarité de l'intégrale
™ —T —T
= 1 f(t) cos(nt)dt car t — f(t) cos(nt) est paire
™ Jo
/2 T
= % / f(¢) cos(nt)dt + % / F(t) cos(nt)dt par relation de Chasles
0 /2
1 /2 1 T /
= f/ cos(nt)dt — —/ cos(nt)dt par relation de Chasles
™ Jo ™ /2
_ l([sin nt)r/g B [sin(nt)]7r )
- T n 0 n /2
_ 2sin(n3)
nmw
Donc si n pair, C,,(f) = 0. Par ailleurs Vp € N, C (f)—ﬂ
Pt Ty = PES Bl = p )
On en déduit que pour n pair, a,(f) = b, (f) =0et Vp € N, a (f)—ﬂetb (f)=0
. q p p s Un — Un - P s U2p+1 — (2p + 1)71' 2p+1 = U.
Donc
N N
VN e N,Sn(f) = Z an cos(nx) + by sin(nz) = Z an(f) cos(nz)
n=1 n=1,n impair

est la somme partielle de Fourier d’ordre NN.
Je vous laisse ici toute la rédaction (voir exo 29 donnant la somme partielle de Fourier et expliquant pourquoi
elle converge).

On obtient
~ = A(=1)F

vV € R, fae) + f(@-) = Z an(f) cos(nz) = Z (

5 - cos((2p + 1)x).

2p+1)

n=1,n impair p=0

On 'applique en x = 0 ou la valeur moyenne vaut 1 puisque f est continue en 0. On en déduit que
+oo
4(—1)?
1=y ool
— (2p+
D’ou I'égalité demandée.
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3. On applique le théoréme de Parseval puisque f est continue par morceaux et 2w —périodique.

1 ™

2 +oo
ap 1 2 2
2 J_ . 4 2n:1

Je vous laisse faire le calcul & partir de cette égalité sachant que tous les b, sont nuls de méme que les azyp.

4. Déja corrigé a l'exo 31.

» Exercice 40. * x x Noyau de Dirichlet
Soit n € N. On note D,, : R — C la fonction (appelée n®™° noyau de Dirichlet) définie sur R par

Dn(l‘): Zn: eikm
k=—n

1. Justifier que D,, est de classe C™° et 2m-périodique. Dessiner les graphes de Dy, D1, Do et Ds.
2. Montrer que si x = 2k, alors
D,(z)=2n+1

et pour z € R qui n’est pas un multiple entier de 27, on a

Dn(x) _ efinz ei(2¢+1)z -1 _ Sin((n. +i‘/2)x)
etr —1 sm(§)

On pourra faire apparaitre la somme des termes d’une suite géométrique.

3. Soit f : R — C une fonction localement intégrable et 27-périodique. On note S, (f) somme partielle
de rang n de la série de Fourier de f, c’est-a-dire la fonction S, (f) : R — C définie pour tout € R

par
Su(F)(@) =Y er(f)e*”
k=—n
Montrer que
1 27 1 27
Sn(f)(@) = o= [ f(O)Dn(z —t)dt = — [ f(z —u)Dn(u)du

- 2 0 21 0

Le résultat de la derniére question montre que S, (f) est le produit de convolution de la fonction [ avec le
noyau n°"® de Dirichlet. Cette observation est un argument clé dans la preuve du théoréme de Dirichlet.

» Exercice 41. * x %
Soit f : R — R la fonction impaire et périodique de période 27 telle que f(z) = z(w — ) pour x € [0, 7.

1. Développer f en série de Fourier.

2. En déduire la valeur de -
> ot
= (2n+1)3

3. Utiliser la formule de Parseval-Bessel pour obtenir la valeur de

> 1
> 5
o (2n+1)

Co(f) = 0,Cu(f) = S ((=1)" = 1) si n #0.

La premiére somme vaut 7° /32 (en prenant z = 7/2 dans Dirichlet), la seconde 7°/960 (par Parseval)



» Exercice 42. * x x Lemme de Riemann-Lebesgue
Soit f une fonction 27-périodique. On rappelle I'inégalité triangulaire :

2

mwkl%mwt

0

2m
1. On suppose que f est absolument intégrable sur [0, 27] ¢’est-a-dire que / | f(t)| dt est finie. Montrer
0

que pour tout n € Z, la quantité ¢, (f) et définie et

D) < 5 [ Is]a

En d’autres termes, on vient de montrer que les coefficient de Fourier d’une fonction f sont néces-
sairement bornés. En vérité, on peut méme montrer qu’ils convergent vers 0, nous allons en faire la
preuwve dans le cas particulier ow la fonction est C*

2. On suppose que f est de classe C*. Montrer que pour tout n € Z

en(f') = inen(f)

en déduire que

lim ¢,(f) =0

n—oo
Pour la premiére égalité, on pourra effectuer une intégration par parties.
On a montré que les coefficients de Fourier d’une fonction périodique C* tendent vers 0 en Uinfini. En
vérité, le résultat est encore vrai pour des fonctions seulement intégrables (ce résultat est connu sous
le nom de lemme de Lebesgue), mais nous n’en ferons pas la preuve.

3. On suppose que f est de classe C?, montrer qu’il existe M > 0 tel que pour tout n € Z

M
enl)] < o
T
Corrigé lors d'une séance de cours.
'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' =2
» Exercice 43. x x %
Soit « ¢ Z un nombre réel. ‘
Soit f : R — C la fonction 27r-périodique, définie par f(z) = e'** pour |z| < 7.
1. Développer en série de Fourier la fonction f.
2. Etudier la convergence de la série de Fourier vers la fonction et montrer que
w2 _ io 1
sin? T < (a0 — m)?
n=—oo
Csin((a—nyr)y T e
Cu() = Sl )
L2 L
=<
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» Exercice 44. * x x Solutions d’équations différentielles
Soit f : R — C une fonction C' et 2r-périodique. On se donne o € R* et on considére I’équation différentielle

(E) ¥ —ay=f

1. On suppose que y : R — C est une solution 27-périodique de (E).

(a) Montrer que pour tout n € Z, on a
(in — a)en(y) = en(f)

(b) En déduire qu’il existe une unique solution périodique donnée pour ¢ € R par

yt) = ch”(_f)a et

2. Soit f: R — C la fonction impaire 2m-périodique telle que pour tout 0 < z < T,

T —t

FiH ="

Déterminer la solution périodique de I’équation différentielle (E).

» Exercice 45. * x *x *

Apreés Pavoir tracée, développer en série de Fourier la fonction 27-périodique définie par f(z) = |sin x| pour
—r<z<m, et f(r)=12.

En déduire

P i

Co(f) = %,C&(f) =C(f)=0,C.(f) = % -
La somme vaut 1/2.

» Exercice 46. % % x x

On considére la fonction impaire 2m-périodique définie par f(x) = T 5 ’ cos(z) pour 0 < z < mwet f(0) =0.
1. Tracer le graphe de f.
2. Calculer les coefficients de Fourier de f, et étudier la convergence de sa série de Fourier.
3. En déduire la somme de la série
2 1
Z(—D”L
n(n+1)

Co(f) = Ci(f) = =C-1(f) = =i/8,Cn(f) =

La somme vaut —1.

2(n+1)(n—1)



» Exercice 47. * x x x Soit f de période 27 telle que f(z) = x? + mz pour —7w < x < 7.

1. Tracer le graphe de f.
2. Former le développement en série de Fourier de f ainsi que la formule de Parseval. En déduire

n +oo 1
et —
>

n=1

—+o0

n=1

3. Déduire le développement de F' de période 27 telle que F(x) = / (f(t) —7%/3)dt
0

En déduire que

Co(f) = —,Cn(f) = ;2 +‘_71L7rsin7é0.

» Exercice 48. x x * x La série de Fourier : une projection orthogonale Pour f,g : R — C des
fonctions continues par morceaux 2m-périodiques, on définit

(flg) = / £t

Et on pose || f|| = v {(f|f) (appelée la norme 2 de f). Pour n > 0, on note S, (f) la somme partielle de rang
n de la série de Fourier de f, c’est-a-dire la fonction S, (f) : R — C définie pour tout = € R par

n

Sa(f)@) = Y en(f)e™

k=—n

1. Montrer que
n

1Su(F)]? = —/” Pt =3l

k=—n
Ce résultat peut étre vu comme l’égalité de Parseval dans le cas d’une somme finie de termes.
2. Montrer que (S, (f)|f — Sn(f)) =0 et que

IFI1Z = ISn(HIZ + 11 = Su(HII?

3. En déduire I'inégalité de Bessel
27 )
— t)|“dt
;_,:n'c’“ <5 [ I

On peut interpréter ce résultat géométriqguement : S, (f) est le projeté orthogonal de f dans l’espace des
polyndomes trigonométrique de degré < n, et l’'inégalité de Bessel affirme que la norme de ce projeté est plus

petite que la norme de f.
La preuve de l’égalité de Parseval utilise l’inégalité de Bessel. En effet, la majoration

Z lex (I < II£11?

k=—n

assure que la série des |cix|* est convergente. Et pour prouwver que la somme vaut || f||?, il faut montrer que

Jim [ = Sa(f)]* = 0.
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