Ecole universitaire Paris-Saclay Année 2021-2022
Licence de mathématiques lére année Semestre 2

MEU152 — examen final du Lundi 16 mai 2022

Durée : 2h00.

La précision des arguments utilisés et la qualité de la rédaction entreront pour une part importante dans l’ap-
préciation de la copie. Merci de bien vouloir | encadrer| les résultats obtenus, et de ne pas écrire au crayon
a papier. L’utilisation de la calculatrice et des notes de cours n’est pas autorisée.

Exercice 1 (questions de cours). Les trois questions sont indépendantes les unes des autres. Pour les deux
premiéres, on demande une démonstration, ct pas simplement de citer le cours, et on demande répondre en
justifiant aussi la troisieme question.
(1) Soit E, F,G trois espaces vectoriels, et f € L(E,F),g € L(F,G) deux applications linéaires. Montrer
que g o f est linéaire.
(2) Soit E un espace vectoriel. Si B = (uq,...,u,) est une base de E, alors pour tout v € F, il existe un
unique (A1,...,A,) € R™ tel que
v =AU+ -+ AUy,

0 1

est-il une projection ?
0 0) proj

(3) L’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique N = (

Solution 1. (1) On a bien que g o f est une fonction de E dans G. Montrons qu’elle est linéaire. Soit
u,v € B, A\ u € R. Alors

go fAu+ ) =g(f(Au+w)) =  gAf(u)+pgv)= =
f linéaire g linéaire
Donc g o f linéaire i.e. go f € L(E,G).

(2) Soit v € E. Si B est une base de E, alors en particulier elle est génératrice, donc il existe Aq,..., A\, € R

Ago f(u)+ pgo f(v).

tels que
v = Aui + -+ AUy
Montrons que le n-uplet est unique. Soit uq, ..., u, € R d’autres scalaires tels que
U= p1uq ++Mnun
On a alors v = Ajuy + -+ -+ + Apuy, = p1u1 + - - - + ppUy,, donc en soustrayant,
Arur + - Mgty — (paun + -+ platn) = (A — pa)ur 4+ (An — pn)un = 0g.
Donc par liberté de B, on a A\; — p; = 0 pour tout ¢, donc A\; = p; pour tout 1 < i < n. Autrement dit,
(A,...,A\n) tel que v = Aqug + -+ - + Ayuy, est unique.

(3) L’endomorphisme g de R? associé¢ & N est donné par g(z,y) = (y,0). On a donc gog(z,y) = g(y,0) = 0.
Or g # 0 donc go g # g. Donc g n’est pas une projection. On aurait aussi pu calculer sur les matrices :
N? =0, # N donc g n’est pas une projection.

Exercice 2. On se propose d’étudier 'application

R4 — R*
Tr+ 3y —4z — 2t
5 + by — 4z — 2t
—x+ 9y +4z — 8t
5 + 9y — 4z — 6¢

f:

—

(‘T7y7zat) = 4

I

(1) Montrer que f est linéaire et donner sa matrice dans la base canonique de R*.

On note B la base canonique de R* et B’ = (uy,u2, u3, ug) ottug = (1,1,0,1),uz = (1,1,1,1),u3 = (1,1,2,3), uq =
(1,-1,1,-1).

(2) Montrer que B’ = (uy,us,us3,us) est une base de R*.
(3) Donner la matrice M de f dans la base B’.
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(4) Déterminer le noyau de f. L’application f est-elle injective ? Donner le rang de f.

fofofofof sous la forme
—_—

5 fois
..." 7 On ne demande pas de faire le calcul dans cette question.

(5) Calculer M®. Que faut-il calculer pour écrire 'expression de f5 :=

"fs(x7 y7 Z? t) =
(6) Donner la matrice de passage Pgpr de B & B, ainsi que Py 5

(7) (Bonus) Calculer I'expression de f° sous la forme f°(z,y, z,t) =

Solution 2.

T(Az 4+ pa’) + 3(Ay + py') — 4Nz + pz') — 2(At + pt')
1| 5(Az+pa’) +5(Ay + py') — 4Nz + pz') — 2(At + pt')
f()‘u + /“}) =7 ’ ’ ’ ’
41 =z 4 pa') + 9y + py') +4(Az + pz') — 8(At + ut’)
5(Az + px’) + 9(Ay + py') — 4(Az + pz’) — 6(At + pt’)
TAx + 3\y — 4Az — 2\t + Tpx’ + 3uy’ — 4pz’ — 2ut’ Tx + 3y — 4z Tr+ 3y — 4z
_ 1| 5Az + 5y — 4hz — 20 + Spa’ + Spy’ — Apz’ — 2ut’ 1)\ 5 + by — 4z . 1 5x + by — 4z
4 AT+ 9y + 4z — 8At — px’ + Yy’ + 4pz’ — 8ut’ 4 —x + 9y + 4z il 9y + 4z
SAx + 9y — 4Az — 6At + bux’ + uy’ — 4uz’ — 6ut’ S5x + 9y — 4z 5z + 9y — 4z
=AM (u) + pf(v).
Donc f est linéaire. Sa matrice dans la base canonique est donnée par
T 3 -4 =2
5 5 —4 =2
A = Mat ==
5 9 —4 -6

(1) Soit u = (z,y,2,t),v = (2',y', 2, t') € R* et A\, u € R. On calcule

2) Il suffit d’échelonner le systeme correspondant & Ajuq + Aoug + Aguz + Agug = 0. On le fait directmeent
Y P
sur la matrice dont les colonnes sont donnée par les vecteurs de B’ :

11 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1
1 1 1 -1 0 0 0 -2 01 2 1 01 2 1
01 2 1 12 12— L1 01 2 1 231 0 0 0 —2 | L3«rLa| O 0O 2 =2
11 3 -1 LA L4—T1 0 0 2 -2 0 0 2 =2 00 0 -2

On a donc 4 pivots, donc la famille (uy, ug, us,us) est libre. De plus elle posséde 4 = dim R* vecteurs,
elle est donc aussi génératrice et c’est une base de R*.

(3) On calcule directement. On a alors

1
f(ul) = f(l, 1,0, ].) = 1(8, 8, 0,8) = 2U1 = 2’LL1 + O’LLQ + 0’LL3 + 0U4,

fluz) =
flus) =

flua) = f(1, -1)
On en déduit que la matrice M = Matg

1
f(l, 1,1, 1) = 1(4,474,4) = us = Ouy + lug + Oug + Ouy,

1
F(1,1,2,3) = 2 (4, —4,-8,6) = —u3 = Ouy + Ouz — uz + Oud,

1
~-1,1,-1) = —(2,-2,2,-2
e 4(? » = )

)

1 1
= 757.1,4 = 0u1 + OUQ + OU3 + 51144.

e f dans la base B’ est donnée par

(f) d

2 0 0 O

01 0 O

00 -1 0
1

00 o0 1

(4) On calcule le noyau de f dans n’importe quelle base. Par exemple en coordonnées dans la base B’, si
v =[a,b,c,d]p/, on a que les coordonnées de f(v) sont données par

a 2a
b b
c | | =¢
d
d 3

M
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donc f(v) = 0 ssi (2a,b,—c,d/2) = 0ssia =b=c=d = 0. Donc si et seulement si v = Oga. Donc
Ker f = {0} et f est injective. D’aprés le théoréme du rang, on a donc rang(f) =4 — dimKer f =4 (et

donc f est surjective).

La matrice M étant diagonale, un calcul direct donne

22 0 0 0 32
0 1 0 0 0

5 _ —
M=t 09 o («1p o |7 o
0o 0o o 1 0

0 0 0
1 0 0
0 -1 0
0 0 3

Pour calculer I'expression de f°, il suffit de connaitre la matrice de f° dans la base canonique, c’est &
dire A°. On peut soit faire un calcul direct, soit (mieux) utiliser la formule de changement de base :

Matg(f°) = P Matp (f°)Ps g,

C’est & dire, si P = Pg.p' = P la matrice de passage de B a4 B’, on a

AP = Px (M)« P!

Comme P = Pg ' avec B la base canonique, on a directement,

11 1 1

p_ 1 1 1 -1

01 2 1

11 3 -1

On calcule son inverse par la méthode du pivot :

11 1 1 1 0
11 1 -1 0 1
01 2 1 0 0
11 3 -1 0 0

1 1 1 1 1 0
00 0 -2 -1 1
01 2 1 0 O
00 2 -2 -1 0

1 1 1 1 1 0
01 2 1 0 O
00 2 -2 -1 0
00 0 -2 -1 1
11 1 1 1 0
01 2 1 0 O
00 2 0 0 -1
0 00 -2 -1 1

1 1 1 1 1 0
01 2 1 0 0
0 01 0 0 -1/2
0 0 01 1/2 —1/2
11 10 1/2 1/2
0120 ~1/2  1/2
0 01 0 0 -1/2
0 0 01 1/2  —1/2
1 1 0 0 1/2 1
01 00 —-1/2  3/2
0 01 0 0 —1/2
0 0 01 /2 —1/2

o = O O

S O = O O = O O

corRro P92 ocoor~o

o O = O

— o O O
;/

o oo @OFrOoo Rrooo
\_/\_/
\_/

o O

1/2

o

1/2

~1/2
~1
1/2
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1000 1 —1/2 -1 1/2
010 0 -1/2 3/2 1 -1
0010 0 —-1/2 0 1/2
000 1 /2 -1/2 0 0
1 —1/2 -1 1/2
-1/2 3/2 1 -1
Donc P~' = Pp g =
one 5,8 0 -1/2 0 1/2
/2 -1/2 0 0
(7) On a donc
111 1 32 0 0 0 1 —1/2 -1 1/2
_ 11 1 -1 01 0 0 -1/2 12 1 -1
M 5 :ASZP M5 P 1:
ats(f°) x (M7) x 01 2 1 0 0 -1 0 0 —1/2 0 1/2
11 3 -1 00 0 /2 —-1/2 0 0
32 1 -1 ?712 1 —-1/2 -1 1/2 % —% -31 %
(321 1 3? -1/2 12 1 -1 | _ W -31 2
01 -2 = 0 -1/2 0 1/2 6w 1 —23
32 1 -3 —% /2 -1/2 0 0 s 8l 31 I

Exercice 3. On note P = {(z,y, 2) € R®|x + 2y — z = 0}.
(1) Montrer que P est un sous-espace vectoriel de R3.
(2) Donner une base de P, ainsi que sa dimension.

On note Q = {(z,y,2) € R¥|z+y —2 =0} et R = {(z,y,2) € R®3y — 22 = 0}; ce sont des sous-espaces
vectoriels de R? (on ne demande pas de le démontrer) et on note L = Q N R.

(3) Donner une base de L.
(4) Montrer que L et P sont supplémentaires dans R3.
On note p € L(R?) la projection sur P parallelement & L.
(5) Quel est le rang de p?
Soit B’ = (uy,ug,us) ot u; = (1,0,1),us = (2,—1,0),us = (1,2, 3).
(6) Montrer que B’ est une base.
(7) Donner la matrice de p dans la base B'.
(8) Donner la matrice A de p dans la base canonique.
Solution 3. (1) Par définition, P C R3. De plus 0+2 x 0 —0 = 0 donc (0,0,0) € P. Soit u = (z,y, 2),v =
(2',y',2") € P. Soit A\, u € R, alors
A+ pv = Az + pa’, Ny + py', Az + p2'),

et Ax + px’ + 20y + py') — Az + p2’) = Mo +2y — 2) + p(a’ + 2y’ — 2') = 0, car u,v € P. Donc
M+ pv € P donc P est un SEV de R3. Alternativement on aurait pu considerer

4 R3 — R
" (m,y,2) = T2y —2z

on voit que ¢ est lindaire (vérifiez le!), et P = Ker¢, c’est donc un SEV de R3.

(2) On écrit, v = (z,y,2) € Pssiax+2y—z=0ssix=z—2yssiv=(2—2y,y,2) =y(-2,1,0)+2(1,0,1).
Donc une famille génératrice de P est (—2,1,0), (1,0, 1), or elle est clairement libre. C’est donc une base
de P et dim P = 2.

(3) (z,y,2) € L si et seulement si

r4+y—z =0 x =1/3z
3y—2z =0 y =2/3z

ssiv=12(1/3,2/3,1) = 32(1,2,3). Donc (1,2, 3) est une base de L et dim L = 1.
4
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(4)

Soit v € LN P. Alors v = ¢(1,2,3) pour t e Ret t + 4t — 3t = 0 car v € P, donc 2t = 0 donc ¢t = 0 et
donc v = Ogs. On a donc L N P = {0}. De plus

dim(L + P) =dim L + dim P — dim(L N P) = dim L + dim P = 3.

Comme L+ P CR3 et dimR* =3 =dimL+P,onadonc L+P =R3 Donc L P=R3ie. LetP
sont supplémentaires dans R3.

Imp = P par définition de p, donc dim Imp =: rang(p) = 2.
On échelonne la matrice correspondant au systeme Aju; + Asus + Azug (i.e. dont les colonnes sont les
vecteurs de B'), on a donc

1 2 1 1 2 1 1 2 1

o -1 2 |~10 -1 2 ]~(0 -1 2

1 0 3 0 -2 2 0 0 -2

On a donc 3 pivots, donc la famille B’ = (uy, uz,u3) est libre, or elle posseéde 3 = dim R? vecteurs elle
est donc génératrice : c’est une base de R3.

On voit que uy,us € P puisqu'ils vérifient son équation (c’est en fait une base de P, mais différente
de celle que l'on a donné a la question 2). De plus ug € L. On a donc que p(u1) = u; = lug + Oug +
Ous, p(uz) = Oug + lus + Oug et p(usz) = 0. La matrice dans la base B’ de p est donc

1 00
010
0 0 0
Pour trouver la matrice A de p dans la base canonique B, on écrit
A= P&B/Matgl(p)PB/ﬁ’.
On a
1 2 1
P .= P&BI = 0 -1 2
1 0 3
et donc Pg g = P71, et donc en calculant,
-3/2 -3 5/2
Py p=P'= 1 1 -1

On utilise donc la formule, et on trouve

1 2 1 100 -3/2 -3 5/2

A= 0 -1 2 010 ( 11 -1
1 0 3 000 /2 1 -1/2

1 2 0 -3/2 -3 —5/2 ;3 -1 3
=(0 -1 0 11—1)_ -1 -1 1
1 0 0 /2 1 -1/2 -3 -3 32



