Matrices d'une application linéaire et
changement de base : exemples

Les exemples suivant visent a illustrer le polycopie de cours.

Soient E et F des espaces vectoriels sur un corps K (par exemple K =R ou C).

COOI’dOﬂT‘léﬁS d’un vecteur dans une base

Exemple 1 (Illustration de la propostin 15, page 12). Soit E = R3 et B = (e1, €2, €3)
la base canonique.
— Soit v € E ayant pour coordonnées dans la base canonique (1,1,0). Cest a
dire, tel que v=(1,1,0)s.
— On considere maintenant la base B’ = (uy,uz,u3) definie par
u =(1,1,1)3

U = (0) 0»1)3 Uz = (_Z»O)O)B~

Commev = (1,1,0)5 = (1,1,1)5 — (0,0, 1)5 = u; —uz, les coordonnées de
v dans B’ sont donc v = (1,—-1,0) 4.
— Soit B” = (v,uz,u3). Le vecteur v vérifie v =1-v+0-u, 4+ 0-uz, donc dans

cette base v =(1,0,0)z.

Matrices d’une application lineaire

Les eemples suivants illustrent la définition 82, page 40 du polycopi¢, donnant

la définition de matrice d’une application lincaire dans les bases Be et By.
Exemple 2 (Homothétie). Soit E =F = R? et Br = Be = (e1, €2). Soit f: R? — R?

telle que f(x,y) = (2x,2y). On a: f(1,0) = (2,0)s, et f(0,1) = (0,2)5,.

2 0
Donc Matg, 5, (f) = (O 2).

Exemple 3 (Cas d’'une matrice non carree). Soit E = R? et F = R3 et Bg, Br leurs
bases canoniques. Clest-a-dire B = (wug,u;) et By = (vq1,v2,Vv3) ou
u =(1,0), uz =(0,1) et vy =(1,0,0), v2 =(0,1,0), v3 = (0,0, 1).
Soit f: (x,y) € R? — (2x,3y,x 4+ y). Calculons les images de u; et us.
flug) =1(1,0) = (2,0,1) et fluz)=1(0,1)=(0,3,1).

La matrice de f dans les bases Bg et B a pour premiére colonne les coordonnées
de f(uy) (dans Bg) et pour deuxieme colonne les coordonnées de f(u,) (dans By).

Clest a dire, la matrice :

2 0 V1
MatgFHBE (f) = 0 3 V2
1 1 V3

Exemple 4. Soit f: R? = R? telle que f(x,y) = (2x +y,x + 2y).

Dans la base canonique Soit Br = Bg = Beun = (e1,€2) la base canonique de
R2. Dans cette base, on a

f ((1’0)3&111) = (Z’I)Bczm = z.e] +] = etf ((0) ])‘B ) = (1?2)3“11 = ].e] +2‘ez

can

2 1
Donc Matg, g, (f) = (1 2).

Dans une nouvelle base Soient vi = (1,-1)g5_ et vo = (1,1)5_, et soit B’ =

can
(v1,v2). Les vecteurs vy, v, forment une base de R?. On peut done chercher
a déterminer la matrice de f dans cette base, ie. Matg, s/ (f). Pour cela,

déterminons f(vq), f(v2) et écrivons leurs coordonnées dans B’. On a

fvi) =1 ((1,-Ns,,) = (1,=1)s,, =vi = Tv; +0vy,
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f(vo)=f ((1, ])ch) =(3,3)5., =3v2 =0vy + 3vy.

Autrement dit, dans la base B’ on a: f(vi) = (1,0)5 et f(v2) = (0,3) .

10
Donc Matg: g/ (f) = .
()

3
Attention La matrice ( 2) nest pas la matrice de f dans la base B

Cest la matrice de f dans les bases B’ et By, clest-a-dire Matg, 5/ (f) =

1 3 . ;. - .
( 2). En effet, quand on ¢cric f(1,—1) = (1,—1) on est en fait en train

d’écrire les coordonnées de f(1,1) dans la base canonique. Pour avoir la
matrice de f dans la base B/, c’est-a-dire la matrice Mats 5/ (f), il faut ex-
primer les coordonnées de f(1,—1) et f(1,1) en fonction des vecteur de B/,
clest a dire

f(1,—=1) = (1,=1) = 1v; + Ovy, f(1,1) = (3,3) = 0vq + 3vs.

On renvoit a la page 4 pour dautres exemples, utilisant les matrices de passages.
C C

Matrices de passage

La notion de matrice de passage est définie page 43, définition 88 dans le po-

lycopic.

De la base Canonique VErs une nouvelle base

Exemple 5 (En dimension 2). Soit B = (ey,e2) la base canonique de R? et soit

()

Explications : On ¢crit les vecteurs de la nouvelle base (la base B’) en fonction

vi = (1,1) et vz = (1,—1) et posons B’ = (vq,v,). Alors Py s/ =

des vecteurs de la premiere (la base canonique). On doit donc ¢crire les coordon-

/ -~ . ! ! [\
nces de vy et v, en fonction de ey et e;. Les coordonnées de vy et v, ¢tant déja

données dans la base canonique, on lit immédiatement
vi=(11)=T-e1+1-e3 et vo=(1,—-1)=1-¢e7+ (1) es.

Exemple 6 (En dimension 3). Soit B = (e, ez, e3) la base canonique de R? et soit

1 1 0
8’:((1,1,0),(1)0’_1),(0’1’2)),alors PB,B’ =11 0 1
0 -1 2

Exemple 7 (Polynoémes). Soit E = R,[X] l'espace vectoriel des polynomes de
degre inférieur ou egal a 2. La base canonique de E est B = (1,X,X?). Soit
B’ = (X+1,X—1,2X? + X + 1) une autre base. Ecrivons les coordonnées des vec-

teurs de B’ dans la base canonique B :

X4+1T =1-T+1-X4+0-X> et X—=1=(=1)-141-X+0-X?,
2X2 4+ X+1 = 1-141-X4+2-X2.

Donc X+1=(1,1,0)g et X—=1=(=1,1,0)5 et 2X2 + X+ 1 = (1,1,2)g. Ainsi, la

1T -1 1
matrice de passageest P =11 1 1
o 0 2

Interprétation en terme de matrice de I'identité
On illustre ici la Proposition 89, page 43 du polycopice de cours.

Exemple 8 (En dimension 2). Par exemple, prenons E = R?. Soient vi = (1,2) et
v2 = (0,3). Notons B la base canonique de R? et B" = (vq,v,). Lapplication Idg
verifie (par definition de Papplication identite) :

IdE (V1 ) =V ct IdE (Vz) =V

Revenons a la définition de matrice d’'une application linéaire (cf. page polyco-

pi¢, page 40, definition 82). Pour déterminer Matg s/ Idg, il nous faut écrire les
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coordonnées de Idg (vi) et Idg (v2) en fonction des vecteurs de B :
Ide(vi) =vi =(1,2)g=1-¢e; +2- ey,
IdE(Vz) =V = (0,3)3: 0-e1+3-ez.

10
Dot Matg, g/ Ide = .
i (1)

Exemples, hors de la base canonique

Tous les exemples vus jusqu'a present portaient sur des passages de la base
canonique a une autre base. On illustre maintenant les notions précedentes dans
des cas ou ni la base de départ ni la base d’arrivee ne sont la base canonique.

En particulier, si B,B’,B” sont des bases de E et que I'on vous demande de
déterminer la matrice de passage de B’ 4 B” vous avez deux possibilités

— Ou bien chercher a exprimer les vecteurs de B” en fonctions de ceux de B'.

— Ou bien determiner la matrice de passage de B a B’ et celle de B a B” et

uciliser le fait que Ppr g1 =Py gPp 5/ = Py ly Ps s
, , , B, BB,

Exemple 9. Soit E = R2. On definit les vecteurs suivants (les coordonnées sont

données dans la base canonique)

U = (2’ 1 )3c:\11 uz = (0’])30\11 Vi = (2’ Z)an V2 = (2’ 0)3“11'

On pose B’ = (u1,uz) et B” = (v1,v2). Déterminons Py 5.

Avec la premiere methode Pour cela, ¢crivons les coordonnées de vy et v, en

fonction de uy et uy. On a

vi=(2,2)p,, =2, s, + 0,1z, =1-u +1-uy,
v2 =(2,0)s,, = (2, g, — (0, 1)z, =1 -us +(=1) -us.

Clest a dire vi = (1,1)s et vo = (1,—1)5,. Donc

V1 A%

1 T\,
P‘B’,‘B” = Mﬂtglggﬂld{{ =

1 —1 1v5)

Avec la deuxieme methode On note B la base canonique et on détermine les

deux matrices de passages P 5/ €t Py s :

o (20 o (22
Bean,B' — 1 1 Bean, B — 2 O

Afin d’utiliser la formule encadrée, il nous faut maintenant déterminer

Iinverse de Pg_,, s/ (cf. me¢thode vue au cours du premier semestre). On a:

- 1/1 0
PBJIH])‘B/ = z (_] 2)

La matrice de passage de B’ a B” est donc :

P =P;' 5P (¢ )=
BB Bean, B’ Bean, B 2 _] 2 2 O ] —1

Exemple 10 (Polynémes). Soit E = R;[X] l'ev. des polynémes de degre inferieur
ou ¢gal a 1. On note e; := 1 (le polyndme constant ¢gal a 1) et e; = X. La base
canonique de E est Bean = (e1,€2) = (1,X). On considere les deux nouvelles bases
suivantes

B=(X+1,X—-1) B =(2X,3).

Déterminons Py .. Pour cela, calculons Pg_, 5 et Pg_, 5. Pour obtenir ces ma-

cany cany

trices il faut exprimer X+ 1 et X — 1 ainsi que 2X et 3 :

X+1=1:e19+1:e X—=1=(=1)-e1+1-e;
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2X=0-e1+2e; 3=3-e7+0-es.

b (o3
3(1!“ YB - 2 0

1
1). Et donc

Et donc les matrices de passages sont :

o1
‘BCHI])B - ] ]

1
’e . . N 1
Linverse de Py, 5 est Pg! 5 =3 (—1

Py =Pzl P 556 )
BB B BB BT 9 1 g2 o) T 2

Changement de base

Changement dC base pour IGS COOI’dOl’ll’léCS d’un vecteur

On illustre ici la proposition 9o, page 44 du polycopic.

Exemple 11. Soit E = R?, B = (ey,e2) la base canonique. Soit B' = (u1,uz) ou
uy,uz sont les vecteurs ayant pour coordonnées dans la base canonique :
ur = (1,2)3 uy = (3,0)5.

La matrice de passage de B a B’ est
, EA N R
g = et son inverse est Py, = —
R VAN 26 2

Soit v = (—5,2)s, alors dans la base B, ce vecteur a pour coordonnées

an ()5 (5 7)(3) - ()

Interpretation Dans la base B/, le vecteur v s'éerit donc (1,-2). Ceci signifie

v=1-u3+(=2)-u, Ccest-a-dire v=(1,-2)z.

Changement de base pour une matrice d’application linéaire

Dans I'Exemple 4, nous avions calculé¢ « a la main » la matrice de application
f dans une nouvelle base. Comme pour les vecteurs, il n'est pas toujours evident
de voir directement comment s'écrit la matrice de f dans une nouvelle base. On

dispose ici d’'une formule : cf. Proposition 92, page 44.

Exemple 12. On reprend 'Exemple 4. On avait E = F = R? et f(x,y) = 2x+y, x+2y
(dans la base canonique) et B’ = ((1,—1),(1,1)). Donc

2 1 L
A =Matg,, s, (f) = <1 2) € Praw = <_] ]>

1 -1
Linverse de la matrice de passage P, estalors Pyl  =1/2 (1 )

(Notons que dans cet exemple Bg = Bf = Beay €t By = Bf = B/

donc Py; 5, =Py, 5, =Ps_, »). Ainsi

1(1 -1 2 1 1 1 1 0
Matvsws'(f)ZPBJL,n,vszP%B’:2(1 1)(1 2) (—1 1>:<0 3>



