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Plan de PUE

Idée générale :

Au premier semestre, on va introduire les notions de base,
et s’intéresser en détails a2 une méthode numérique précise

Tous les jeudi matin (8h45-12h45) au batiment 625

21 Novembre : Cours 1 + Cours 2

4 Décembre : Cours 3 + TP
5 Décembre : Cours 4 + TP
12 Décembre : Cours 5 + TP
19 Décembre : Cours 6 + TP

9 Janvier : Cours 7 + TP

16 Janvier : Cours 8 + TP

23 Janvier : TP

30 Janvier : Examen

Modalités d’évaluation :
TPs + examen oral (question de cours + exercice)

Barbara PERRI M1, Méthodes Numériques, Cours 7 Université Paris-Saclay 09/01/2025
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Hypothese : 1D

Pour cette premicre application, on ne va s’intéresser qu’a des problemes a 1 dimension :

Domaines Equations différentielles
sous forme de segments ordinaires (EDO)
~ * ~ = les inconnues ne dépendent
ue d’une seule variable
O xe€elo,L] L 1
6D : 2 points df (x)
Gauche: x =0 dx + f(x) = g(x)

Droite : x = L

4

Cela permet de simplifier écriture du MAIS la méme méthode sera
probléme dans un premier temps généralisable aux EDPs
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Introduction Premier exemple Optimisation Dérivées croisées Conclusion

Cycle des méthodes numériques : Stationnaire

“ 0n(s) = équations + domaine +
uation(s .. . .
9 conditions aux limites

Définition du = discrétisation spatiale +

probléme maillage

Discrétisation du

domaine

— ramener le probléme a
une inversion de matrice

= implémentation
Ecriture matricielle en python

(validation)

Programmation
Solution numérique
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Hypothese : 1D instationnaire

Pour cette premiere application, on ne va s’intéresser qu’a des probléemes
a 1 dimension spatiale :

Domaines Equations différentielles
sous forme de segments ordinaires (EDP)

X

O ~ = les inconnues ne dépendent

que d’une seule variable spatiale + temps

0 xelo,L] L
6D : 2 points of of ~
Gauche: x =0 at (.X', t) + ax (X, t) - g(x; t)

Droite : x = L

4

Cela permet de simplifier écriture du On ne peut plus appliquer
probléme dans un premier temps les méthodes propres aux EDOs !

Barbara PERRI M1, Méthodes Numériques, Cours 7 Université Paris-Saclay 09/01/2025



Introduction Premier exemple Optimisation Dérivées croisées Conclusion

Cycle des méthodes numériques : Instationnaire

Equation(s) + condition 1nitiale

Définition du discrétisation spatiale +

probléme discrétisation temporelle

Discrétisation du

domaine

+ équation matricielle

Ecriture matricielle + boucle temporelle

(validation)

Programmation
Solution numérique
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Hypothese : 2D

On va enfin passer a des problémes en 2 dimensions :

Domaines
sous forme de rectangles Equations aux défiVéeS partielles

L, (EDP)

= les inconnues dépendent
maintenant de 2 variables spatiales

of of B
a(x,y) +@(x,y) =g, y)

0 Ly
6D : Union de 4 segments
Bas: (x,0),Vx € [0, L,]

Haut : (x, Ly), Vx € [0, L,]

Gauche : (0,y),Vy € [0, L,]

Droite : (0,L,),Vy € [0, L

Il faut toujours préciser selon quelle
] dimension on dérive (croisée ?)
y
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Hypothese : Problemes stationnaires

On rajoute ’hypothese supplémentaire que les dérivées étudiées
sont forcément par rapport a 'espace et non au temps :

Cela permet de se concentrer d’abord sur les conditions aux limites
(avant d’ajouter la condition initiale)

+

Cela permet d’obtenir une seule solution finale stationnaire
(pas d’évolution temporelle) = plus facile a valider

La dimension temporelle sera ajoutée au 2D au semestre prochain !
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Introduction Premier exemple Optimisation Dérivées croisées Conclusion

Premier exemple
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Etape 1 : Définition du probleme

Avant de passer a la partie numérique, il faut s’assurer
d’avoir bien défini le probleme physique/mathématique continu

Premier exemple :

Probléme de Poisson en 2D

Equati i +a2f( ) = bléme de Poi
quation : ox2 (x,y) 32 x,y) =9g(x,y) (probleme de Poisson)
Inconnue : f(x,y) (fonction réelle 2D)
Domaines : x €[0,L,] ye€|[O,L,] (rectangle 2D)
Condition aux limites : f(x,0) = Cspyq(x) vx € [0,L,]
f(xr Ly) = Cpnord(X)
(CL de type Dirichlet)
0,y)=C
f y ouest(y) vy = [0’ Ly]

f(Lxr y) = Cest(y)
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Introduction Premier exemple Optimisation Dérivées croisées Conclusion

Visualisation des domaines

Domaine spatial :  y

Cnord
A Ly
C 0
CO' Couest
0 X L "
0 Csud Lx X

Fonction définie sur le domaine spatial :

l f(x,y)?
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FEtape 2 : Discrétisation du domaine

On va maintenant passer d’un milieu continu a discret a I’aide d’un maillage :

Premier exemple :

Probléme de Poisson en 2D + Maillage uniforme

Nombres de points : N = (M, +1)(M,, + 1) en espace
(résolution)
Pas d’espace : 0x = L,/M, sy =L,/M,
Numérotation : 0 =20 <2x3 <xz <+ <Xy, =Ly

0=yo<y1<¥2<—<ym, =L, (noeuds du maillage

spatial)
Equivalence discret/continu : f(x, y].) = fi (notation)
Valeurs nodales connues : 9(xiy;) = 9i;
Valeurs nodales inconnues : foo fo1 foz - f o.M, (valeurs aux noeuds)

fo,Or fo,lr fo,Zr "'rfo,My
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Visualisation des maillages

Discrétisation :
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Ditficultés en 2D

On voit tout de suite que le nombre de points a gérer
est beaucoup plus important qu’en 1D :

Totalité des points : N=(WM,+1) ‘ N=(M,+1)(M, + 1)
Sur les bords : Nporg = 2 ‘ Nporqa = 2M, + 2M,

Exemple : M, = 100

1D : 2D :
101 points en tout 10 201 points en tout
2 points sur les bords 404 points sur les bords

= Augmenter la résolution est tout de suite beaucoup plus cotteux !
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Etape 3 : Discrétisation des équations (bords)

Une fois qu’on a discrétisé le domaine de calcul et les quantités physiques,
il faut encore choisir comment approximer les dérivées = choix du schéma numérique

- Le but est d’arriver a avoir une équation algébrique a résoudre
S| gebriq
pour chaque point du maillage :

fi,O — Csud(xi)
N fi,My = Chord (xi)

I o%',!.cnco.

~ Q-
bt PR ,,o--é ao-—d i ‘

fo,j - Cest()’j)
vVj =1, ...,My -1

=2 en 2D, 2M,, + 2M,, équations en tout pour les bords du domaine
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Etape 3 : Discrétisation des équations (domaine)

Une fois qu’on a discrétisé le domaine de calcul et les quantités physiques,
il faut encore choisir comment approximer les dérivées = choix du schéma numérique

- Le but est d’arriver a avoir une équation algébrique a résoudre
S| gebriq
pour chaque point du maillage :

0°fi N 0*fij
d0x? dy? Yi.j

o:oooooooio,"
o'oooooooo:,p'

- en 2D, (M, — 1)(My — 1) équations en tout pour 'intérieur du domaine
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Etape 3 : Discrétisation des équations (domaine)

Premier exemple :

Probleme de Poisson en 2D + Formulation centrée

On cherche a discrétiser ’équation sutvante :

92 f 92 f A
3.z oY)+ W(X,Y) =gxy) ‘ axlz'] + aylz'] = i

Discrétisation spatiale : Centrée (maillage uniforme)

0°fij  fivrj = 2fij + fi-1, 0°fij fijr1 = 2fij + fij-1
dx2 dx? dy? dy?

fiv1,j—2fij+fi-1,j N fij+1=2fijtfij-1 _

5x2 5y2 l,j

vi € [1,M, —1],vj € [1, M, — 1]
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Etape 4 -+ Bcriture matricielle (principe) (1)

Comme en 1D, on aimerait arriver a mettre le systeme sous la forme suivante : AF = G
—> Mais si on éctit le systéme linéaire, on constate vite qu’il est tres différent :

— Et ainsi de suite
(xO,yl) fO,l - Couest(xo) pour tous les yj !

(%1, Y1) fan —2f11 t fou n fiz =2fi1+ f10 .

5x? 5y* s G I s
Dl Attt
(x2,v1) | f31—2f21 + f1a + foz = 2f21+ f20 _ p DO f"‘,_’_.;‘;::;f" :
6?2 5y? oo R A - I
' cFoe-? :
% ATt

(xi'yl) fi+1,1 — 2fi,1 + fi—l,l fi,2 - 2fi,l + fi,O . 6 © 0 06 000 o g

+ _gil 0,06 0 0 0 0 o oo &
Hx?2 6:)/2 ’ 0 060000000,‘

1~ 2fmy—11 + fmy—21 fo—1 2~ 2fmy—11 F fm,—10
dx? Sy?

(Xpm—1, Y1) fs,

= I9m,-11

(XM, Y1) fma = Cest(xMx)

—

= En 2D, il faut introduire un nouveau systeme de numérotation des points
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Etape 4 + BEcriture matricielle (principe) (1)

Méme si on a deux indices pour représenter la position de chaque point,

on va faire en sorte de n’avoir qu’un seul vecteur colonne F : - Joo |
fo 1
y (O )(1 2(2 My) P o P ° (Mxt My) fO My
M, 020, 1 3M, T2 (My+1)M,, + M,
& o e 1 © © o fi,0
(i, ) fia
o @ %2 © © © . :
i(My, + 1)+ Py
¢ o o 0O 0 Q b inﬁ’
by m) |
(0,2) (1 2) 1(2,2) o : )\ M(Mx, 2)
R {1/ A ) M 0 M, + M, +2
01 (T 12D I Mx, i Vecteur | __
T M, F 420, 43T + M, +1 olonneF | g
0) [0 012,0) detaille N | 7,"
0  M,+12M, +2 X MM, + M,
MM,

= C’est un choix de numérotation arbitraire, il en existe d’autres
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Etape 4 : Ecriture matricielle (exercice)

.. f Construire le vecteur F
, ) . 11 avec la relation entre les deux systemes de numérotation :
l(My + 1) +J

__ 1. Pour une grille 3x3,
2. Pour une grille 4x4.

Barbara PERRI , Méthodes Numériques, Cours 7

Université Paris-Saclay 09/01/2025
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“criture matricielle (corrigé)

Construire le vecteur F

Etape 4 -

avec la relation entre les deux systemes de numérotation :
1. Pour une grille 3x3.

(L, )

1 i(My,+1)+] fo0]
fo
fo,2

02 a2 @2 fio
5 #5 #8 ‘ fi1
0D D i 12
1 I 7 ;2'0
2,1
(0,0) ‘(1»0) ‘(2,0) > f2,2.
0 3 6 X
M, =2
M, = 2
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FEtape 4 : Ecriture matricielle (corrigé)

Construire le vecteur F

avec la relation entre les deux systemes de numérotation :

2. Pour une grille 4x4. foo]
i(M, +1)+j f0’3
Y 1(0,3) ¢(1,3) (2 3) (3 3) fllo
3 7 11 15 f1'1
(0,2) (1,2) (2,2) (3,2) fis
2 7% 10 14 ‘ £
oD @AY 2 3,1) f2,0
1 15 %9 13 ;2,1
0,0 1,0 2,2
(0,0) ‘( ) ‘(2,0) (3 0) fra
0 4 8 12 X f3 0
M, =3 f3,1
f32
M, =3 ,
g i3
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Etape 4 : Ecriture matricielle (complete) (1)

Premier exemple :

Probléme de Poisson en 2D + Formulation centrée - foo
fivr,j=2fij+fi-1,j n Fijer=2fij*fij-1 _ gii fo1
. Sx2 5y?2 J
(X0, Y1) fo1 = Couest (Xo) fO,My
—2fiq + —2fiq + PR
(x1,¥1) f21 flél foa n f1,2 flél fi0 =g, fio
ox Sy '

(x5, 1) |f31 =221+ f11 N fo2 = 2f21+ f20 _

6x2 5y2 gz’l ‘ fl,My

(x;, V1) fivr1 — 2fi1 + fi-11 + fiz —2fi1+ fio _

52 5y2 9i1 _
(Xp1.—-1, V1) fo,l B Zfo—l,l + fo—Z,l n fo—l,z - szx—l,l + fo—1,o _ fo,o
x - —
Sx? Jy? IMx-11 fmy1
(xMx'yl) _fM'l = CeSt(xMx) _fo,My_

—> Sous quelle forme matricielle va-t-on pouvoir mettre le probléme ?

Barbara PERRI M1, Méthodes Numériques, Cours 7 Université Paris-Saclay 09/01/2025



Etape 4 : BEcriture matricielle (complete) (1I)
N

Premier exemple :

‘71' b Probléeme de Poisson en 2D + Formulation centrée
S FO F1 FMx—l FMy _ fO 0 —Coouest-
n ,
/_2\ for couest
Bo,o By Bom,-1| Bom, - |Fo Gy 1...
M, fom, Gt
|(1,0)My + 1 - -
) d
(1r1)My + E Bl,O Bl,l Bl,Mx—l Bl,Mx ;1’0 F1 Gl Cfu
(0, M) 2M|] + 1 b J11
] cnord
fimy L ERe
est
(M, 0)M (1, + 1) o o
(M, 1) MM, + 1) +]1 e |Fu, Gu| €T
d g BMx»Mx * *
M,, M +1) (M, + 1 est
o A+ D (M) + 1) oty i
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Ftape 4 : Ecriture matricielle (bords) (I)

Premier exemple :

Probleme de Poisson en 2D + Formulation centrée
fiv1,j=2fij*tfi-1j n fijyr1—2fijtfij-1

5x2 5y2 L,j

Y LOMIAM) @My o o (M My)
M, S2M, H1 3M, 2 [ (My+1)M,, + M,
& o ° ® ® © o
Bords : ¢ ? ? ? ? ? (i,))
(ouest et est) S . i(My, + 1)+
© © ¢ ° © © ,
[1:2) [(2.2)  (My, 2)
2O RN, AT TR M, + My + 2
O (LD (@D i "(Mx, 1)
T M, F 42, 3T TTTT? + M, +1
20y (2.8 2, 0)
0 M, +12M, +2 X MM, + M,

Barbara PERRI M1, Méthodes Numériques, Cours 7 Université Paris-Saclay 09/01/2025



Etape 4 : Ecriture matricielle (bords) (II)
Premier exemple :

Probleme de Poisson en 2D + Formulation centrée
fij+1=2fij+fij—1

fiv1,j=2fij*tfi-1j n = g,
-
ouest
(xOrYO) fOO - ouest(yo) - C
A
@Ry %0 -0- e e
ouest (0 i, JWra -,.« o5’ ;9
(X0, ¥1) fo1 = Couest (V1) = (4 ",*w-,af;---.'._;; o )
Qi
ouest “ ! \"3*2"‘-,*
(xO'yZ) fOZ - ouest(yz) = C ; NP 08 S !
BOIdSZ ! -@-0--0-0-0-0-0-0-0-p
; © 000 0m®o o0 o0 ,o'
(Ouest) : © 0o 00 o0 o g
o0 0o 0o 06 0 0 © o' o R

oboooooool,c

(xo,y,-) fO,j — Couest(yj) — Cjouest 0 [ X
x
(xo;yMy—1) fO,My—l = Couest (YMy—l) Cl%l;e—slt

(xo, yMy) _fO,My = Couest (YMy) Couest

Université Paris-Saclay 09/01/2025
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Ftape 4 : Ecriture matricielle (bords) (I1I)

Premier exemple :

Probleme de Poisson en 2D + Formulation centrée

Premiére colonne Membre de droite
) fo . ) -C(())uest-
’ Couest
fo1 1
t] —
fO,] — FO Cjoues — GO
forty -1 coest
| fou, | Coest
1 0 0 O
0 1 0 O —
BO,O — | .. FO GO
0 O 1 0 e
L0 0 0 0 1

Barbara PERRI M1, Méthodes Numériques, Cours 7 Université Paris-Saclay 09/01/2025



Etape 4 : BEcriture matricielle (bords) (IV)

Premier exemple :

Probleme de Poisson en 2D + Formulation centrée
fiv1,j=2fij*tfi-1j n fij+1=2fij+fij—1 _

(xMx’ Yo) fo,O — est(yo) — CeSt

— eSt ,.:,.._:_I.~ .,"::“:_‘_ :#'-'.'.. _’,
(Xa,0 Y1) fie1 = Cest(¥1) = (4 -”,’"#-#’f."'--.':.,./:;', e~
—f Q- - ‘\s"__.‘_" ’

b
'—t’-'p’--of-oq o

\*_-__-_-

(Xm0 ¥2) fu,2 = Cest(y2) = C5°° &
Bords :

(est)

o o o o
oooooooo-o‘
obooooooo,‘

(e, ;) firgj = Cest(y;) = Gt 0 L.~
X

(xMx: yMy—l) fo,My—l = Cest ()’My—1) Cz\e/i;tq

(xMx'YMy) fo,My = Cest (YMy) CeSt

—

Barbara PERRI M1, Méthodes Numériques, Cours 7 Université Paris-Saclay 09/01/2025
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Etape 4 : Ecriture matricielle (bords) (V)

Premier exemple :

Probleme de Poisson en 2D + Formulation centrée

Derniere colonne

T Mo
faten

iy

f My,My—1

| fuemy,

BMx,Mx T

= Fy,

1 0
0 1
0 O
0 0

o O

SIS

)

Membre de droite

B est A
0

CleSt
C_est —
] GMx
est

CeSt
B My i

' FMx— GMx

Barbara PERRI M1, Méthodes Numériques, Cours 7

Université Paris-Saclay 09/01/2025



Etape 4 - Ecriture matricielle (bords) (VI)
N

Premier exemple :

‘71' b Probléeme de Poisson en 2D + Formulation centrée
S Fy F FMx—l FM,, " foo —C(())uest—
1 :
/—12\ . fo,l Clouest
- Bo1 Bomy-1| Bom, . |Fo G, | ..
My 1 fO,My C&t;est
|(1,0)My +1 - - — —
) d
(1;1)My + P Bl;o Bl 1 Bl,Mx—l Bl,Mx ;:1,0 F1 Gl Cfu
(0,M,)2M}{+ 1 1,1 gi1
] crord
fimy | o | 1
est
(Mxr O)Mx(ﬁ/ly + 1) 1 fo,O C(;St
(M, 1) M, (M, + 1) +1 . . 1 - Ty Fu, Gy, (1
M, M +1)(M,| + 1 ' ' 1 st
o MAMAD (M) + 1) Futg,. cg

Barbara PERRI M1, Méthodes Numériques, Cours 7 Université Paris-Saclay 09/01/2025



Cas général .

Etape 4 : Hcriture matricielle (intérieur) (I)

Premier exemple :

Probleme de Poisson en 2D + Formulation centrée
fiv1,j=2fij*tfi-1j n fijyr1—2fijtfij-1

dx2 5y? LJ
y |(O,M )(1 y3 (2. M,y o o o ’(Mx' M)
M, 92M, +H1 3M 27 : (My+1)M,, + M,
# o ° o ® 9 o
S ’ é ’ 6 o
L S é o i(My+1)+j
© ¢ © ©
(0,2) (1 2) i(2,2) (My, 2)
2O RN, AT TR M, + My + 2
(0,1) (1 1) (21 i "(Mx, 1)
T S A2 AP3TTY * + M, +1
| 12,0)

0 My+12My+2 X MM, + M,

Barbara PERRI

M1, Méthodes Numériques, Cours 7 Université Paris-Saclay 09/01/2025



Etape 4 + BEcriture matricielle (intérteur) (1)

Premier exemple :

Probleme de Poisson en 2D + Formulation centrée

Cas général : fiv1,j=2fij*tfi-1j n fijyr1—2fijtfij-1

6x? Sy?2 = Yi,j
-
—_ — d
(X1, o) f1,0 - Csud(xi) = Cisu 7} “ng?éf,;,f e
E R R P LI
oy [Lazhator 2= B the Rt el
? 2 - gLl s
5 X 6}7 r‘— EL w- :/:,:',: : - T,-Q E
(x1,v,) | Je2—2fiatfo2 , fiz—2fi2+fi1 e SR LM
5x2 + 2 = 1,2 : : ,
X (S)} 10 © 00000 og
olooooooo:o'ﬁ
0 © 600000 o0 0p
G,y | J2i =20t o, N fujer — 20t fuj L, x
(X1, Voo —1) fZ,My—l — 2f1,My—1 + fO,My—l N fl,My — 2f1,My_1 + f1,My—z _
g Sx2 5y2 g1,my,-1
— — d
(x1, yMy) fl,My = Cpora(x1) = Clnor

Barbara PERRI M1, Méthodes Numériques, Cours 7 Université Paris-Saclay 09/01/2025
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Etape 4 : Ecriture matrictelle (intérieur) (I111)
Premier exemple :
Probléme de Poisson en 2D + Formulation centrée

Barbara PERRI

M1, Méthodes Numériques, Coutrs 7

Université Paris-Saclay

Colonne 0 Colonne 1 Colonne 2 Membre de droite
B sud A
" foo ] T f10 ] " f20 911,1
foa fi1 f21
il =F || =F | B =FK |9 =G
fomy—1 fim,-1 fa.my-1 J1.my-1
d
| fom, | | fimy, | | fam, L O
a=1/5x? b=1/6y* c=-2/6x*—-2/8y?
0 O 0 07 0O O 0 O 0 O 0 O
0 a 0O O b c 0 O 0 a 0O O
2
0O O a O 0 0 b c 0O O a O

09/01/2025




Ftape 4 : Ecriture matricielle (intérieur) (IV)
N

Premier exemple :

7 E Probleme de Poisson en 2D + Formulation centrée
S Fo Fy FMx—l FM,, i . rcouest
1 1 0,0 0
/_2\ 1 f0,1 Clouest
| FO GO
My : fou, cest
[(1,0)M,, + |0 1 0 0 My
(1)1)My + ‘-)‘ Cc b C f]_,o Cfud
ans a Y a F G
oMy2mj+1 0| PS 0 fir |T1 01| g1a
)
fimy | o | 1
0 1 0 — — — —
a cbc a
g g
]I 1 NI Y Py e
(M, 0) M, ({1, + 1) 1 My,0 (;St
(M, 1) M, (M, + 1) +H 1 1 - fmen Fu, G, Cq
M,, M
o M AM+1) (M) + 1) U froms,. gt
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Etape 5 : Programmation

Il ne reste plus qu’a demander a Pordinateur de résoudre le probléeme !
—> Sous forme matricielle :

) F=4T

Etapes informatiques :
1.  Définir le vecteur G,
2. Définir la matrice A,

AF

|
o)

3. Inverser la matrice A,
4. Multiplier par le vecteur G pour avoir la solution !

—> Attention, la matrice A est beaucoup plus difficile a définir et a inverser !
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Au-dela : Validation v

Premier exemple :

Probléme de Poisson en 2D

On choisit la fonction pour le terme source :

g(x,y) = —cos(x) — cos(y)

On remarque alors que la fonction suivante est solution de ’équation :

f(x,y) = cos(x) + cos(y)

P ) - 2f
) Ueo-wow  Lan=-wo)
‘ T ) + 5 () = —cos(x) —cos() = g3,

—> 11 faut choisir les conditions aux limites correspondantes :

Crora(x) = cos(x) + COS(Ly) Couest () = 1 + cos(y)
Csua(x) = cos(x) + 1 Cest(y) = cos(Ly) + cos(y)
= On n’a plus qu’a choisir les parameétres du domaine :
Ly=6 Ly, = 10 M, = 20 M, = 40
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Exemple avec code (I)

Etape 1 : Définition du probleme

# Taille du domaine

Domaines : x € [0,L,] y €[0,L,] Lx=6
Ly=10

Conditions aux limites :  f(x,0) = Cy,q(x)

.f(x;Ly) =:Cﬁord(x) # valeur de la fonction sur le bords
def Cbord(x,y):
C=np.cos(x)+np.cos(y)

return C
f(O: Y) = Couest(y)
f(Lx; 0) — Cest(y)
# définition de la fonction g(Xx,y)
Terme source : g(x,y) def gfun(x,y):
g=-np.cos(x)-np.cos(y)
return g
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Exemple avec code (II)

Etape 2 : Discrétisation du domaine

Mx=20
Nombre de points : M,y+1,M,+1 My=4 0

#constantes
N=WM,+1(M, +1
(M + DMy + 1) N=(Mx+1) * (My+1)

: Ly L, dx=Lx/Mx
2 pas d’espace : Sx = —,8y = —
M, M, dy=Ly/My
NumérotatiOﬂ . 0 == xo < x1 < xz < e < xMx = Lx

0=yo<y1 <Yy, < <ym, =1Ly

#maillage 2D
x_mat,y mat=np.meshgrid(np.linspace(0,Lx,Mx+1),np.linspace(0,Ly,My+1))
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emier exemple 40

Exemple avec code (I11)

Etape 3 & 4 : Discrétisation des équations et Ecriture matricielle
(la discrétisation des équations se retrouve dans la forme de la matrice)

#remplir la matrice et le vecteur g
for i in np.arange(0,Mx+1): # pour i allant de 0 a Mx
for j in np.arange(0,My+1): # pour i allant de 0 a My

ind=i* (My+1)+7 ..
indN=i* (My+1)+j+1 (l;])
indS=i* (My+1)+j-1

indE=(i+1)* (My+1)+j i(A4jr'F 1) *'j

indO=(i-1)* (My+1)+j

Définition de la matrice A # si ligne d'un point de bord
if ( (i==0) or (i==Mx) or (Jj==0) or (j==My) ):

et du vecteur G :

#un sur la diagonale
M[ind,ind]=1

#valeur de la fonction sur le bord
g[ind]=Cbord(i*dx, j*dy)

else:

#a,b,c,b,c sur les colonnes des points voisins
M[ind, [indO,indS,ind,indN,indE]]=[a,b,c,b,a]

#valeur de la fonction g(x,y)
g[ind]=gfun(i*dx, j*dy)
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ple 4

Exemple avec code (IV) v

Etape 5 : Programmation et Validation

#solution f du probléme M*f= g

Calcul de la solution : f=np.linalg.solve(M,q)

Comparaison avec solution #solution exacte

: f t=Cb t t
analyt1que: ex mat=Cbord(x mat,y mat)

#remettre sous forme matricielle
f mat=np.zeros([My+1l,Mx+1]) # attention, ordre inversé
for i in np.arange(0,Mx+1): # pour 1 allant de 0 a Mx
for j in np.arange(0,My+1): # pour i allant de 0 a My
ind=i* (My+1)+j
f mat[j,1]=£f[ind] # attention, ordre inversé

- 1l ne faut pas oublier de remettre la solution sous forme matricielle a la fin |
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Optimisation
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Op O 4

Probleme de temps de calcul

Comme expliqué précédemment, le nombre de points a manipuler
augmente rapidement avec la résolution en 2D

= C’est également le cas du temps de calcul !

Temps de calcul

20 x 40 0,001 seconde
50 x 100 0,9 seconde
100 x 200 40 secondes

45
40 y=0,0022x-5,6198 g
R2=0,9636
35
30
25
20
15

10

Temps de calcul (s)

0 5000 10000 15000 20000 25000

Nombre de points

- Ca va étre tres compliqué avec cette méthode d’atteindre des hautes résolutions !
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Notion de matrice creuse

Pour gagner du temps, on peut utiliser le concept de matrice creuse :

Matrice pleine

= on représente les matrices
comme des matrices

= on écrit tous les éléments de la matrice,
y compris ceux qui sont nuls

Avantages :
Plus facile a coder
Inconvénients :
Nombre de points manipulable limité

Matrice creuse

= on représente les matrices
comme des vecteurs

= on écrit seulement les éléments non nuls
+ leurs indices de lighes et colonnes

Avantages :
Grand nombre de points possibles
Inconvénients :
Moins facile a coder

= Plus de détails en TP
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Op O 4

Coder une matrice creuse (principe)

Voyons juste rapidement le principe derriere les matrices creuses :

0

1
do 0 0 0 dg A
0 d, 0 0 dy v — 1

M=]0 0 0 0 =
0 0 dy_, O dy—; g
Ldy_1]

10 0 0 dN—l' N-1 col =
N —2
N — 1.

N? éléments a sauvegarder 3XN éléments a sauvegarder

= Beaucoup moins de mémoire + fonctions optimisées en python !
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Op O 4

Coder une matrice creuse (exemple)

#MODIF remplir les vecteurs row, col et val et le vecteur g
offset=-1 #indice offset (nombre d'éléments ajoutés a (row,val,col) -1)
for i in np.arange(0,Mx+1): # pour i allant de 0 a Mx

for j in np.arange(0,My+1): # pour i allant de 0 a My

ind=i* (My+1)+j
indN=i* (My+1)+j+1
indS=i* (My+1)+j-1
indE=(i+1)*(My+1)+J
indO=(i-1)*(My+1)+j

# si ligne d'un point de bord
if ( (i==0) or (i==Mx) or (j==0) or (j==My) ):

#un sur la diagonale

#MODIF au lieu de M[ind,ind]=1

row[offset+1]=ind

col[offset+1]=ind

val[offset+1]=1

offset=offset+1 # on vient d'ajouter 1 élément et on incrément donc offset de 1

#valeur de la fonction sur le bord
g[ind]=Cbord(i*dx, j*dy)

else:

#a,b,c,b,a sur les colonnes des points voisins
#MODIF au lieu de M[ind,[indO,indS,ind,indN,indE]]=[a,b,c,b,a]
set+(np.arange(1l,5+1))]1=[1nd
ol[offset+(np.arange(1l,5+1))]=[indO,indS,ind, indN,indE]

al[offset+(np.arange(1l,5+1))]=[a,b,c,b,a]

#valeur de la fonction g(x,y)
g[ind]=gfun(i*dx, j*dy)

#MODIF création de la matrice creuse
M=coo_matrix((val, (row, col)), shape=(N, N))

#solution du probléme
#MODIF au lieu f=np.linalg.solve(M,qg)
= #on convertit la matrice M en un format comprimé pour pouvoir utiliser spsolve

f = spsolve(M, g)
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Op O 4

Test sur le temps de calcul

On reprend maintenant les résolutions précédentes et on vérifie le temps de calcul :

20 x 40 0,001 seconde
50 x 100 0,009 seconde
100 x 200 0,06 secondes
200 x 400 1,61 secondes

18
16 y = 2E-05x - 0,1445 g
1,4 :
12

1
0,8
0,6
0,4

Temps de calcul (s)

0,2
0 <
0.2 0" 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000

-0,4
Nombre de points

-2 On peut ainsi manipuler sans souct des matrices de dimension 80 000 x 80 000 !
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Dérivées croisées
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Définition d’une dérivée croisée

On appelle dérivée croisée une dérivée qui fait intervenir
les deux pas d’espace dans les deux directions définies en 2D :

Non croisée Croisée
af
a (X, }7) aZf (x )
of 0xdy &4
A (X, y)
ay an
92 f ax2ay 5 )
322 (x,y)

= Qu’est-ce que cela change pour la résolution du probleme ?

09/01/2025
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Etape 1 : Définition du probleme

Avant de passer a la partie numérique, il faut s’assurer
d’avoir bien défini le probleme physique/mathématique continu

Deuxieme exemple :

Probleme de Poisson en 2D (termes croisés)

(probleme de
) . 02 f % f 02 f Poisson avec
Equation : ——(,y) +2 9%y (x,y) o2 >0Y) =9(0Y)  termes croisés)
Inconnue : flx,y) (fonction réelle 2D)
Domaines : x € [0,L,] y €[0,Ly] (rectangle 2D)
Condition aux limites : f(x,0) = Cgyq(x) Vx € [0, L]
(x Ly) Cnord (x
(CL de type Dirichlet)

f(O; Y) = Coyest(Y)

FLy 0) = Coe(y) Y €101y
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FEtape 2 : Discrétisation du domaine

On va maintenant passer d’un milieu continu a discret a I’aide d’un maillage :

Deuxieme exemple :

Probléme de Poisson en 2D (termes croisés) + Maillage uniforme

Nombres de points : N = (M, + 1)(M,, + 1) en espace
(résolution)
Pas d’espace : 0x = L,/M, 8y = L, /M,,
Numérotation : 0=2xp <2xp <xp <+ <Xy, = Ly
_ _ noeuds du maillage
0=y <y1 <Y< <ym, =1L ( . S
spatial)
Equivalence discret/continu : f(x;, y,-) = fi; (notation)
Valeurs nodales connues : 9(x,y;) = 9:
Valeurs nodales inconnues : fo,00 fo1r fo2r i i 0,My (valeurs aux noeuds)

fo,O' fo,li fo,Zr R fo,My
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Etape 3 : Discrétisation des équations (domaine)

Deuxieme exemple :

Probleme de Poisson en 2D (termes croisés) + Formulation centrée

On cherche a discrétiser ’équation sutvante :

2f o°f f _ 0*f,; 0%y 0%f
—(x,y) +2 9%y (x,y) +532 >(y) =9, y) ‘ axzj 6x63]1 + ayzj = 0ij

Discrétisation spatiale : Centrée (maillage uniforme)

0fij fij+1—fij-1
dy 20y

azfi,jz 0 (0fij\ 1 firnjer —firrj-1  ficrjer — firj—1
dxdy dx\ dy 20x 20y 20y

fl+1] Zfl]+fl 1,j +fl+1]+1_fl+1] ~1—fi- 1]+1+fl 1j-1 +fi,j+1_2fi,j+fi,j—1 —
Sx2 40xdy 5y?2 9ij

vi € [1,M, —1],vj € [1, M, — 1]
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Etape 4 : Ecriture matricielle (exemple) O B

Deuxieme exemp e:

Probleme de Poisson en 2D (termes croisés)

fivr,j=2fijtfi-1j | firvjr1=fivrj-1—fi-vj+1tfi-1j-1 | fij+1—2fijtfij-1
T + = 9ij

S5x? 40x0y S5y?

(xOrYO) fOO - ouest(yo) —

Couest

(xo’yl) fOl — ouest(yl) = Couest

Bords (xO' yZ) fOZ = ouest(yz) = Couest

(X0, Yj) fo; = Couest()’j) _ Cjouest

_ ouest
(xo;yMy—1) fO,My—l = Couest (YMy—l) CMy—l

fO,My = Couest (YMy) Couest

—

(X0, Ym,,)
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Dérivées croisée 4

féltape 4 + BEcriture matricielle (exemple) (1I)

Deuxieme exemple :

Probleme de Poisson en 2D (termes croisés)

Premicre colonne  Derniére colonne Membre de droite
* foo T o rCovesty F Cest
fo,l fo’l C{)uest Cfst
| | -
foJ — FO fo,J — FMx Cjoues — GO Cjest — GMX
fomy—1 fur,, - C I\%'ﬁ'islt C ﬁl's'i_ )
f, y y
. JO,M,, | I fo,My | _C&;est_ _ Cle\/li,t _
1 0 .. 0 O 1 0 .. 0 O
O 1 .. 0 0 — o 1 .. 0 O I
0 0
0 0 .. 1 0 — 0 0 . 1 of Mo My
O 0 0 0 1 O 0 0 0 1
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Etape 4 : Ecriture matricielle (exemple) (I1I)

Deuxieme exemple :
Probleme de Poisson en 2D (termes croisés)

fiv1,j=2fij*tfi-1j n fivr,j+1=fi+1,j-1—fi-1,j+1+fi-1,j-1 n fije1—2fijtfij-1

bx? 40x0y y? 9ij

-

(%1, Yo) fio = Coua(x;) = Cisud
(%1, V1) f21—2fi1+ fon + f22 = f20 — foz T fo,0 N fiz —2fi1+ fi0 _

dx? 40x0y Jy? g1
(x1,v2) | f22 = 2f12 + fo, N f23 = fa1—foz t+ fo N fiz —2fi2 + fi1 _
dx? 40x0y dy? 912

(x1,¥;) fa; = 2f1i t fo; n faj+1 = f2,j-1 = foj+1 T foj-1 + fij+1— 2f1,j + f1,j-1 g
6x? 40x0y Sy? Lj

(x ) fam,-1 = 2fimy-1 t fom,-1 fom, = fom,-2 = fom, t fom,-2  fim, = 2fim,-1 t fim,—2
1 :VMy—l % + 49x0y + 5y = 91.m,-1

(x1;yMy) fl,My = nord(x1) — Clnord

—
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Etape 4 : Ecriture matrictelle (exemple) (IV)
Deuxieme exemple :
Probleme de Poisson en 2D (termes croisés)

Colonne 0 Colonne 1 Colonne 2 Membre de droite
- sud A
" fo,0 " fi0 T f2,0 1
’ ’ ’ 91,1
foa fi1 fa1
il =F || =F | B =FK |9 =G
fomy—1 fim,-1 fa.my-1 J1.my-1
rd
i fo,My ] ] fl,My ] I fZ,My | L O
a=1/5x? b=1/5y? c=-2/6x*—-2/8y? d=1/46xdy
0 0 0 0 0 - 1 0 0 0 01 0 0 O 0 O
d a -—d 0 0 c b c 0 0 —d a d 0 O
0 0 d a —-d 0 0 0 c b c 0 O —d a d| 2
0 0 0

Barbara PERRI
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Etape 4 : Ecriture matricielle (exemple) (V)
N

Deuxieme exemple :

¢7£> E Probleme de Poisson en 2D (termes croisés)
S F, F Fy F ) _ ] ]
~ - 0 1 M,—1 M, f0,0 C(())uest
/—2\ 1 foa cpuest
" w [Fo Go | ..
My 1 fO,My C&t;est
(1L,OM, + 1|0 1 [0 2 My
(1;1)M§1; + p|@ , d lehe da.c.l. f10 csud
da—d b e —dad f F, G, 1
oM)y2mp+1 O 1 0 1,1 J1,1
f1.;\./1 1 crord
My | | !
0 1 0 —— ——
da-d chc +dad
‘da—d C bc —dad L _
0 1 0 f CeSt
(M., 0)M it + 1) 1 e ost
(M, L) M (M, + 1) H1 L ) fupr |Fu, G| G
M,, M
o M AM+1) (M) + 1) U froms,. gt
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Etape 5 : Programmation

Il ne reste plus qu’a demander a Pordinateur de résoudre le probléeme !
—> Sous forme matricielle :

) F=4T

Etapes informatiques :
1.  Définir le vecteur G,
2. Définir la matrice A,

AF

|
o)

3. Inverser la matrice A,
4. Multiplier par le vecteur G pour avoir la solution !

—> Attention, la matrice A est beaucoup plus difficile a définir et a inverser !
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Conclusion
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Introduction Premier exemple Optimisation Dérivées croisées Conclusion

Cycle des méthodes numériques : 2D

Equation(s) domaine rectangulaire

1. Définition du discrétisation
probléme dans les deux directions

2. Discrétisation du

domaine

définition des matrices

par bloc

4. Ecriture
matricielle

matrices creuses

(validation)

5. Programmation
Solution numérique
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Notion de matrice creuse

Pour gagner du temps, on peut utiliser le concept de matrice creuse :

Matrice pleine Matrice creuse © 0
1
‘dg 0 .. O 0 - Fdp A
0 d .. O 0 dy N — 1
M=[0 0 .. O 0 val =
0 0 .. dy, O dy_» 2
A1
B O O 0 dN—l- N-1 COl —
N -2
N — 14
Avantages : Avantages :
Plus facile a coder Grand nombre de points possibles
Inconvénients : Inconvénients :
Nombre de points manipulable limité Moins facile 2 coder

= Plus de détails en TP
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Application a 'U.

Ecriture
matricielle :

* Renuméro-
ter les
indices,
* Savoir
écrire des
matrices en

bloc.
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Plan de PUE

Idée générale :

Au premier semestre, on va introduire les notions de base,
et s’intéresser en détails a2 une méthode numérique précise

Tous les jeudi matin (8h45-12h45) au batiment 625

21 Novembre : Cours 1 + Cours 2

4 Décembre : Cours 3 + TP
5 Décembre : Cours 4 + TP
12 Décembre : Cours 5 + TP
19 Décembre : Cours 6 + TP

9 Janvier : Cours 7 + TP

16 Janvier : Cours 8 + TP

23 Janvier : TP

30 Janvier : Examen

Modalités d’évaluation :
TPs + examen oral (question de cours + exercice)
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