i

-




L’atome d’hydrogene
e C’est I'éelément le plus abondant dans 'univers

carte HI4PI de ’hydrogene atomique dans la voie lactée
[H] ~ 1 atome/cm?® dans le milieu interstellaire

e C’'est I'eléement le plus simple : un électron lié a un proton
Ce qui permet d’avoir des solutions exactes des équations
Les mesures réalisées avec une précision toujours accrue
fournissent des tests quantitatifs pour la théorie quantique




Quelques applications pratiques

résonance magnétique spectroscopie et imagerie par
avec desjets moléculaires resonance magnethue

maser a hydrogene laser a peigne de 1, ;jication GPS

frequence

=P instruments utilisés pour la recherche fondamentale







Le probleme a deux corps en MQ, (1) |

‘Centre de masse, particule réduite en MQ ‘

myX,+myXs

» Changement de variable: (x;,x,) (D?G = T = X1 — 3?2)

mq+m,
= Alors (petit calcul de changement de dérivées partielles ):

Vi =V +V, et Viz=————°

mq + mo
"= Donc en termes d’opérateurs on trouve:

- -
myPy — mq{P,

hVgy =P, +P, et —ihV

—l - 1 2 e —1 o —

xG r m4 ~+ m,

= On retrouve formellement les expressions de I'impulsion du centre de masse et de |la
particule « réduite » => on peut définir de « nouvelles observables » qui reproduisent les

propriétés de la Mécanique Classique (voir diapo suivante).




Le probléeme a deux corps en MQ, (2) I

‘ Changement d’observables ‘

" On définit les deux « nouvelles observables de position » Q¢ et Q04 par:

. mQq+m,0, . N
— et —_— —
Q¢ o i Qrea=01— Q>
QGlp(fG »7_”)) = fGl/J(fG »7_”)) et Qredlp(fa :7_")) = 771/J(9_C)G ,77)

= Et on définit les « observables conjuguées » (impulsions) par:

PG=P1+P2 et Pred= 2 1 1”2

mq + m»
PGl/)(fG 17:)) — _lhvfgl/)(fG '7:)) et Predlp(fG '7:)) — _lhvf‘)l/)(fG '7:))
= On montre alors (calcul purement algébrique comme dans le cas classique):

1 P2 15 1_>2+1I_)>
2m, 2m2 27 M 6 gy Ted

Avec M = my + m, et u = —22

mq+m,



Le probléeme a deux corps en MQ, (3) I

| Conclusion |

= On peut effectuer en MQ un changement d’observables similaire a celui de Mécanique
Classique:

(61! 62' ﬁli ﬁZ) I (GG' aredr ﬁGl ﬁ?"ed)

®= On obtient une forme « séparée » du Hamiltonien (comme en Mécanique Classique):

A=— P24 B2 +V(Q1 - <§)=i iP2 +V(Qrea)
= Comme les variables du centre de masse commutent avec celles de la particule réduite on a:
ﬁ — ﬁG + ﬁred
Hg = ZM ¢ et Hppq = ﬂpr + V(Qred)
[ﬁG:ﬁred] =0

= Dans le référentiel du centre de masse (impulsion p nulle), il ne reste que:

_ 1,

Hyeq = ﬁ red T V(éred)




Le potentiel central en MQ (1) I

Le probleme: Résoudre I'équation de Schrodinger stationnaire pour un Hamiltonien de la forme:
1 5 =
7o 2
H=-—P2+V([le])
Remarque: par le remplacement m — u (la masse réduite) on résout en méme temps le cas du
probleme a deux corps pour une interaction par potentiel central (comme en Mécanique
Classique)

Les symétries du probleme A Retenir

Les quantités P2 et V(”(?”) sont invariantes par rotation (aussi bien classiguement que

quantiquement), donc le Hamiltonien H est invariant par rotation.

On montre que |'invariance par rotation de H est équivalente aux régles de commutation**):
vji=123 [L;,H] =0

Ou L = a A P est 'opérateur de moment cinétique orbital (voir MQl: cours11).

(**) En Mécanique Classique cela correspond a la conservation du moment cinétique.




Le potentiel central en MQ (2) I

‘ARetenir‘ —— ‘Vj=1,2,3 [Zj,ﬁ]=0‘

Conséguences:

= On déduit d’abord que [ZZ,ﬁ] =|L,,H| =0 (ou [2 =12+ L%+ L7 voir cours11).

= Donc les opérateurs {17 L? iz} possede une base orthonormée commune de vecteurs
propres.

= Or on connait déja (voir MQl:cours11) la base orthonormée qui diagonalise {Zz, ZZ}: il
s’agit des harmoniques sphériques Y,,,,(8, @) (en coordonnées sphériques).

= || en résulte que seule la dépendance en « r » des fonctions propres Y (r, 8, d) (écrites
en coordonnées sphériques) est inconnue.

Conclusion: Les fonctions propres de H sont de la forme ¥ 45, (1,8, ) = Ry (1) Ys,,,(0, @)

L ‘A Retenir ‘ Les fonctions R, () s'appellent
les « fonctions radiales ».




Le potentiel central en MQ (3) I

‘* Rappels cours 0a ‘ Ay = l— (ry) — h21r2 ZZ¢

105 1 1o 1 92
|- o2 2l avadlpr o0 T
2m 2m " 2mr? G r 0r? )

‘* Equation stationnaire pour H avec potentiel central ‘

h? h% 1 04

ﬁ¢=E¢=>—%A¢+V(r)¢=E¢=>— L2y + V(r)y = EY

(ry) +

2m r or2 2mr?

Toute solution est nécessairement de la forme Y(r,0,¢) = R(r)Y;,,(0, d) (diapo précédente)
et L2Y,,, = h2¢(£ + 1)Y,,,, (MQJ: cours 11), donc:

2 2 2 —
‘ _h"10 e (fl (£ + 1) . V(r))R(r) _ ER() Equation dite

2m 1 or? LR 2m r? « Radiale »




Le potentiel central (4) I

h* 1 9% h2e(€ + 1)
(er)-I_( 211 12

+ VO‘)) Ro(r) = Ep Ry(r) (1)

‘Transformation ‘

Si on pose uy(r) = r Ry(r), alors:
a) Onal™" fooolug(r)lzdr = f0+oo|R{(r)|2r2dr < oo, donc u,; € L*(RY, dr),
b) wuy, vérifie 'équation:

h2 ) + <h2£(£ +1)
4

—%u 2m r?2

(**) Pour des
états confinés

+ V(T)> up(r) = Epup(r)

c) Tout se passe comme si on devait résoudre une éq. de Schrodinger stationnaire 1D sur la
demi-droite [0, oo[, avec un Hamiltonien H, tel que:

h? d? h2e(£+ 1)

H, =— T a7 + Vepp(r) avec Vepp(r) =

oy + V(r)



Le potentiel central (5) I

2

h
- %u}’(r) + Verr(r)ue(r) = Ep up(r) Verr(r) =

h2L(£+1)
2m r2

+V(r) et reRT

‘ Le potentiel effectif ‘

Exemple: Si on prend pour V(r) le cas d’un potentiel coulombien attractif, soit V(r) =
— Vo /7 avec Vy > 0, on a la figure ci-dessous (£ # 0):

‘/eff (’r) . /s ’ . oo 7
n Etats confinés (énergies quantifiées)
12 £(6+1) .
2m r?
Zone « répulsive » s 15|.E <0 |
Verr(r) <0 1 « a l'intérieur du puits »
T
- h20(£+1) .
i \ Zone « attractive » oz estlepotentiel
/ Verr(r) >0 répulsif centrifuge
ey




Le potentiel central (6) I

2

h
B %U? (1) + Verr(mup(r) = Epup(r) Verr(r) =

h2L(£+1)
2m r2

+V(r) et reRT

La méthode de résolution du probleme ‘

Méme méthode que pour I’éq. de Schrodinger 1D habituelle en considérant que |la
contrainte r = 0 est assimilable a un mur de potentiel infini:

- Il faut imposer u,(0) = 0 (pas de contrainte sur |la dérivée)

- Il faut imposer que u,(r) ne diverge pas a I'infini.

Théoreme (important pour I'étude des dégénérescences et des ECOC): on montre que le
_ A2 d2 : S
spectre de Hy = — S 0 + Veff(r) n’est jamais dégénéré (pour chaque valeur propre E,

de I'éq. Hpu, = Eyu, il n’y a qu’une seule fonction propre uy.




LUAtome d’Hydrogene
en MQ (non-relativiste)




Introduction (1) I

‘Atome d’hydrogene: systeme proton-électron en interaction électrostatique ‘

4+ Les masses du proton et de I'électron sont telles que mp = 1850 m, => La masse réduite u

1 = . . . e
est telle que % =1+ To50 = 1. En premiére approximation on peut identifier le centre de

masse et la position du proton, puis on peut prendre le proton comme origine.

4+ Linteraction entre le proton et I'électron est caractérisée par I'’énergie potentielle V(r):
2
de
deg T

V(r) = —

4+ Cette énergie est caractérisée par la « constante de couplage de |'électromagnétisme »
« e » définie par:

. lgel

B 1/477:60

et e? = 1.4399644(1) eV.nm



Introduction (2) I

‘ La constante de structure fine ‘

4+ Définition

A partir de e, h et ¢ (la vitesse de la lumiére dans le vide), on peut construire une constante
non-dimensionnée « appelée « constante de structure fine ». Cette constante « absolue »
caractérise « l'intensité » de l'interaction électromagnétique:

e? 1

Ac  137.035999206(11)

Le fait que numériguement a < 1 indique que (y compris en relativité) I'interaction
électromagnétique agit dans un régime de « couplage dit faible ».

def

a =

4+ Remarque importante: La constante a est fondamentalement « d’essence » relativiste car
elle fait intervenir la vitesse de la lumiere. Mais par combinaison de «, de c et d’autres
constantes on peut par « analyse dimensionnelle » définir « facilement » des unités de
longueur, d’énergie et de temps qui sont elles indépendantes de c: ces quantités sont les unités
« naturelles » atomiques (non-relativistes) => diapo suivante.




Introduction (3) |

Une grande partie de la physique atomique et de la théorie de « I’interaction matiere-
rayonnement » est basée sur le faitque a <K 1.
Peut-on comprendre pourquoi @1 = 137? NON (pour le moment)

rICHARDP.

YNME_NJ R. Feynman : « It has been a mystery ever since it was discovered
Ao | ’ @ more than fifty years ago, and all good theoretical physicists put
e this number up on their wall and worry about it. »

—

~ THE STRANGE THEORY 0

b _ LIGHT AND MATTER '@"




Unités atomiques I

— = 3.861592673x10~% nm est une

longueur (relativiste) caractéristique de I'électron appelée « longueur d'onde Compton de

4+ Unité atomique de longueur: La quantité A, =

I’électron ». La quantité ag = % ne fait pas intervenir la vitesse de la lumiere, c’est 'unité
atomique de longueur appelée « Rayon de Bohr »:

/16 B h?
a mye?

def

ag & = 5.291772108(18)x 102

4+ Unité atomique d’énergie: La quantité m,c? = 510.9989192 Kev est I’énergie de masse

. . 7 (] V4 1 L) [ ) .
(relativiste) de I’électron, la quantité Ry = > a’m,c? ne fait pas intervenir la vitesse de la

lumiere, c’est I'unité atomique d’énergie que I'on appelle « le Rydberg »:

1 mee* e*
2 2 _ et
S A Mec” = T ZaB = 13.6056923(12) eV

RH def

h — . V4
+ Unité atomique de temps: La quantité 7 & — = 4.84x10 175 donne l'unité de temps.
H




Eq. stationnaire dans le référentiel du centre de masse (1)|

Hy =Ey < th b =Ey & h21az( ) + I? - = E
veEv 24 ) 7"1/}_ v 2UT Or? Ty 20U 12 Y r'ab— Y
Toute solution est nécessairement de la forme Y 0, (1,8, ¢) = Ryp ()Y (6, ) donc:
h%1 0° n2p(f+1) e2
- 2uror? ("Rae) + ( 2ur? ?) Ree(r) = Eq¢Rae(7)

On pose Uyp(r) =1 Ryp(r) = R2e(e+1)  e?

52 V ) = et reRY
L)+ Ve (Pt (1) = Eag uaer) | |00 = T~
Veﬂ(’:)
) Etats confinés (énergies quantifiées)
siE<O

k/ﬁ ; « a l'intérieur du puits »:
’'atome quantique « existe »

¥
<




Eq. stationnaire dans le référentiel du centre de masse (2)

2

- Z ugﬂ (r) + Ve ff (r)ua{’ (r)=E at Ugp (1) Vef f (r) =

h2e(f+1 2
) & ot reRY E, <0
r

2 12

On cherche des solutions u,,(r) « confinées » (on dit aussi des « états liés »):
= ULp(0) =0 et lim uy,(r) =0
T—00

2
def

Spr e N ey h : :
On définit 'unité de longueur ay & o2 On peut indexer les solutions u,,(r) para = p € N :

r\* ., 21 - {)’”1) h? 1
U, p(r)=0C (—) L ( )e ptit+l)ay et E.., = —
pe(r) = Cpe a i (p + £+ 1)a, pe 2uas (p + 4+ 1)>2
Ou les L]{,(Z) sont les « polyndmes de Laguerre » (voir poly pour les détails) :
1 dP
L)I;(Z) = EZ_VGZ@ (Zp+y€_z)

Exemples: L)(;(z) =1, L){(Z) =y+1-—z L’;(z) = %(y +2)y+1)—-W+2)z+ %Zz,

p! 1
p+2¢+1)!\/ag

. . e 2 _ i _ 21?+1
Par la normalisation fo |uyp(r)|“dr = 1 on obtient C),, = ez b




Eq. stationnaire dans le référentiel du centre de masse (3)|

h? 1
— 7= >
pag (p+£+1)

Dégénérescence des energies propres E,, =

Les energies E,,, ne dépendent que du seul entiern = p + £ + 1. On appelle « n » le nombre

quantique principal, et:
R | uet 1 )
E, = _Zua(z, I T T oIz avecneEN et /=01.n—-1
Le fait que Ej,, ne dépende que den = p + £ + 1 est appelé « dégenérescence accidentelle ».
Remarque: en fait cela n’a rien « d’accidentel », c’est la conséquence d’une symétrie dite

dynamique (voir poly).

Conséquence: dégénérescence g(E,,) des énergies E,,. D’apres |'étude du potentiel central,
pour chaque énergie E,,, il ya 2¢ + 1 états propres dus aux harmoniques Y;,,. Mais ici (cas
tres particulier) les énergies ne dépendent que du « nombre quantique principal n », d’'ou:

n-1
g(E,) = 2 (2¢ + 1) = n* (avecle spin de I'électron g(E,) = 2n?)
£=0




Eq. stationnaire dans le reférentiel du centre de masse (4)|

‘ Résumé des états liés ‘

4+ La convention est de toujours utiliser le « nombre quantique principal n_ » comme index.
Les états lies Y,,pm (1, 0, @) et les énergies propres E,, s'écrivent:

4
e* 1
oo kel
2h?% n?
Ynem (T, 6, 4) = Rne(r)¥em (0, 9) etneN,£=0,.n—1,|m| < ¢
2t1 m—2 -1 /r\¢ 2r\ T
Ruer) = gy [ T (L) 2t () e
n+2V(n+€)! ag \ag nag
_ def h? _ me e~
AVECGO :E—<1 +m_p)aB=aB. =
4+ Il y a une infinité d’états liés et les énergies (négatives) E,, convergent 5 :

vers lim E,, = 0 (c’est la limite d’ionisation de I'atome). .

n—>00




Eq. stationnaire dans le référentiel du centre de masse (5)|

‘ Remarques \

a) Energies positives: Il existe aussi des états d’énergie E > 0, mais ces états sont « des états
libres »: I'énergie n’est plus quantifiée et I'électron n’est plus « lié » au proton.

b) Etat fondamental : 140 (1, 6, Q) = e~ T/ao

3
aTTag

et E4 ——%=—136ev

c) Rayon moyen de l'orbite de I'état fondamental: (r)100 = 0o =5—

d) Rayon moyen pour nn > 1: (r),, o« n? a,

e E
e) Energie d’ionisation: E; =0 — E; = ‘Z‘hz = 13.6eVetk, :_I “i E=0

c) Effet de la masse réduite : £, = e Lz = 1o = Ru-




Notations spectroscopiques I

4+ Les « spectroscopistes » ont introduit une notation spécifique pour écrire les couples
(n,£): on note ns, np, avec la convention suivante pour les valeurs de ¥:

moment ¢ notation nb max d’e” : 2(20+ 1)
0 — s 2
1 — p 6
2 — d 10
3 f 14

4 On obtient ainsi la représentation suivante du spectre de I'atome d’hydrogene:

E
états de
diffusion :
............ %€:0€:1€=2 Q=3 €=4 Q
0] = : : : : ?
neq | @ dp_ 40 af
n=3 3s 3p 3d
états E;: énergie
K d’ionisation




lons hydrogénoides I

‘ Interaction 1 électron — noyau de charge Z |q,| ‘

@ q V(ir) = ———
r
Méme calcul que pour Z = 1:
. . o pe* 1
- Energies propres E,, = —Z ST
4
- Energie d’ionisation E;(Z) = Z* % ~ 13.6 Z%eV
! n? h?
- Rayon moyen des orbites: (1), < 7 e
: . YA .
- Vitesse moyenne sur I'état fondamental: (V)90 = Z a c = = C -Uramum Z =92

(v) = 0,7c

'électron n’est plus
« non-relativiste »



Atomes exotiques: positronium, muonium I

4+ Positronium: systeme positron (e*) — électron (e’).
Le positron (e*) est I'antiparticule de I'électron: méme masse m,, mais charge opposée +|q,|

1 1
— Effet max. sur la masse réduite u = > Me.

Le positronium est un systeme dont le spectre d’énergie est de type hydrogénoide, mais ce
systeme est « métastable »: sa durée de vie est de 'ordre de 100 ns et se termine par une
annihilation positron-électron donnant deux photons gamma.

4+ Muonium: systéme antimuon (u™) — électron (e).

L'antimuon (u™) est une particule élémentaire (un lepton): masse m, = 105.66 Mev, charge
+[qel.

Le muonium est un systeme dont le spectre d’énergie est aussi de type hydrogénoide, mais ce
systeme est aussi « métastable »: sa durée de vie est de I'ordre de 2.2 us et se termine par la
désintégration de lI'antimuon (la mise en évidence du muonium date des années 1960).

FIN DE MQJ:COURS 12



