


L’atome d’hydrogène

HI4PI collaboration: HI4PI: A full-sky H i survey based on EBHIS and GASS
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Fig. 2. HI4PI: all-sky column density map of H i gas from EBHIS and GASS data as integrated over the full velocity range �600  3lsr 
600 km s�1. The map is in Galactic coordinates using Mollweide projection.

there are mild di↵erences between EBHIS and GASS. Thus, a
mere concatenation of the two surveys (e.g., at � = 0�) could
lead to discontinuities in the H i distribution. A simple linear in-
terpolation between EBHIS and GASS, however, is su�cient to
mitigate these di↵erences. In the overlap area (limited by �lo and
�hi) we calculate the merged brightness temperature as

T
HI4PI
B (↵, �) =

� � �lo
�hi � �lo

T
EBHIS
B (↵, �)+

�hi � �
�hi � �lo

T
GASS
B (↵, �) , (1)

and we choose �lo = �5� and �hi = 0� as the declination range in
which the interpolation is to be applied.

3. Moment maps

3.1. NH i map

By integrating spectroscopic data in velocity, one can infer the
NH i column densities,

NH i
h
cm�2

i
= 1.823 · 1018

Z
d3TB(3)

h
K km s�1

i
, (2)

where TB(3) is the brightness temperature profile of the H i gas
(e.g., Wilson et al. 2013). The resulting NH i map covers the full
sky (4⇡) and is presented in Fig. 2 on a logarithmic intensity
scale. In the figure one can see the warp and flaring of the MW
disk (Kalberla & Kerp 2009, and references therein). Further-
more, because of integrating across HI4PI’s full velocity range
(�600  3lsr  600 km s�1), the NH i map does not only contain
MW disk material but also features residing in the MW halo: the
intermediate- and high velocity clouds (IVC, HVC) and cloud
complexes, as well as extra-galactic objects such as the Mag-
ellanic Clouds (LMC and SMC) and M 31. This contamination
usually needs to be considered when working with the NH i data

and is further discussed in Section 3.3. For completeness, Ap-
pendix B contains a version of the NH i map using a linear inten-
sity scale (Fig. B.1).

We note that Eq. (2) is only correct in the optically thin limit.
For regions of high H i volume density (usually cold gas, having
low spin temperatures), mainly at low Galactic latitudes, self-
absorption occurs, such that Eq. (2) provides only a lower limit
on NH i (e.g., Radhakrishnan 1960; Gibson et al. 2005; Braun
et al. 2009; Martin et al. 2015). H i absorption spectroscopy can
in principle be used to overcome this shortcoming. For exam-
ple, in the framework of the on-going THOR survey (The H i,
OH, Recombination line survey of the Milky Way), Bihr et al.
(2015) calculate the optical depth toward the giant molecular
cloud W 43 to estimate the true H i column density. Using Galac-
tic continuum emitters for the H i absorption technique, however,
has the intrinsic issue that only the fraction of H i gas in front of
the continuum emitter can be accounted for. Another approach is
to study H i absorption features caused by extra-galactic sources.
In both cases, however, one can only derive opacities for a rela-
tively small set of sight lines. Several studies were made to infer
a correction factor, f , from such samples (see e.g. Dickey et al.
2000; Lee et al. 2015, and references therein), where f is a func-
tion of the thin gas-approximated NH i value.

Although the aforementioned absorption studies provide
very interesting results, it is not yet feasible to perform a proper
opacity correction with the full HI4PI data set. Empirically in-
ferred correction factors show too much spread from region to
region, preventing application to the full MW disk. The situation
may change, once the absorption-line surveys of the full MW
disk are published.

3.2. Composite maps: combining NH i and radial velocities

In Fig. 3 we display a composite map of the first two image
moments: the NH i column density distribution (Moment-0) and
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carte HI4PI de l’hydrogène atomique dans la voie lactée

[H] ⇡ 1 atome/cm3 dans le milieu interstellaire

• C’est	l’élément	le	plus	abondant	dans	l’univers

• C’est	l’élément	le	plus	simple	:	un	électron	lié	à	un	proton		
Ce	qui	permet	d’avoir	des	solu4ons	exactes	des	équa4ons	
Les	mesures	réalisées	avec	une	précision	toujours	accrue	
fournissent	des	tests	quan4ta4fs	pour	la	théorie	quan4que



Quelques applications pratiques
résonance magnétique

avec des jets moléculaires

maser à hydrogène

spectroscopie et imagerie par
résonance magnétique

laser à peigne de 
fréquence localisation GPS

instruments utilisés pour la recherche fondamentale





Le problème à deux corps en MQ (1)
Centre de masse, particule réduite en MQ

§ Changement de variable: �⃗�# , �⃗�% ↦ �⃗�' =
)*+⃗*,)-+⃗-
)*,)-

, 𝑟 = �⃗�# − �⃗�%
§ Alors (petit calcul de changement de dérivées partielles ):

∇+⃗1= ∇# + ∇% et ∇5⃗=
𝑚%∇# − 𝑚#∇%
𝑚# +𝑚%

§ Donc en termes d’opérateurs on trouve:

−𝑖ℏ ∇+⃗1= 𝑃# + 𝑃% et −iℏ∇5⃗=
𝑚%𝑃# −𝑚#𝑃%
𝑚# +𝑚%

§ On retrouve formellement les expressions de l’impulsion du centre de masse et de la 
particule « réduite » => on peut définir de « nouvelles observables » qui reproduisent les 
propriétés de la Mécanique Classique (voir diapo suivante).



Le problème à deux corps en MQ (2)

§ On définit les deux « nouvelles observables de position » 𝑄' et 𝑄5<= par:

𝑸𝑮 =
𝒎𝟏𝑸𝟏 +𝒎𝟐𝑸𝟐
𝒎𝟏 +𝒎𝟐

et 𝑸𝒓𝒆𝒅=𝑸𝟏 − 𝑸𝟐

𝑄'𝜓 �⃗�' , 𝑟 = �⃗�'𝜓 �⃗�' , 𝑟 et 𝑄5<=𝜓 �⃗�' , 𝑟 = 𝑟𝜓 �⃗�' , 𝑟
§ Et on définit les « observables conjuguées » (impulsions) par:

𝑷𝑮 = 𝑷𝟏 + 𝑷𝟐 et 𝑷𝒓𝒆𝒅 =
𝒎𝟐𝑷𝟏 −𝒎𝟏𝑷𝟐
𝒎𝟏 +𝒎𝟐

𝑃'𝜓 �⃗�' , 𝑟 = −iℏ∇+⃗1𝜓 �⃗�' , 𝑟 et 𝑃5<=𝜓 �⃗�' , 𝑟 = −iℏ∇5⃗𝜓 �⃗�' , 𝑟
§ On montre alors (calcul purement algébrique comme dans le cas classique):

𝟏
𝟐𝒎𝟏

𝑷𝟏𝟐 +
𝟏

𝟐𝒎𝟐
𝑷𝟐𝟐 =

𝟏
𝟐𝑴

𝑷𝑮𝟐 +
𝟏
𝟐𝝁

𝑷𝒓𝒆𝒅𝟐

Avec 𝑀 = 𝑚# +𝑚% et 𝜇 = )*)-
)*,)-

Changement d’observables



Le problème à deux corps en MQ (3)
Conclusion

§ On peut effectuer en MQ un changement d’observables similaire à celui de Mécanique 
Classique:

𝑄#, 𝑄%, 𝑃#, 𝑃% ↦ 𝑄', 𝑄5<=, 𝑃', 𝑃5<=
§ On obtient une forme « séparée » du Hamiltonien (comme en Mécanique Classique):

L𝐻 =
1
2𝑚#

𝑃#% +
1
2𝑚%

𝑃%% + 𝑉 𝑄# − 𝑄% =
𝟏
𝟐𝑴

𝑷𝑮𝟐 +
𝟏
𝟐𝝁

𝑷𝒓𝒆𝒅𝟐 + 𝑽 𝑸𝒓𝒆𝒅
§ Comme les variables du centre de masse commutent avec celles de la particule réduite on a:

L𝐻 = L𝐻' + L𝐻5<=
L𝐻' =

𝟏
𝟐𝑴

𝑷𝑮𝟐 et L𝐻5<= =
𝟏
𝟐𝝁

𝑷𝒓𝟐 + 𝑽 𝑸𝒓𝒆𝒅

L𝐻', L𝐻5<= = 0
§ Dans le référentiel du centre de masse (impulsion �⃗�' nulle), il ne reste que:

L𝑯𝒓𝒆𝒅 =
𝟏
𝟐𝝁𝑷𝒓𝒆𝒅

𝟐 + 𝑽 𝑸𝒓𝒆𝒅



Le potentiel central en MQ (1)
Le problème: Résoudre l’équation de Schrödinger stationnaire pour un Hamiltonien de la forme:

L𝐻 =
1
2𝑚𝑃% + 𝑉 𝑄

Remarque: par le remplacement 𝑚 ↦ 𝜇 (la masse réduite) on résout en même temps le cas du 
problème à deux corps pour une interaction par potentiel central (comme en Mécanique 
Classique)

Les symétries du problème
Les quantités 𝑃% et 𝑉 𝑄 sont invariantes par rotation (aussi bien classiquement que 
quantiquement), donc le Hamiltonien L𝐻 est invariant par rotation. 
On montre que l’invariance par rotation de L𝐻 est équivalente aux règles de commutation(**):

∀𝑗 = 1,2,3 X𝐿Z, L𝐻 = 0
Où 𝐿 = 𝑄 ∧ 𝑃 est l’opérateur de moment cinétique orbital (voir MQI: cours11).

(**) En Mécanique Classique cela correspond à la conservation du moment cinétique. 

A Retenir



Le potentiel central en MQ (2)
∀𝒋 = 𝟏, 𝟐, 𝟑 L𝑳𝒋, L𝑯 = 𝟎

Conséquences: 
§ On déduit d’abord que 𝐿%, L𝐻 = X𝐿` , L𝐻 = 0 (où 𝐿% = X𝐿+% + X𝐿a%+ X𝐿`% voir cours11).
§ Donc les opérateurs L𝑯, 𝑳𝟐, L𝑳𝒛 possède une base orthonormée commune de vecteurs 

propres.
§ Or on connait déjà (voir MQI:cours11) la base orthonormée qui diagonalise 𝐿%, X𝐿` : il 

s’agit des harmoniques sphériques 𝑌ℓ) 𝜃, 𝜙 (en coordonnées sphériques).
§ Il en résulte que seule la dépendance en « 𝑟 » des fonctions propres 𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙) (écrites 

en coordonnées sphériques) est inconnue.

Conclusion: Les fonctions propres de L𝐻 sont de la forme 𝜓jℓ) 𝑟, 𝜃, 𝜙 = 𝑅j(𝑟)𝑌ℓ) 𝜃, 𝜙

A Retenir Les fonctions 𝑅j(𝑟) s’appellent 
les « fonctions radiales ».

A Retenir



Le potentiel central en MQ (3)

✦ Rappels cours 0a ∆ 𝜓 =
1
𝑟
𝜕%

𝜕𝑟% 𝑟 𝜓 −
1

ℏ%𝑟% 𝐿
%𝜓

1
2𝑚

𝑃% =
1
2𝑚

X𝑃5% +
1

2𝑚𝑟%
𝐿% X𝑃5% = −ℏ%

1
𝑟
𝜕%

𝜕𝑟%
𝑟 .avec

✦ Equation stationnaire pour L𝑯 avec  potentiel central

L𝐻𝜓 = 𝐸 𝜓 ⟺ −
ℏ%

2𝑚
∆𝜓 + 𝑉 𝑟 𝜓 = 𝐸 𝜓 ⟺ −

ℏ%

2𝑚
1
𝑟
𝜕%

𝜕𝑟%
𝑟 𝜓 +

1
2𝑚𝑟%

𝐿%𝜓 + V 𝑟 𝜓 = 𝐸𝜓

Toute solution est nécessairement de la forme 𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜙 = 𝑅(𝑟)𝑌ℓ)(𝜃, 𝜙) (diapo précédente) 
et 𝐿%𝑌ℓ) = ℏ%ℓ(ℓ + 1)𝑌ℓ) (MQI: cours 11), donc:

−
ℏ𝟐

𝟐𝒎
𝟏
𝒓
𝝏𝟐

𝝏𝒓𝟐
𝒓 𝑹 +

ℏ𝟐ℓ ℓ + 𝟏
𝟐𝒎 𝒓𝟐

+ 𝑽 𝒓 𝑹 𝒓 = 𝑬 𝑹(𝒓) Equation dite 
« Radiale »



Le potentiel central (4)

−
ℏ%

2𝑚
1
𝑟
𝜕%

𝜕𝑟%
𝑟 𝑅ℓ +

ℏ%ℓ ℓ + 1
2𝑚 𝑟%

+ 𝑉 𝑟 𝑅ℓ 𝑟 = 𝐸ℓ 𝑅ℓ(𝑟) (I)

Transformation

Si on pose 𝑢ℓ 𝑟 = 𝑟 𝑅ℓ(𝑟), alors:
a) On a(**) ∫w

x 𝑢ℓ(𝑟) %𝑑𝑟 = ∫w
,x 𝑅ℓ 𝑟 %𝑟%𝑑𝑟 < ∞, donc 𝑢ℓ ∈ 𝐿% ℝ,, 𝑑𝑟 ,

b) 𝑢ℓ vérifie l’équation:

−
ℏ%

2𝑚
𝑢ℓ~~ 𝑟 +

ℏ%ℓ ℓ + 1
2𝑚 𝑟%

+ 𝑉 𝑟 𝑢ℓ 𝑟 = 𝐸ℓ 𝑢ℓ(𝑟)

c) Tout se passe comme si on devait résoudre une éq. de Schrödinger stationnaire 1D sur la 
demi-droite [0,∞[, avec un Hamiltonien L𝐻ℓ tel que:

L𝑯ℓ = −
ℏ𝟐

𝟐𝒎
𝒅𝟐

𝒅𝒓𝟐
+ 𝑽𝒆𝒇𝒇 𝒓 avec 𝑽𝒆𝒇𝒇 𝒓 =

ℏ𝟐ℓ ℓ + 𝟏
𝟐𝒎 𝒓𝟐

+ 𝑽 𝒓

(**) Pour des 
états confinés



Le potentiel central (5)

−
ℏ%

2𝑚𝑢ℓ~~ 𝑟 + 𝑉<�� 𝑟 𝑢ℓ 𝑟 = 𝐸ℓ 𝑢ℓ(𝑟) 𝑉<�� 𝑟 = ℏ-ℓ ℓ,#
%) 5- + 𝑉 𝑟 et   𝑟 ∈ ℝ,

Le potentiel effectif

Exemple: Si on prend pour 𝑉 𝑟 le cas d’un potentiel coulombien attractif, soit 𝑉 𝑟 =
− 𝑉w/𝑟 avec 𝑉w > 0, on a la figure ci-dessous (ℓ ≠ 0):

9.3. PARTICULE DE MASSE M DANS UN POTENTIEL CENTRAL QUELCONQUE 109

On remarque que l’équation (9.28) est équivalente à l’équation de Schrödinger pour une particule
à 1 dimension dans un potentiel effectif central Veff(r)

Veff(r) =
!2ℓ(ℓ+ 1)

2m r2
+ V (r), (9.29)

mais avec la différence que r ≥ 0. Le comportement à l’origine est donc très important et on
peut montrer que le fait de borner χ(r) quand r → 0 conduit à une condition sur les nombres
quantiques l et m et donc sur les valeurs propres de l’énergie.

! Dans le cas où le potentiel est coulombien (attractif), le potentiel effectif est représenté dans

la figure 9.1. Veff(r) est la somme d’une barrière centrifuge !2ℓ(ℓ+1)
2m r2 (répulsive à courte distance)

et qui augmente avec les valeurs de ℓ, et du potentiel coulombien (attractif à grande distance)
−V0

r .

"

!

Veff (r)Veff (r)Veff (r)

rrr

−V0

r
−V0

r
−V0

r

!2 ℓ(ℓ+1)
2mr2

!2 ℓ(ℓ+1)
2mr2

!2 ℓ(ℓ+1)
2mr2

Figure 9.1 – Potentiel effectif Veff(r) dans le cas de potentiel coulombien.

! La résolution de l’équation (9.28) est donc similaire à celle faite pour l’étude d’une particule
dans un puits de potentiel avec les conditions aux bords χ→ 0 quand r →∞ et χ finie (bornée)
quand r→ 0.

! Pour chacune des valeurs de ℓ, on peut caractériser les valeurs possibles de l’énergie par un
nombre entier naturel p, correspondant au nombre de fois où la fonction propre χ(r) s’annule
(nombre de noeuds) entre r = 0 et r → ∞ et on étiquetera les niveaux d’énergie par les deux
nombres quantiques p et ℓ : Ep ℓ, p = 0, 1, · · · , donnant un spectre fini (comme le cas d’un puits
carré) ou infini (pour le potentiel coulombien, par exemple). On appelle le nombre quantique p
le nombre quantique radial. Rappelons encore que les niveaux d’énergie ne dépendent pas du
nombre quantique m (m ∈ [−ℓ,+ℓ]) à cause du fait que le potentiel soit central, la symétrie

- Licence et Magistère de Physique Fondamentale - Année 2017-2018

A. Abada

Zone « attractive » 
𝑉<��~ 𝑟 > 0

Zone « répulsive » 
𝑉<��~ 𝑟 < 0

Etats confinés (énergies quantifiées) 
si 𝐸 < 0

« à l’intérieur du puits »

ℏ-ℓ ℓ,#
%) 5-

est le potentiel 
répulsif centrifuge



Le potentiel central (6)

−
ℏ%

2𝑚𝑢ℓ~~ 𝑟 + 𝑉<�� 𝑟 𝑢ℓ 𝑟 = 𝐸ℓ 𝑢ℓ(𝑟) 𝑉<�� 𝑟 = ℏ-ℓ ℓ,#
%) 5- + 𝑉 𝑟 et   𝑟 ∈ ℝ,

La méthode de résolution du problème

Même méthode que pour l’éq. de Schrödinger 1D habituelle en considérant que la 
contrainte 𝑟 ≥ 0 est assimilable à un mur de potentiel infini:
- Il faut imposer 𝒖ℓ(𝟎) = 𝟎 (pas de contrainte sur la dérivée)
- Il faut imposer que 𝒖ℓ 𝒓 ne diverge pas à l’infini.

Théorème (important pour l’étude des dégénérescences et des ECOC): on montre que le 

spectre de L𝐻ℓ = − ℏ-

%)
=-

=5- + 𝑉<�� 𝑟 n’est jamais dégénéré (pour chaque valeur propre 𝐸ℓ
de l’éq. L𝐻ℓ𝑢ℓ = 𝐸ℓ𝑢ℓ il n’y a qu’une seule fonction propre 𝑢ℓ.





Introduction (1)
Atome d’hydrogène: système proton-électron en interaction électrostatique 

✦ Les masses du proton et de l’électron sont telles que 𝑚� ≅ 1850 𝑚< => La masse réduite 𝜇
est telle que )�

� ≅ 1 + #
#��w ≅ 1. En première approximation on peut identifier le centre de 

masse et la position du proton, puis on peut prendre le proton comme origine.

✦ L’interaction entre le proton et l’électron est caractérisée par l’énergie potentielle 𝑉 𝑟 :

𝑉 𝑟 = −
𝑞<%

4𝜋𝜖w 𝑟

✦ Cette énergie est caractérisée par la « constante de couplage de l’électromagnétisme »  
« 𝒆 » définie par:

𝒆 ≝
𝑞<
4𝜋𝜖w

et 𝑒% = 1.4399644(1) eV . nm



Introduction (2)
La constante de structure fine

✦ Définition
A partir de 𝑒%, ℏ et 𝑐 (la vitesse de la lumière dans le vide), on peut construire une constante 
non-dimensionnée 𝜶 appelée « constante de structure fine ». Cette constante « absolue » 
caractérise « l’intensité » de l’interaction électromagnétique:

𝜶 ≝
𝑒%

ℏ𝑐
=

1
137.035999206(11)

Le fait que numériquement  𝛼 ≪ 1 indique que (y compris en relativité) l’interaction 
électromagnétique agit dans un régime de « couplage dit faible ».

✦ Remarque importante: La constante 𝜶 est fondamentalement « d’essence » relativiste car 
elle fait intervenir la vitesse de la lumière. Mais par combinaison de 𝜶, de 𝑐 et d’autres 
constantes on peut par « analyse dimensionnelle » définir « facilement » des unités de 
longueur, d’énergie et de temps qui sont elles indépendantes de 𝑐: ces quantités sont les unités 
« naturelles » atomiques (non-relativistes) => diapo suivante.



Introduction (3)

Une grande partie de la physique atomique et de la théorie de « l’interaction matière-
rayonnement » est basée sur le fait que 𝜶 ≪ 𝟏 .
Peut-on comprendre pourquoi 𝜶¡𝟏 ≅ 𝟏𝟑𝟕?   NON (pour le moment)Peut-on	“comprendre”	pourquoi	 	prend	cette	valeur	?	

Et	bien	NON	!	(pour	le	moment…)

α

Feynman	:	“It	has	been	a	mystery	ever	since	it	was	

discovered	more	than	fiUy	years	ago,	and	all	good	

theore4cal	physicists	put	this	number	up	on	their	

wall	and	worry	about	it.”	

• Recherche	d’une	“super”	théorie	qui	permeerait	de	prévoir	la	

valeur	de	 	ainsi	que	les	constantes	des	autres	interac4ons	

• Point	de	vue	“anthropique”	:	si	 	avait	une	valeur	sensiblement	

différente,	on	ne	serait	pas	là	pour	se	poser	la	ques4on…	

• Et	si	la	constante	 	variait	avec	le	temps	?	

α
α

α

R. Feynman : « It has been a mystery ever since it was discovered
more than fifty years ago, and all good theoretical physicists put 
this number up on their wall and worry about it. » 



Unités atomiques
✦ Unité atomique de longueur:  La quantité 𝜆¤ =

ℏ
)�¤

= 3.861592673×10¡¦ nm est une 

longueur (relativiste) caractéristique de l’électron appelée « longueur d’onde Compton de 
l’électron ». La quantité 𝑎¨ =

©ª
j ne fait pas intervenir la vitesse de la lumière, c’est l’unité 

atomique de longueur appelée « Rayon de Bohr »:

𝑎¨ ≝
𝜆«
𝛼
=

ℏ%

𝑚<𝑒%
= 5.291772108 18 ×10¡% nm

✦ Unité atomique d’énergie: La quantité 𝑚<𝑐% = 510.9989192 Kev est l’énergie de masse 
(relativiste) de l’électron, la quantité 𝑅 =

#
%𝛼

%𝑚<𝑐% ne fait pas intervenir la vitesse de la 
lumière, c’est l’unité atomique d’énergie que l’on appelle « le Rydberg »:

𝑅 ≝
1
2
𝛼%𝑚<𝑐% =

𝑚<𝑒¦

2ℏ%
=

𝑒%

2𝑎¨
= 13.6056923 12 eV

✦ Unité atomique de temps: La quantité 𝜏 ≝ ℏ
¯°
≅ 4.84×10¡#±s donne l’unité de temps.



Eq. stationnaire dans le référentiel du centre de masse (1)

L𝐻𝜓 = 𝐸 𝜓 ⟺ −
ℏ%

2𝜇
∆𝜓 −

𝑒%

𝑟
𝜓 = 𝐸 𝜓 ⟺ −

ℏ%

2𝜇
1
𝑟
𝜕%

𝜕𝑟%
𝑟 𝜓 +

1
2𝜇 𝑟%

𝐿%𝜓 −
𝑒%

𝑟
𝜓 = 𝐸𝜓

Toute solution est nécessairement de la forme 𝜓jℓ) 𝑟, 𝜃, 𝜙 = 𝑅jℓ(𝑟)𝑌ℓ)(𝜃, 𝜙) donc:

−
ℏ%

2𝜇
1
𝑟
𝜕%

𝜕𝑟%
𝑟𝑅jℓ +

ℏ%ℓ ℓ + 1
2𝜇 𝑟%

−
𝑒%

𝑟
𝑅jℓ 𝑟 = 𝐸jℓ𝑅jℓ(𝑟)

On pose 𝑢jℓ 𝑟 = 𝑟 𝑅jℓ 𝑟 ⇒
− ℏ-

%� 𝑢jℓ
~~ 𝑟 + 𝑉<�� 𝑟 𝑢jℓ 𝑟 = 𝐸jℓ 𝑢jℓ(𝑟)

𝑉<�� 𝑟 = ℏ-ℓ ℓ,#
%� 5- − <-

5 et   𝑟 ∈ ℝ,
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On remarque que l’équation (9.28) est équivalente à l’équation de Schrödinger pour une particule
à 1 dimension dans un potentiel effectif central Veff(r)

Veff(r) =
!2ℓ(ℓ+ 1)

2m r2
+ V (r), (9.29)

mais avec la différence que r ≥ 0. Le comportement à l’origine est donc très important et on
peut montrer que le fait de borner χ(r) quand r → 0 conduit à une condition sur les nombres
quantiques l et m et donc sur les valeurs propres de l’énergie.

! Dans le cas où le potentiel est coulombien (attractif), le potentiel effectif est représenté dans

la figure 9.1. Veff(r) est la somme d’une barrière centrifuge !2ℓ(ℓ+1)
2m r2 (répulsive à courte distance)

et qui augmente avec les valeurs de ℓ, et du potentiel coulombien (attractif à grande distance)
−V0

r .

"

!

Veff (r)Veff (r)Veff (r)

rrr

−V0

r
−V0

r
−V0

r

!2 ℓ(ℓ+1)
2mr2

!2 ℓ(ℓ+1)
2mr2

!2 ℓ(ℓ+1)
2mr2

Figure 9.1 – Potentiel effectif Veff(r) dans le cas de potentiel coulombien.

! La résolution de l’équation (9.28) est donc similaire à celle faite pour l’étude d’une particule
dans un puits de potentiel avec les conditions aux bords χ→ 0 quand r →∞ et χ finie (bornée)
quand r→ 0.

! Pour chacune des valeurs de ℓ, on peut caractériser les valeurs possibles de l’énergie par un
nombre entier naturel p, correspondant au nombre de fois où la fonction propre χ(r) s’annule
(nombre de noeuds) entre r = 0 et r → ∞ et on étiquetera les niveaux d’énergie par les deux
nombres quantiques p et ℓ : Ep ℓ, p = 0, 1, · · · , donnant un spectre fini (comme le cas d’un puits
carré) ou infini (pour le potentiel coulombien, par exemple). On appelle le nombre quantique p
le nombre quantique radial. Rappelons encore que les niveaux d’énergie ne dépendent pas du
nombre quantique m (m ∈ [−ℓ,+ℓ]) à cause du fait que le potentiel soit central, la symétrie
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Etats confinés (énergies quantifiées) 
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« à l’intérieur du puits »:
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Eq. stationnaire dans le référentiel du centre de masse (2)

−
ℏ%

2𝜇
𝑢jℓ~~ 𝑟 + 𝑉<�� 𝑟 𝑢jℓ 𝑟 = 𝐸jℓ 𝑢jℓ(𝑟) 𝑉<�� 𝑟 = ℏ-ℓ ℓ,#

%� 5- − <-

5 et   𝑟 ∈ ℝ,, 𝐸jℓ < 0

On cherche des solutions 𝑢jℓ(𝑟) « confinées » (on dit aussi des « états liés »):
⇒ 𝑢jℓ 0 = 0 et lim

5→x
𝑢jℓ 𝑟 = 0

On définit l’unité de longueur 𝒂𝟎 ≝
ℏ𝟐

𝝁𝒆𝟐, on peut indexer les solutions 𝑢jℓ 𝑟 par 𝜶 = 𝒑 ∈ ℕ :

𝑢¹ℓ 𝑟 = 𝐶¹ℓ
𝑟
𝑎w

ℓ,#
𝐿¹%ℓ,#

2𝑟
(𝑝 + ℓ + 1)𝑎w

𝑒¡
5

(¹,ℓ,#)»¼ et 𝑬𝒑ℓ = −
ℏ𝟐

𝟐𝝁𝒂𝟎𝟐
𝟏

(𝒑 + ℓ + 𝟏)𝟐

Où les 𝐿¹
½(𝑧) sont les « polynômes de Laguerre » (voir poly pour les détails) :

𝐿¹
½ 𝑧 =

1
𝑝!
𝑧¡½𝑒`

𝑑¹

𝑑𝑧¹
𝑧¹,½𝑒¡`

Exemples: 𝐿w
½ 𝑧 = 1, 𝐿#

½ 𝑧 = 𝛾 + 1 − 𝑧, 𝐿%
½ 𝑧 = #

% 𝛾 + 2 𝛾 + 1 − 𝛾 + 2 𝑧 + #
% 𝑧

%,  … 

Par la normalisation ∫w
x |𝑢¹ℓ 𝑟 |%𝑑𝑟 = 1 on obtient 𝐶¹ℓ =

%ℓÂ*

(¹,ℓ,#)ℓÂ-
¹!

¹,%ℓ,# !
#
»¼



Eq. stationnaire dans le référentiel du centre de masse (3)

Dégénérescence des énergies propres 𝑬𝒑ℓ = − ℏ𝟐

𝟐𝝁𝒂𝟎
𝟐

𝟏
(𝒑,ℓ,𝟏)𝟐

Les énergies 𝐸¹ℓ ne dépendent que du seul entier 𝑛 = 𝑝 + ℓ + 1. On appelle « 𝑛 » le nombre 
quantique principal, et:

𝑬𝒏 = −
ℏ𝟐

𝟐𝝁𝒂𝟎𝟐
𝟏
𝒏𝟐

= −
𝝁𝒆𝟒

𝟐ℏ𝟐
𝟏
𝒏𝟐

avec n ∈ ℕ∗ et ℓ = 𝟎, 𝟏…𝒏 − 𝟏

Le fait que 𝐸¹ℓ ne dépende que de 𝑛 = 𝑝 + ℓ + 1 est appelé « dégénérescence accidentelle ».
Remarque: en fait cela n’a rien « d’accidentel », c’est la conséquence d’une symétrie dite 
dynamique (voir poly).

Conséquence: dégénérescence 𝒈 𝑬𝒏 des énergies 𝑬𝒏. D’après l’étude du potentiel central, 
pour chaque énergie 𝐸¹ℓ ,  il y a 2ℓ + 1 états propres dus aux harmoniques 𝑌ℓ). Mais ici (cas 
très particulier) les énergies ne dépendent que du « nombre quantique principal 𝑛 », d’où:

𝒈 𝑬𝒏 =É
ℓÊ𝟎

𝒏¡𝟏
(𝟐ℓ + 𝟏) = 𝒏𝟐 (avec le spin de l’é𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑜𝑛 𝑔 𝐸Ó = 2𝑛%)



Eq. stationnaire dans le référentiel du centre de masse (4)
Résumé des états liés

✦ La convention est de toujours utiliser le « nombre quantique principal 𝑛 » comme index. 
Les états liés 𝜓Óℓ)(𝑟, 𝜃, 𝜙) et les énergies propres 𝐸Ó s’écrivent:

𝐸Ó = −
𝜇𝑒¦

2ℏ%
1
𝑛%

𝜓Óℓ) 𝑟, 𝜃, 𝜙 = 𝑅Óℓ(𝑟)𝑌ℓ)(𝜃, 𝜙)

𝑅Óℓ 𝑟 =
2ℓ,#

𝑛ℓ,%
(𝑛 − ℓ − 1)!
𝑛 + ℓ ! 𝑎wÔ

𝑟
𝑎w

ℓ
𝐿Ó¡ℓ¡#%ℓ,# 2𝑟

𝑛 𝑎w
𝑒¡

5
Ó »¼

et n ∈ ℕ∗, ℓ = 0,…𝑛 − 1, 𝑚 ≤ ℓ

Avec 𝒂𝟎 ≝
ℏ𝟐

𝝁𝒆𝟐
= 𝟏 + 𝒎𝒆

𝒎𝒑
𝒂𝑩 ≅ 𝒂𝑩 .

✦ Il y a une infinité d’états liés et les énergies (négatives) 𝐸Ó convergent 
vers lim

Ó→x
𝐸Ó = 0 (c’est la limite d’ionisation de l’atome).

12.1 Atome d’hydrogène Atome d’hydrogène

V (r)

r

l

E
E
1, l
2,

...

l

...

Figure 12.1 – Potentiel e↵ectif V`(r). À chaque valeur de ` correspond un spectre de valeurs
propres Ep,` avec p 2 N⇤.

• Discussion qualitative : Avant de rentrer dans le vif (des calculs) tâchons déjà de voir à quoi nous
pouvons nous attendre qualitativement. Pour chaque valeur de `, nous nous sommes ramenés
à une équation de Schrödinger unidimensionnelle pour le potentiel e↵ectif V`(r), représenté sur
la figure 12.1. Pour chaque valeur de `, celle-ci admet un spectre (non dégénéré) de valeurs
propres que nous notons Ep,` où p 2 N⇤ est un nombre quantique repérant les di↵érents niveaux
(représentés sur la figure 12.1).

- Exercice 12.3 : Trouver le minimum r⇤ du potentiel V`(r) et développer le potentiel au
voisinage de ce minimum. Utiliser une approximation harmonique pour trouver les premiers
niveaux d’énergie (i.e. remplacer le potentiel par son développement limité au voisinage du
minimum V`(r) ' V`(r⇤)+ 1

2
V 00

`
(r⇤)(r�r⇤)2). Justifier que cette approximation n’est valable que

pour `� 1. Montrer que les niveaux pour les petits p sont donnés par2

Ep,` '
µe4

2~2


� 1
`2

+
2p

`3
+ · · ·

�
avec p 2 N⇤ (12.14)

Comparer avec le résultat exact obtenu plus bas. Jusqu’à quelles valeurs de p ce résultat est-il
correct ?

Si nous revenons au problème initial dans l’espace tridimensionnel, nous avons obtenu un
spectre d’états propres  p,`,m(~r) = Rp,`(r)Y m

`
(✓,') pour des énergies Ep,` (la dégénérescence

des énergies dans le nombre quantique m vient de l’invariance par rotation).

• Étape 1 : Nous revenons à la résolution de l’équation de Schrödinger. Nous introduisons des
variables adimensionnées. La longueur caractéristique est3

a0

def=
~2

µe2
(12.15)

Nous introduisons donc ⇢ def= r/a0 et 2 def= � 2~2E/µ e4. Dans la nouvelle variable, nous
notons la fonction d’onde : �(⇢) = r R(r). Elle obéit à l’équation :

✓
d2

d⇢2
� `(`+ 1)

⇢2
+

2
⇢

◆
�(⇢) = 2 �(⇢) (12.16)

2On prendra garde à ce que l’approximation harmonique conduit naturellement à présenter le spectre sous la
forme V`(r⇤) + ~!⇤(ñ + 1

2 ) avec ñ 2 N, où µ!2
⇤ = V 00

` (r⇤), alors que nous avons introduit, par commodité pour la
suite, p 2 N⇤.

3On rappelle que le rayon de Bohr la longueur fait intervenir la masse de l’électron aB
def
= ~2

mee2 . Comme la
masse du proton est beaucoup plus grande que celle de l’électron, mp ' 1800me, la masse réduite est très proche
de me.
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Eq. stationnaire dans le référentiel du centre de masse (5)
Remarques

a) Energies positives: Il existe aussi des états d’énergie 𝐸 > 0, mais ces états sont « des états 
libres »: l’énergie n’est plus quantifiée et l’électron n’est plus « lié » au proton.

b) Etat fondamental :  𝜓#ww 𝑟, 𝜃, 𝜙 = %

¦×»¼Ø
𝑒¡5/»¼

et 𝑬𝟏 = −𝝁𝒆𝟒

𝟐ℏ𝟐 ≅ −13.6 eV, 

c) Rayon moyen de l’orbite de l’état fondamental: 𝑟 #ww =
Ô
%𝑎w =

Ô
%
ℏ𝟐

𝝁𝒆𝟐

d) Rayon moyen pour 𝒏 > 𝟏: 𝑟 Ó ∝ 𝑛% 𝑎w
e) Energie d’ionisation : 𝑬𝑰 = 𝟎 − 𝑬𝟏 =

𝝁𝒆𝟒

𝟐ℏ𝟐 ≅ 13.6 eV et 𝑬𝒏 = −𝑬𝑰
𝒏𝟐

c) Effet de la masse réduite : 𝐸Û =
#

#,Ü�
ÜÝ

)�<Þ

%ℏ- = ¯°
#,Ü�

ÜÝ

≅ 𝑅.

1 2 3 4 5

r

a0

0.1

0.2

0.3

u10(r)

𝑬

𝑬𝟏

𝑬 = 𝟎



Notations spectroscopiques

12.1 Atome d’hydrogène Atome d’hydrogène

E

n

= 2n

= 3n
= 4n

= 3= 2= 1 = 4... ... ... ... ... ......
= 0

...

1s

2s 2p

...

3s 3p 3d

4s 4p 4d 4f

E  : énergie
d’ionisation

Iétats
liés

0

diffusion
états de

= 1

Figure 12.2 – Représentation du spectre des états liés de l’atome d’hydrogène. Chaque barre
représente les 2`+ 1 états quantiques  n,`,�`, ...,  n,`,+`. La partie E > 0 correspond aux états
de di↵usion (spectre continu), que nous n’étudions pas ici (état ionisé de l’atome). Je renvoie à
l’ouvrage [28].

en dimension 3, qui est un autre exemple pour lequel les énergies ne dépendent que d’un seul
nombre quantique principal). Finalement, la dégénérescence du niveau En est donnée par

dn =
n�1X

`=0

(2`+ 1) = n2 (12.20)

(en prenant en compte la dégénérescence de spin de l’électron on aboutit plutôt à dn = 2n2).

Fonctions d’onde.– La partie radiale de la fonction d’onde est finalement :

Rn,`(r) =
2`+1

n`+2

s
(n � `� 1)!

(n + `)!
r` L2`+1

n�`�1
(2r/na0) e�r/na0 (12.21)

où la fonction est normalisée comme
R
1

0
dr r2 R2

n,`
(r) = 1.

- Exercice 12.7 (⇤) : Vérifier que les premières fonctions radiales sont données par R1,0(r) =
2e�r, R2,0(r) = 1

p
2
(1� r/2)e�r/2, R2,1(r) = 1

2
p

6
re�r/2 (on a fait a0 = 1). Vérifier la normalisa-

tion des trois fonctions.

- Exercice 12.8 : Justifier physiquement que l’élément de matrice de l’opérateur “module
du vecteur position”, hn, `,m |r|n, `,m i, est indépendant de m.
Calculer : h100 |r|100 i, h200 |r|200 i, h21m |r|21m i.
Puis h100 |r2|100 i, h200 |r2|200 i, h21m |r2|21m i.
Indication : Ne pas se priver des formules utiles de l’annexe A.

- Exercice 12.4 (⇤⇤) : Montrer que [ ~K, H] = 0.

- Exercice 12.5 (⇤ ⇤ ⇤) : Calculer les commutateurs [Ki, Kj ] puis les commutateurs [`i, Kj ].

- Exercice 12.6 (⇤ ⇤ ⇤⇤) : Déduire de l’exercice précédent que les six opérateurs ~̀ et ~K satisfont à l’algèbre de
Lie des 6 générateurs du groupe SO(4).
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Atome d’hydrogène 12.2 Atomes et classification de Mendelëıev

Les fonctions d’onde complètes sont indicées par trois nombres quantiques :

 n,`,m(~r) = Rn,`(r)Y m

`
(✓,') (12.22)

Notations spectroscopiques.– Pour désigner les di↵érents niveaux (n, `), on utilise couramment
les notations spectroscopiques rappelées dans le tableau 12.1.

moment ` notation nb max d’e� : 2(2`+ 1)
0 �! s 2
1 �! p 6
2 �! d 10
3 �! f 14
...

...
...

Table 12.1 –

Fonctions d’onde de l’atome (électron ET proton).– Si nous revenons aux états propres de l’ha-
miltonien complet Hatome, ceux-ci sont repérés à l’aide de six nombres quantiques (correspondant
aux six degrés de liberté du proton et de l’électron) :

 ~P ,n,`,m
(~R,~r) =

ei~P ·~R/~

(2⇡~)3/2
Rn,`(r) Y m

`
(✓,') (12.23)

En principe on devrait encore préciser l’état de spin (pour l’électron et pour le proton).

Ions hydrogénöıdes.– Si on considère un atome de numéro atomique Z, que l’on ionise Z � 1
fois, nous retrouvons le même problème que précédemment, pour un hamiltonien relatif :

H =
~p 2

2µ
� Ze2

r
(12.24)

Nous déduisons que tous les résultats précédents doivent être modifiés selon e2 ! Ze2. Le rayon
de Bohr devient : aZ

0
= a0/Z et les énergies EZ

n = �Z
2

n2 R.

- Exercice 12.9 (⇤⇤) : À partir de quelle valeur de Z les e↵ets relativistes ne pourront-ils
plus être négligés ?

Indication : i.e. lorsque l’énergie de l’électron devient de l’ordre de son énergie de masse mec2.

12.2 Atomes et classification de Mendelëıev

Dans un atome à Z > 1 électrons, la résolution de l’équation de Schrödinger nécessite des
méthodes d’approximation dont la discussion dépasse le cadre de ce cours (on pourra consulter
les ouvrages [28, 33]). Chaque électron est sensible non seulement au potentiel �Ze2/r du noyau,
mais aussi au potentiel des autres électrons (cf. l’hamiltonien donné dans la note de bas de page,
page 128). Le problème devient extrêmement compliqué ; une première approximation, dite de
champ moyen, consiste à supposer que chaque électron est soumis à un potentiel e↵ectif moyen
Ve↵(r) qui prend en compte les deux contributions.

Par exemple, aux très courtes distances un électron est sensible au potentiel du noyau
Ve↵(r) ⇡ �Ze2/r, mais aux grandes distances à un potentiel écranté par les Z�1 autres électrons
Ve↵(r) ⇡ �e2/r. Ce potentiel, qui décrit la distribution moyenne des charges électriques dans
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✦ Les « spectroscopistes » ont introduit une notation spécifique pour écrire les couples 
(𝑛, ℓ): on note 𝑛𝑠, 𝑛𝑝, avec la convention suivante pour les valeurs de ℓ:

✦ On obtient ainsi la représentation suivante du spectre de l’atome d’hydrogène:



Ions hydrogénoïdes
Interaction 1 électron – noyau de charge   𝒁 |𝒒𝒆|

𝒒𝒆
+𝒁 |𝒒𝒆|

𝑉 𝑟 = −
𝑍 𝑒%

𝑟
Même calcul que pour 𝑍 = 1: 

- Energies propres 𝐸Ó = −𝑍% �<
Þ

%ℏ-
#
Ó-

- Energie d’ionisation 𝐸Û 𝑍 = 𝑍% �<
Þ

%ℏ-
≅ 13.6 𝑍%eV

- Rayon moyen des orbites: 𝑟 Ó ∝
Ó-

ã
ℏ𝟐

𝝁𝒆𝟐

- Vitesse moyenne sur l’état fondamental: 𝑣 #ww = 𝑍 𝛼 𝑐 ≅ 𝑍
#Ô± 𝑐 Uranium 𝑍 = 92

𝑣 ≅ 0,7𝑐

L’électron n’est plus
« non-relativiste »



Atomes exotiques: positronium, muonium

FIN DE MQI:COURS 12

✦ Positronium: système positron (e+) – électron (e-).
Le positron (e+) est l’antiparticule de l’électron: même masse 𝑚<, mais charge opposée +|𝑞<|
ÞEffet max. sur la masse réduite 𝜇 = #

%
𝑚<.

Le positronium est un système dont le spectre d’énergie est de type hydrogénoïde, mais ce 
système est « métastable »: sa durée de vie est de l’ordre de 100 ns et se termine par une 
annihilation positron-électron donnant deux photons gamma.

✦ Muonium: système antimuon (𝜇,) – électron (e-).
L’antimuon (𝜇,) est une particule élémentaire (un lepton): masse 𝑚� = 105.66 Mev, charge 
+ |𝑞<|.
Le muonium est un système dont le spectre d’énergie est aussi de type hydrogénoïde, mais ce 
système est aussi « métastable »: sa durée de vie est de l’ordre de 2.2 𝜇𝑠 et se termine par la 
désintégration de l’antimuon (la mise en évidence du muonium date des années 1960).


