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. Ensemble canonique (N,V,T)
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Objectifs

e Machinerie de la thermodynamique statistique mise en place pour un systeme
Isolé : ensemble microcanonique

e Le plus souvent, systeme d’intérét n'est pas isolé mais échange
chaleur/travail/énergie/des particules avec le milieu extérieur

e Objectifs de cette partie :
o Comment « adapter » ce qui a été vu dans 'ensemble canonique a un systéme non-
isolé (a I'équilibre) ?
o Etude de différentes situations experimentales en fonction des contraintes imposées
au systeme

D4Cl445 — Thermodynamique statistique et Simulation Moléculaire




Partie 3
Les ensembles statistiques

I.  Equilibre entre deux systemes
. Ensemble canonique (N,V,T)

lll. Etude des systemes ouverts — I'ensemble grand-
canonique (u,V,T)

V. Pression constante — I'ensemble isotherme-
iIsobare (N, p,T)

D4Cl445 — Thermodynamique statistique et Simulation Moléculaire



Partie 3 — Les ensembles statistiques

I-1) Equilibre entre deux systemes

¥ =3, UZ

Lo 2B
Ny, Eq, Vo N,B’Eﬁ’vﬁ

e Systeme entier X isolé :
Conservationde N = N, + N, V =V, + Vp, et E = E, + Ep

e Condition d’équilibre de X — principe d’entropie maximum : dS = 0
e Conséguences :

o Equilibre thermique : T, =T =T

o Equilibre mécanique : p, = pg =p

o Equilibre chimique : p, = pug = u
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I-2) Thermostats / Réservoirs

e Systeme Xz beaucoup plus grand que X,

%, ZIB Ng > Ng
Na E'B >> E(I
Eq

i Ng, Ep, Vg Vs >V,

o Echange d’énergie ente les deux sous-systemes : variation de Ez négligeable
O Npg, Ep, et Vg peuvent étre considérés fixes : traitement microcanonique de Xz

o Température de Xz considérée fixée a sa valeur microcanonique :
1 (asﬁ>
T, \0Eg
g P Npvp
o Température de X, imposee par Xz a I'équilibre. X est appelé thermostat

* Notion de thermostat/réservoir d’énergie : systéme pouvant échanger de
I'énergie sans que sa température ne varie

D4Cl445 — Thermodynamique statistique et Simulation Moléculaire




Partie 3
Les ensembles statistiques

. Equilibre entre deux systemes
. Ensemble canonique (N,V,T)

lll. Etude des systemes ouverts — I'ensemble grand-
canonique (u,V,T)

V. Pression constante — I'ensemble isotherme-
iIsobare (N, p,T)

D4Cl445 — Thermodynamique statistique et Simulation Moléculaire



Partie 3 — Les ensembles statistiques

lI-1) Microétats de I'ensemble canonique

e Situation correspondant a 'ensemble canonique :

o Systeme en équilibre avec un thermostat avec parois indéformables et
imperméables aux particules

o Parameétres extérieurs : N,V, T

e Microétats m accessibles :
o Volume et nombre de particules fixés : V,, =V etN,, = N

o Enerqie g, pouvant varier d’'un microétat a I'autre

g Ensemble canonique (N, V,T)

N,V,E;, ¥, N,V,E,, ¥, N,V,E3, ¥; N,V,Ey, ¥,
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1I-2) Lol de distribution et fonction de partition canonigue

e Fonction de partition canonique :

P £ £
QYT = ) e Fom = " o7 hal
m=1 m=1

e Remarques sur la fonction de partition :
o Facteur de normalisation de la loi de distribution :
T QN,V,T)

o Le sens physique sera contenu dans InQ(N, V,T) (cf plus tard)

Pn

o Q(N,V,T) est une constante pour (N,V,T) fixés et ne dépend pas des microétats !
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1I-2) Loi de distribution et fonction de partition canonigue

e Loi de distribution :

_&m _tm
e kT e kT
j)m= p—
€1
Q “kaT Q(N,V,T)
1=1€¢ "B

e Interprétation physique : Un microétat est d’autant plus probable (important) que
son energie est basse

e Rapport des probabilités entre deux microétats i et j :

P; _EiTéE _ D&
P;

Si Ag;j » kgT : i est beaucoup plus probable que j
e Ordres de grandeur :
kgT ~ 2.4 kJ].mol™! ~ 0.025eV ~ 200cm™?
0 Ag, =~ 0.1 —1eV ; Ag,y, = 1000cm™1! ; Ag,pp = 1 — 100cm ™1

Conséquence : la probabilite de se trouver dans un état électronique/vibrationnel excité a
température ambiante est tres faible !! Mais pas pour les états rotationnels
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1I-2) Valeur du multiplicateur de Lagrange [

e Principe général de la démarche : retrouver une formule de thermodynamique

: ou Q Q
classique T = (—)
S/ Ny U= z PrnEm S = —kp z P,InP,
m=1 m=1
Q Q Q
dUyy = Z Em APy + Z P de, = Z Em APy,
m=1 m=1 m=1

Ocareg, =f(N,V)

P = e PEm/Q(N,V,T)

Q Q Q Q Q
dSyy = —kg z InP, dP, — kg z AP, = kg 2 Be, dP,, + kg 2 QN,V,T)dP,, = ks z Be, dP,.
m=1 m=1 m=1 m=1 m=1

Ocar) P, =1 Ocar)y P, =1
. dUyy (0U 1 1
Bilan : L= — - —
° bla Sy v (as)w W PTr
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[I-2) Probabilité d’'un macroétat

e Macroétat = « collection de microétats » partageant une caractéristique
commune x = X

e Probabilité d’'un macroétat = « somme des probabilités des microétats » :

1 _gm(x=X)
Px=X)= Z szQ(N V. Z e kgT

mtq x=X mtq x=X

e Exemple : probabilité d'un niveau d'énergie E

E
e kBT
PEY= ) Pn= ( > 1)
mtq em=E Q(N v T) mtq eqm=E
Dégéneérescence du niveau
d’énergie : Q(N,V,E)
__E_
Q(N,V,E) e ksT
P(E) = ( )
Q(N,V,T)
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[I-3) Fonction de partition canonique et dégénérescence

A
7 8

e Systéme avec 8 microétats pour 4 niveaux d’énergie  EaT -
e Q(N,V,T) : Somme sur les microétats Fy| — ——

8 _E_m Ez-- ; ; ;

O,V T) = ) ¢ al
m=1 E, 1
e Developpementde Q(N,V,T) :
€1 &2 &3 €4 &g €6 &7 &g

Q(N;V;T) = e_kB_T-|— e_kB_T + e_kB_T + e_kB_T_l_ e_kB_T_I_ e_kB_T n e—m n e_kBT

kB _EB  _EB @ _EB _E _E K E
QN,V,T) =e ¥T +e kBT +¢ kT + e kBT 4+ ¢ kBT e kBT + ¢ kBT e KBT

e Factorisation « sur les énergies » :

Eq Ey E3 Ey

Q(N,V,T) = e_kB—T+ 3e_kB—T+26_m+2€_kBT

. . snera _E
Q(N,V,T) : Somme sur les énergies ON.V,T) = Z QO(N,V,E) e FeT
E
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[I-3) Fonction de partition canonique et dégénérescence

e 2 facons de calculer la fonction de partition :

o Somme sur les microétats ;

Q(N,V,T) =ze"\fa_mT

m

o Somme sur les niveaux d’énergie — « inclusion » de la dégénérescence
E

QN,V,T) = ) Q(N,V,E) e Fal
E

e Sil'énergie est une grandeur continue :

E __E_
Q(N,V,T) =ZQ(N,V,E)3_"B_T —> QW,V,T) = j e k8T p(E) dE
E E

Nombre d’états
d'énergie E
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[I-4) Obtention des grandeurs macroscopiques

e Formule géneéerale :

P 1 P} e
T R,
m=1 m=1

e Energie interne U :
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[I-4) Obtention des grandeurs macroscopigues

e Obtention de I'entropie :

S=—kBZPmln?m — S=—kg szP - an(NVT)Z?
B

m=1
dl
U= kBTZ ( t Q) 1
aT
N,V

dInQ
S=kBT E— +kBan
oT
N,V

)

e Potentiel thermodynamique : Energie libre F =U —TS

F=U-TS =—kgTInQ(N,V,T)

Relation générale : le potentiel thermodynamique est proportionnel au
logarithme de la fonction de partition dans tous les ensembles statistiques
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lI-4) Fonction de partition et variables d’état

o Utilisation de la différentielle du potentiel thermodynamique :

dF = —SdT — pdV + udN

e Pression:

(GF) N T(a an)
P=—"\% — Kp
aV .~ 1% .~

(6F> N T(a an)
H=\|3 — —Kp
ON v oN v
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paric3-Lesersomblessasiques
lI-4) Fonction de partition et variables d’état

e On peut aussi retrouver les expressions de I'entropie et de I'énergie interne

par ce biais.
e Entropie :
s=—(%E) kg4 kT (2R
=~\gr) “rem@+isl{ =7
N,V N,V
e Energie interne :
dlnQ
U=F+TS = —kBTlIlQ+T kBlIlQ+kBT a—T
N,V

dInQ

_ 2

)
N,V

Il suffit juste de connaitre le lien entre F et Q et la difféerentielle de F pour
retrouver toutes les formules
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lI-5) Modele a deux niveaux : cristal paramagnetique

A A A e Cristal paramagnétique :

v v v o Molécules portant un moment magnétique
A A A localisées aux nceuds d’un réseau cristallin

o Interaction entre les centres magnétiques leve la

v A4 v
A A A dégeénérescence des états de spin

A4 A4 A4

e Modélisation classique de type champ moyen
A o modele a deux niveaux séparés de ¢
o pas d’interaction entre les particules

& =& |1> E=Z€i=NO€O+N181=N18
l

o Exemple : sel de CuK,(SO,),.6H,0, e~10"°eV

80 — O |O)

e Question : quelle est la contribution a I'énergie
interne et a la capacité calorifique de la levée
de dégénérescence ?
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[I-5) Modele a deux niveaux : fonction de partition

e Calcul de la fonction de partition :
E
QWN,V,T) = ) g(E)e” Fa
E
e Energie d’'un microetat :
E = NOSO + ngl == ng

e Dégénérescence d’un niveau d’énergie : nombre de possibilités d’avoir N;
particules dans l'état [1) :

(VY _ N
9( )_(Nl)_Nl! (N —N,)!
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II-5) Modele a deux niveaux : Energie interne U

e Fonction de partition
_e NN
Q(N,V,T) = (1 + e kBT)

* Energie interne :

&E
,(01nQ Nee ksT N ¢
U = kBT oT = e — =
v (1 +e wr) (1 + eFsT)

e Limites a basse et haute température :

o Basse température : U — 0/ Seul I'état fondamental est peuplé

o Haute température : U — %/ Les 2 niveaux deviennent quasiment eéquiprobables
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lI-5) Modele a deux niveaux : Capacité calorifique Cy

, £ e Présence d’'un maximum :

kgT .

aU 1 Ne“e o Basse température : il faut apporter
de I'énergie pour faire passer des

(1 + ekBT) spins a I'état excité |1).

~ kgT?

o « Haute » température : pas de
niveau excité disponible pour
absorber de I'énergie

2 3 4

e Application des cristaux
paramagneétiques : thermostats a
basse température

1

Cy (J/mol/K)

0]

.T(K).

D4Cl445 — Thermodynamique statistique et Simulation Moléculaire




Partie 3
Les ensembles statistiques

. Equilibre entre deux systemes
. Ensemble canonique (N,V,T)

IIl. Etude des systemes ouverts — I'ensemble grand-
canonique (u,V,T)

V. Pression constante — I'ensemble isotherme-
iIsobare (N, p,T)

D4Cl445 — Thermodynamique statistique et Simulation Moléculaire



Partie 3 — Les ensembles statistiques

l1I-1) Uensemble grand-canonique — Systemes ouverts

e Situation correspondant a 'ensemble canonique :

o Systeme en équilibre avec un thermostat et un réservoir de particules avec parois
indéformables

o Parametres extérieurs : u,V,T

e Microétats m accessibles :
o Volume fixé :V, =V

o Energie g, et nombre de particules N,,, pouvant varier d'un microétat a I'autre

Ensemble grand-canonique (u, V, T)

N, V,E Wi | N,V E o | N3 VB, Wa | NGV, E, Py
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111-2,3) Loi de distribution et fonction de partition grand-canonigue

e Fonction a maximiser :

Q0 Q0 Q Q
‘P({?m})=—zﬂ’mln?m—a Z?m—l - p EiPmem—U -y E?mNm—N
m=1 m=1 m=1 m=1

e Loi de distribution obtenue :

— —YN
p =L S “Em+#tNm “Em+iNm
m Zle—ﬂel—yl\’l e ksT e ksT
: " P = T T D)
g =— y=——— D e ks
kgT kgT
e Fonction de partition grand-canonique : Construction de la loi de distribution
similaire a 'ensemble canonique :
—Em+UNm
Z(wV,T) = Z e ksT terme de la fonction
— p - de partition de m
Fonction de partition
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111-2,3) Loi de distribution et fonction de partition grand-canonique

e Lien avec I'ensemble canonique :

BN
E(m,V,T)= ) QN,V,T) eksT
N
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111-3) Probabilité d’'un macroétat

* Probabilité du macroétat avec N particules

e kpT

E(u,V,T)

Pm =
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l11-4) Fonctions thermodynamiques

e Potentiel thermodynamique : Grand-potentiel ] = U — TS — uN
] = _kBT In E(l’ll Vr T)
e Autres fonctions : dérivées partielles de |

d] = —SdT — pdV — Ndu

. (6]) e nE .k T(éln:”,) N (6]) . T(01n5>
= — | — = Kp n.x- B = —\— = B
oT v oT v au ry du v

InZ
aV av
T,u T,u
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111-5) Exemple d’application : adsorption d’'un gaz sur un solide

e Approche d’'une molécule a la surface d’un solide :

e
2
)
g o
®© Ec Ep h
2 | gas phase
& peoselrdorgiehaNe ol msansrrag o
et [ 2 000R | . eplesscassen
O $
a -
— chemisorbed physisorbed
S state

| | | | | | |
Distance ahove the substrate surface

e || existe toujours « une couche » de molécules adsorbée a la surface d’un
solide
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111-5) Exemple d’application : adsorption d’'un gaz sur un solide

* |sotherme d’adsorption : quantité de molécules adsorbées en fonction de la
pression a température fixée

e |sothermes de Langmuir :

g Na _ Ya _ Kp e Modéle physique :
Nmax Vmax 1+Kp

o A sites d’adsorption

o indépendants
o o Adsorption d'une molécule
°© dans un site : énergie
0 diminuée de g,
o
AR o % o
S o 0o 4,°
L]
pression
E = _NCLSO
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111-5) Exemple d’application : adsorption d’'un gaz sur un solide

 Ensemble grand-canonique bien adapté car :

o Nombre de molécules adsorbées variable (processus dynamique a I'échelle
moléculaire)

o Température fixée

o Notion de volume remplacée par nombre de sites de fixation (fixé)

o Définition d’'un microétat : nombre de particules fixées ET position des sites
remplis

e Fonction de partition grand-canonique
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111-5) Exemple d’application : adsorption d’'un gaz sur un solide

e Ensemble grand-canonique bien adaptée car :

o Nombre de molécules adsorbées variable (processus dynamique a I'échelle
moléculaire)

o Température fixée

o Notion de volume remplacée par nombre de sites de fixation (fixé)

o Définition d'un microétat : nombre de particules fixées ET position des sites
remplis
e Fonction de partition grand-canonique

A

—e(Ng)+uNg ( u+eo)A
E(H,A, T) — z z e kBT — cee — 1 _|_ e kBT

Ng=0 \mtq N;yp=Ng
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111-5) Exemple d’application : adsorption d’'un gaz sur un solide

o d] dInE
e Nombre moyen de particules adsorbeées : Ng = - (a_> - kBT( 0 )
U AT U Jar
(uteq) - (uteo)
_ Ae kT A Ny e ksT
No = ( u+eo) - ( _u+8o) = 0= A ( “+80)
1| + ¢ KsT 1+ e kT 1+ e ksT

e Potentiel chimique fixé par la phase vapeur a I'équilibre :
u=p’(T) + kgTInp/p°

e |sotherme de Langmuir :

p pl+e
F e ksT Kp e_kBTO
0 = = avec K(T) =
n MZ+;O 1+ Kp p°
1+ “o € "B
p
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. Equilibre entre deux systemes
. Ensemble canonique (N,V,T)

lll. Etude des systemes ouverts — I'ensemble grand-
canonique (u,V,T)

V. Pression constante — I'ensemble isotherme-
iIsobare (N,p, T)
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IV-1) Lensemble isotherme-isobare

e Situation correspondante a I'ensemble canonique :

o Systeme en équilibre avec un thermostat et un barostat avec parois imperméables
aux particules

o Parametres extérieurs : N,p, T

e Microétats m accessibles :
o Volume et nombre de particules fixés : N,, = N

o Energie g, et volume V,,, pouvant varier d’'un microétat a I'autre

Ensembleisotherme-isobare (N, p, T)

NV, ESY L IN VY By Wy | IV Vs, B W5 IN VB Yy
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IV-2,3,4) L'ensemble isotherme-isobare

« Loi de distribution de probabilités : Construction de la loi de distribution
— — similaire a 'ensemble canonique :
e kgT e ksT
P =7 = AN, p,T) terme de la fonction
Ype ket de partition dem
. . . . . :]) —
e Fonction de partition isotherme-isobare m = Fonction de partition
co
“Em=PVm _pv _fm
A(N,p,T) = z e ksT = j e keT z e ksT| dV
m 0 mtq Vi =V

' Q(N,V,T)

e Potentiel thermodynamique : G =U+ pV — TS = —kgTInA(N,p,T)
» Autres fonctions thermodynamiques obtenues par dérivation de G

e Applications de I'ensemble isotherme-isobare :
o Souvent rencontré expérimentalement

o peu utilisé pour des résolutions analytiques mais beaucoup dans les approches
numeériques (simulations moléculaires)
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Bilan / a retenir

Lagrange)

Ensemble

statistique

Microcanonique
(N,V,E)

Canonique
(N,V,T)

Grand-canonique
(wV,T)

Isotherme-isobare
(N,p, T)

e Loi de distribution des microétats :

Fonction de partition

Q(N,V,E)

cm __E
Q(N,V,T) = z e kpT = ZQ(N’ V,E)e ksT
&

m

—&m+UNm UN_
E(uw,V,T) = Z e ksT = z e sTQ(N,V,T)

m N
—Em—PVm o 14
A(N,p,T) = Ze ksT = ZekBTQ(N, V,T)
m %

e L’'ensemble statistique adapté a I'étude d'un systéme dépend des parametres
exterieurs imposes

o Maximisation de I'entropie sous contrainte (méthode des multiplicateurs de

Potentiel thermodynamique et sa
différentielle

S = kBan

1 14 u
dS—TdU'l'TdV—?dN
F=U-TS =—kgTInQ

dF = —SdT — pdV + udN

J=U—=TS—uN = —kgTInE
dJ = —SdT — pdV + Ndu

G=U=TS+pV =—kgTlnA
dG = —SdT + Vdp + pdN
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Bilan / a retenir

e L’'ensemble statistique adapté a I'étude d'un systéme dépend des parametres
exterieurs imposes

e Loi de distribution des microétats :

o Maximisation de I'entropie sous contrainte (méthode des multiplicateurs de
Lagrange)

o Construction « générique » de la loi de distribution et de la fonction de partition :
_ ¢ Xm
Z=) om P= ¢ = el
m

o Relation entre potentiel thermodynamique et fonction de partition :

® =—kgTInZ
e Lien entre les ensembles statistiques :

—Em+UNm ﬂ ﬂ_
=(u,V,T) = Ze kgT = ZekBTQ(N' V,T) = Z kg ZQ(N V,E)e kBT

m N N
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Le programme de la suite

* Application de la thermodynamique statistique aux systemes moléculaires
dans I'approximation du fluide parfait

e Retour sur les différents ensembles statistiques — étude des fluctuations

e Formalisme classique de la thermodynamique statistique

e Etude analytique de la phase condensée : transitions de phase

e Approches numériques de la thermodynamique statistique numerique :
introduction aux simulations moléculaires
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