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Evaluation 3 (18 décembre)
Exercice 1 Etudier la nature des séries suivantes :

+oo +oo
Inn + cosn (=)™ . (1
_— b - .
Gy I D ain (1)

Exercice 2 Calculer la valeur des intégrales suivantes :

+oo dt +oo iy
(@) 1:/0 Tt Tt (b) J:/O V1 dt.

Exercice 3 Dans chaque cas suivant, étudier la nature de l'intégrale J. On ne
demande pas d’en calculer la valeur.

(a) J =

400 . +o0 1
__sint ) J= / VL
o Vi(|Int|+1) 0oVttt

—+o0 dt 1 —t_l
(c) J:/ L (d) J:/ c .
W2 +1 t\/t

00 o=t _ o2t too 4
(¢) J= / el (f) J= / t3lnt

Exercice 4

1. Déterminer pour quelles valeurs du réel x I'intégrale suivante :

+oo —t _ _—tx
h(z) = S
t
0

est convergente.

2. Soit A > 0. Démontrer que la fonction h : x — h(z) est dérivable sur I'intervalle
[A, +00[ et calculer la valeur de h/(x) pour tout = > A.

3. Démontrer que la fonction h est dérivable sur R* et donner la valeur de h/(x)
pour tout x > 0.

4. Donner la valeur de h(1) puis utiliser les questions précédentes pour déterminer
la valeur de h(x) pour tout x > 0.



Evaluation 3 (18 décembre) : correction

Exercice 1 (a) La série est & termes positifs. Notons wu,, son terme général. Nous avons :

w Inn(l+4 $22) Nlnl
"ol 4+ i+ L) n?

cosn . .
En effet, Ton — 0 d’apres le théoréme des gendarmes puisque, pour tout entier n > 2 :
nn

1 cosn 1
- < < -
Inn — Inn — Inn

et que +£1/Inn tend vers 0 & l'infini.

Ensuite, nous savons (croissances comparées) que, pour tout n assez grand, on a : Inn < y/n
et donc :

La série de Riemann ) 1 /n3/ 2 est convergente car 3/2 > 1 donc, par comparaison par majo-
ration puis équivalents, la série Y u,, est convergente.

(b) Notons u,, le terme général de la série. Il n’est pas de signe constant, nous étudions la
convergence absolue. Nous avons :
1 . 1
|ty < —sin| — ).
n n

(Noter que la fonction sinus est & valeurs positives sur [0, 7/2]. Sin > 1, alors 1/n € [0,1] C [0,7/2]
et donc sin(1/n) > 0.)

Or nous savons que sinx ~ = quand x tend vers 0, donc :

At 1

sin| — | ~—

n n

1. /1 1
—sin| — )~ —.

n n n

La série de Riemann Y 1/n? est convergente car 2 > 1 donc, par comparaison par équivalence
puis majoration, la série > |u,| est convergente. La série > u, est donc absolument convergente,
donc convergente.

quand n tend vers I'infini.

Donc :

Exercice 2 (a) On détermine d’abord deux constantes a et b telles que :

1 a b

() QT 0)(+2) 241 112

pour tout ¢t € {—2,—1/2}. Pour cela, on multiplie (*) par 2¢ + 1 puis on remplace ¢ par —1/2. On
obtient :

1
1 =a,
—5+2
c’est-a~dire : @ = 2/3. De méme, on mutliplie (%) par ¢ +2 et on remplace ¢ par —2 et l’on obtient :
1
= b’
—4+1
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c’est-a~dire : b= —1/3.

La fonction a intégrer est continue sur U'intervalle [0, +o00[ ; I'intégrale I est généralisée a cause
de la borne infinie. Soit ¢ > 0. Calculons :

¢ dt 2 (¢ dt 1 /¢ dt 1
le= | Z V=779 = — o = = Zn(2t+1)—In(t+2)°.
/0 @t+ D)t +2) 3/0 21 3), 112 3@+ -l{t+2)

Donc :

1 1 2 1
I.= g(ln(20+l) —In(c+2)—Inl+1n2)= 3 <1n < 601_2 ) +1n2> .

2c+1
Quand c tend vers l'infini, % tend vers 2, donc :
c

1 2102
lim I, = =(2In2) = —=.
3 3

Donc l'intégrale I est convergente et sa valeur est :

2In2
I = .
3

(b). La fonction & intégrer est continue sur 'intervalle [0, +00[ ; I'intégrale I est généralisée a
cause de la borne infinie. Soit ¢ > 0. Pour calculer

IC:/ e_\/{dt,
0

utilisons le changement de variable suivant : 2 = v/t. On a :

dt dt

dr = — = —
2/t 2z

et dt =2xdx.

Donc :
Intégration par parties : on pose

d’ou
Donc :

Ve
I.=2 [f:cef‘/’:](\)/E + 2/ e Tdr =2 [f:ce*””}(‘)/E -2 [e*m]aﬁ =-2/c e Ve _2e VL2,
0

On sait (croissances comparées) que ue * tend vers 0 quand u tend vers 'infini, donc +/c e~ Ve
tend vers 0 quand ¢ tend vers I'infini. On en déduit que :

lim I.=2.

c——+oo

Donc l'intégrale I est convergente et sa valeur est : [ = 2.



Exercice 3 Dans tout la suite, on notera f la fonction a intégrer.

(a) La fonction f est continue sur ]0, +oo[ mais pas définie en 0. Il y a donc un probléme en

+o00 et en 0. On écrit : ) N
J :/ f(t) dt+/ f(t) dt.
0 1

1
e Etude de l'intégrale / f()dt: Ona: sint ~t quand ¢ tend vers 0, on a :
0

sint Vi
Vi(|Int|+t)  |Int|+¢

Quand t tend vers 0%, le numérateur /¢ tend vers 0 et le dénominateur |Int| + ¢ tend vers
I'infini, donc le quotient tend vers 0. La fonction a intégrer admet donc une limite finie, 0,

1
en la borne finie 0, donc l'intégrale / f(t) dt est faussement généralisée, donc convergente.
0

—+oo
e Etude de l'intégrale / f(t) dt : La fonction f n’est pas de signe constant, on étudie la

1
convergence absolue. On a :

1 1 1

< = )
Vi(int +1t) — Vit 32

IF(B)] <

L’intégrale de référence f1+oo dt/ t3/2 est convergente car 3 /2 > 1. Donc, par comparaison par

—+oo
majoration, I'intégrale / f(t) dt est absolument convergente, donc convergente.
1

En conclusion, l'intégrale J est convergente.

(b). La fonction f est continue sur ]0, +oo[ mais pas définie en 0. Il y a donc un probléme en

+oo et en 0. On écrit : ) N
J :/ f(t) dt+/ f(t) dt.
0 1

1
e Etude de l'intégrale / f(#) dt : La fonction est a valeurs positives. Quand ¢ tend vers 07 :
0

f(t)w—: tl/g'

L’intégrale de référence fol dt/ t'/2 est convergente car 1 /2 < 1. Done, par comparaison par

1
équivalence, I'intégrale / f(t) dt est convergente.
0

+oo
e Etude de I'intégrale / f(¢t) dt : La fonction est a valeurs positives. Quand ¢ tend vers +oo :
1

Vi1
f@t) ~ FERRER
L’intégrale de référence f;roo dt/ t3/2 est convergente car 3 /2 > 1. Donc, par comparaison par

—+oo
équivalence, l'intégrale / f(t) dt est convergente.
1
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En conclusion, l'intégrale J est convergente.

(c). La fonction f est continue sur [1,+oo], il y a donc un probléme seulement en +oco. La
fonction est & valeurs positives. Quand ¢ tend vers 'infini, on a :

fy=—A

2
tiyf1+5 ¢

L’intégrale de référence f1+oo dt/t? est convergente car 2 > 1. Donc, par comparaison par équiva-
lence, l'intégrale J est convergente.

(d).La fonction f est continue sur ]0, 1], il y a donc un probléme en 0. Elle est de signe constant
(négatif) sur cet intervalle, on peut donc utiliser le théoréme de comparaison par équivalence.
Quand z tend vers 0, on sait que e* — 1 ~ z, donc, quand ¢ tend vers 0, on a :

t 1

f(ﬂ”*m =

L’intégrale de référence fol dt/tl/ 2 est convergente car 1/2 < 1. Donc, par comparaison par équiv-
alence, l'intégrale J est convergente.

(e) La fonction f est continue sur |0, +o0o[ mais pas définie en 0. Il y a donc un probléme en

+o0 et en 0. On écrit : ) N
J :/ f(t) dt+/ f(t) dt.
0 1

Remarquons aussi que, si t > 0, t < 2t et donc e~* > e~ 2!, Donc f est & valeurs positives.

1
e Etude de l'intégrale / f(t) dt : Nous avons :
0

et —e =Tt (1—eh).

Or, quand ¢ tend vers 0, e~? tend vers 1 et 1 —e™? ~ ¢ (déja vu plus haut), donc :

1
La fonction f admet donc une limite finie en la borne finie 0, donc 'intégrale / f(t) dt est
0

faussement généralisée donc convergente.
- +w
e Etude de l'intégrale / f(t) dt : Nous avons, pour t > 1 :
1
f(t) <e t—e 2,
Les deux intégrales de référence f;roo e tdt et f1+oo e~2!dt sont convergentes car 1 > 0 et

+oo
2 > 0, donc l'intégrale / f(t) dt converge par majoration.
1

En conclusion, l'intégrale J est convergente.

(f).La fonction f est continue sur |1, +o0o[ mais pas définie en 1. Il y a donc un probléme en

+o00 et en 1. On écrit : , N
J= / £(8) dt+ / () dt.
1 2

Remarquons aussi que, sit > 1, t < 2t et donc e~! > e~2!. Donc f est & valeurs positives.



2
e Etude de l'intégrale / f(t) dt : Nous savons que, quand z tend vers 0, In(1 + z) ~ 2. Or

1
quand t tend vers 1, t — 1 tend vers 0 donc, quand ¢ tend vers 1 :
Int=In(1+(t—-1))~t—1

et donc :
t—1

f(ﬂ“mzl

2
La fonction f admet donc une limite finie en la borne finie 1, donc l'intégrale / f(t) dt est
1

faussement généralisée donc convergente

+oo
e Etude de l'intégrale / f(t) dt : On a, pour tout ¢t > e :
2

t 1
< — = .
(1) < t3lnt t2Int — t2

Or lintégrale de référence f1+oo dt/t? est convergente car 2 > 1. Il en est de méme de
I'intégrale f:oo dt/t? et donc, par comparaison par majoration, de l'intégrale f:oo f(¢) dt.

La fonction f étant continue sur 'intervalle [2,e], on en déduit que I'intégrale f;oc f() dt
est convergente.

En conclusion, 'intégrale J est convergente.
Exercice 3

1. La fonction a intégrer est continue sur |0, +0o[ mais pas définie en 0. Il y a donc un probléme
en oo et en 0. On écrit :

1 _—t_ _—tzx +oo —t _ _—tx
J:/ji—ii—ﬁ+/) £
0 t 1 t

j 1 e—t _ e—tac
e Etude de 'intégrale / — dt : Nous avons :
0

et — o Tt — eft(l _ ef(asfl)t).

Or, quand t tend vers 0, e~* tend vers 1 et 1 — e~ (=Dt ~ (2 — 1)t (déja vu plus haut),

donc : "
@-1t_

La fonction f admet donc une limite finie, z — 1 en la borne finie 0, donc l'intégrale
/ ﬂ dt est faussement généralisée donc convergente.
‘O +oo e—t _ e—tgc
e Etude de l'intégrale / — dt : Considérons trois cas :
—casouz >0: '

Nous avons, pour t > 1 :

eft 725 efa:t
—<e et

< e 7,
t t

Les deux intégrales de référence f1+oo e~tdt et f1+oo e~%tdt sont convergentes car

1> 0etx > 0, donc les deux intégrales f;roo e%t dt et f+oo < Jt sont convergentes

1 t
par majoration (les deux fonctions & intégrer sont bien & valeurs positives) ; donc
., + —t_ _—tx
Iintégrale [ o £—=5— dt est convergente.



— cas o « = 0 : dans ce cas, la fonction est & valeurs négatives et :
eTt—et® et 1 1

= ~ ——

t t t

L’intégrale de référence f1+oo dt/t est divergente donc, par équivalence, U'intégrale
+oo e—t _ e—tz

/ ———— dt Vest aussi.
1 t

— cas ot & < 1 : dans ce cas, la fonction est a valeurs négatives. Etudions l'intégrale
de son opposé. Quand t tend vers l'infini, e7** tend vers l'infini et e™! tend vers 0,

donc :
efzt —e eftac

~

t t
Croissances comparées : pour ¢ assez grand (par exemple pour ¢ > A), , nous savons

que e~ > ¢ donc :
+oo eftz +oo
/ dt > / 1 dt = +o0.
1 t A

—t_ ot
t

Donc, par équivalence, 'intégrale f1+°° & ~ dt est divergente.

En conclusion, l'intégrale J est convergente si et seulement si x > 0.

2. Nous utilisons le théoréme du cours sur la dérivation de fonctions définies par une intégrale
a parametre.

e (HO) : lintégrale qui définit h(x) est bien absolument convergente puisqu’elle est con-
vergente et que la fonction & intégrer est de signe constant (positif ou nul si > 1 et
négatif sinon).

e (H1) : notons :

flegy =

Cette fonction est dérivable par rapport & z en tout point et ’on a :

%(mﬁ) = te;m =e

e (H2) : nous cherchons une majoration de la forme :
Vt €]0, +oo Vx € [A, +oo] e M < g(t),
ol g est une fonction pour laquelle f0+°o g(t)dt est convergente.
Nous avons, pour tout = € [A, +oo[ : —tx < —tA, donc :
et < p—tA

On pose donc :
g(t) = et
L’intégrale fOJr * g(t)dt est une intégrale de référence convergente car A > 1.

Les hypotheses (HO), (H1) et (H2) sont satisfaites, on peut donc déduire du théoréme que la
fonction h est dérivable sur l'intervalle [A, +00[ et que, pour tout x € [A, 400 :

/ o oo —tx
W (zx) = e "Tdt.
0

Cette derniére intégrale se calcule facilement. On trouve finalement, pour tout « € [A, +00] :

B(z) = <.

X



3. Soit > 0. On choisit un A €]0, z[, par exemple A = x/2, et on peut appliquer le résultat
de la question précédente puisqu’on a bien x € [A, +oo[. Donc h est dérivable au point z et
h'(x) =1

4. On a : oo L,
(1) = / £ 7% g=o.
0 t

Comme, pour tout z > 0, h'(x) = 1/z, on a :
Ve>0  h(z)=Ilnz+C,
ot C' est une constante qu’il nous faut déterminer. Comme h(1) =0, on a :
0=h(1)=lnl14+C=2C,

donc C' = 0. Finalement, pour tout « > 0, h(z) = Inz.



