Licence 3 Institut Villebon-Charpak, Orsay
Mathématiques 2024-2025

TD : Maths Générales 2

Pour chaque savoir aav, on vous propose une liste d’exercices divers pour atteindre l’apprentissage en pro-
fondeur :

e Classique : Tout est dans le nom.
e Découverte 1 : exercices liants moins classiques nécessitant l’utilisation des concepts de cours.

e Découverte 2 : exercices liants moins classiques nécessitant lutilisation des concepts de cours et
éventuellement de nouveaux concepts.

e Découverte 3 : exercices courts sans indication, ouverts.

Le symbole x désigne approzimativement le niveau de profondeur et/ou de difficulté.

1 AAV : Maitriser ’objet produit scalaire et I'orthogonalité de
familles de vecteurs

1.1 Exercices de ’aav

» Exercice 1. x Classique : L’exo classique
Démontrer que les applications suivantes sont des produits scalaires

o B« R . R ¢ o C°([0,1,R) x C°([0,1],R) — R

((m,y,z),(x',y'7z/)) = $$I+yy/+22/ ’ (fa g) = f(t)g(t)dt

La correction du premier produit scalaire est dans le cours dans le cas n général.

Occupons-nous du produit scalaire fonctionnel :
e Symétrie : Soient f,g € C°([a,b]) alors
b b
(9= [ 109wt = [ g5t =(9.1)

e Linéarité a gauche : Soient A\, u € R, f, g,h € CO([a, b]), alors par linéarité de l'intégrale

(Af + ng, h) = / (AS(8) + ng(D)h(t)dt = A/ f(@)h(t)dt + u/ gOh(t)dt = X(f, h) + p(g, h)

La symeétrie du produit scalaire entraine alors la linéarité a droite.

b
e Positivité : Soit f € CO([a, b)), (f, f) = / f(t)2dt > 0 par positivité de l'intégrale.

b
e Définie : Si (f, f) = 0 alors / f()%dt = 0. Comme f? est une fonction positive et continue sur [a,b] alors

Vit € [a,b], f(t) = 0 et donc f = 0.

Donc il s’agit bien d’un produit scalaire sur C’O([a, b]) qui est un espace préhilbertien.

» Exercice 2. x x Classique : Le classique matriciel
On se place sur E = M3(R) et on considére I’application

tr désigne la somme des éléments diagonaux d’une matrice.



1. Calculer ¢(M, N) en fonction des coefficients M;;, N;; pour i et j dans {1,2} des deux matrices M et
N.

2. En déduire que ¢ est un produit scalaire.
3. Expliquez pourquoi si M est une matrice de My (R) telle que tr(*M M) = 0 alors M = 0.

4. En déduire que si M est une matrice de My (R) telle que ‘M M a deux valeurs propres opposées alors

M = 0.
O
. (M Mo _ (N1 Ni2 trr_ (Min Mo
1. Soient M = (M21 Mgg) et N = (N21 N22) alors "M = (M12 Mzz)'
Alors

PN = My Mo Ni1 Nio _ MiiNi1 + M1 Noy Mi1Ni2 + Ma1 Nao
Mz Maz ) \N21 Na2 Mia2N11 + MaaNay  Mi2Ni2 + M2z Nao

2 2
Donc ¢(M,N) = tr(*"MN) = M11N11 + M21Noy + Mi2N12 + Maz Nao = Z Z M;;Nij.
i=1 j=1
2. Faisons le pour n général (c’est la méme démonstration que pour n = 2).
e Symétrie : Soient M, N € M, (R) alors

n n n n

(M,N) = ZZMijNij = ZZNijMij = (N, M)

i=1 j=1 i=1 j=1

e Linéarité a gauche : Soient A\, u € R, M, N, P € M, (R), alors

(AM + puN, Py = > "(AMy;+ uNij) Piy = 3 > (AMy;Pij+ uNygPiy) =AY > MyPij+pY > NiPy

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
donc

(AM + N, P) = \(M, P) + (N, P)
La symétrie du produit scalaire entraine alors la linéarité a droite.

o Positivité : Soit M € M, (R), (M, M) =" M > 0.

i=1 j=1

n n
e Définie : Si (M, M) = 0 alors Z Z ij = 0. Comme on somme des quantités positives, alors pour tout ¢, j
i=1 j=1

dans {1,...,n}, M;; =0 et donc M = 0.
Donc il s’agit bien d’un produit scalaire sur M,,(R) qui étant de dimension finie est donc un espace euclidien.

3. On sait que par définition ¢(M, M) = tr(*MM). Si cette quantité est nulle, sachant que ¢ est un produit
scalaire, alors M = 0 par 'axiome "défini".

4. On sait que la trace est la somme des valeurs propres, donc si ‘MM a deux valeurs propres opposées alors
*M M la trace est nulle.

D’aprés la question précédente alors M = 0.

» Exercice 3. x x Classique : Manipuler la norme euclidienne

1. Visualiser différentes normes euclidiennes : Reprendre les produits scalaires des exercices 1 et 2
et écrire ’expression de leurs normes euclidiennes ||(z, y, 2)||2, || f||2, ||M]]2- Calculer alors ces normes
pour (z,y,2) = (1,2,3), f1 : t — Vte™!, fo : t — cos(t)

2. Manipuler la norme de ’exo 1 sur C°([0,1],R) : Soient f € C°([0,1],R), A € R, démontrer les
propriétés d’homogénéiteé (||Af||2 = |A|||f]]2), de définition (si ||f||2 = 0 alors f est nulle) de la norme
euclidienne sur C°([0, 1], R).

3. Le cas général : Soit E un ev muni d’un produit scalaire (-, -). Démontrer que la norme euclidienne
associée est bien définie, positive et homogéne en ne vous servant que des axiomes du produit scalaire.



3. Dans toute la suite u, v désignent des vecteurs de E/, A un réel :
e Positivité : ||u|| = v/(u,u) est positif par positivité du produit scalaire.
e Homogénéité :

[[Aul| (Au, Au)

= v/ Au, Au)  par linéarité a gauche

= \/m par linéarité & droite
= [Allful]

e Caractére défini : Si ||u|| = v/(u,u) = 0 alors u = 0 car le produit scalaire est défini.
e Inégalité triangulaire : c’est fait dans le cours! C’est la partie la plus dure.

» Exercice 4. x x x Découverte 1 : Des produit scalaire plus futés

1. On se place sur R,,[X] pour n € N*, pour quels entiers naturels n, ’application
¢ (P,Q) € Ry[X] x R, [X] = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2) € R

est-elle un produit scalaire ?
2. On se place sur E = C*([0,1],R). Soient f, g deux fonctions de E. On définit ¢ par

1
o(f,9) :f(0)9(0)+/0 f'(t)g (t)dt.

Démontrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.

1. Je vous laisse démontrer le caractére bilinéaire, symétrique, positif en vous inspirant du cours. Le point plus
sensible est le caractére défini qui aboutit & une condition sur n :

Si (P, P) = 0 alors P(0)° + P(1)* 4+ P(2)*> = 0 donc P(0) = P(1) = P(2) = 0. Le polynoéme P a donc trois
racines distinctes.

e Sin < 2 le degré de P est inférieur ou égal & 2 et comme il admet strictement plus de 2 racines, P = 0.
Dans ce cas, ¢ est une forme définie.

e Sin >3, X(X —1)(X —2) est un polynéme non nul qui s’annule en 0,1 et 2. Dans ce cas, ¢ n’est pas une
forme définie.

Donc ¢ est un produit scalaire si et seulement si n < 2.

» Exercice 5. x Classique : Savoir montrer qu’une famille est orthogonale
Démontrer si les familles suivantes sont orthogonales, orthonormales
1 1 1

\/5(1,1,1), %(2,—1,—1), 7

1 1 0o -1 1 0 1 -1 . . .
2. (<_1 1) , <_1 0 ) , <O _1> , <1 1 >) pour le produit scalaire canonique de My (R).

1. ( (0,1, —1)) pour le produit scalaire canonique de R,

Il s’agit comme d’habitude de faire le produit scalaire des vecteurs 2 & 2 et de regarder s’il vaut 0. Il faut aussi
regarder si les normes euclidiennes valent 1.



» Exercice 6. x Classique : Savoir montrer qu’une famille est orthogonale

On consideére le produit scalaire (f, g) / f(t)g(t)dt sur 'ev C°(]0, 7], R).

1. Démontrez que la famille (f,)pen telle que f, : t — cos(pt) est une famille orthogonale pour ce produit
scalaire.

2. Est-ce une famille orthonormale ?

1. Soient p,q € N, p # q, il s’agit de montrer que (fp, fq) =0

Or

(sin((p+q)t) | Gin((p=a)))]" _
pt+q P—q o

U = [ costor) costaryan = 5 [ (costprape)+cos(io-apnar = 3 |

2. Soit p € N,
T 1 (7 1 in(2 o1
I foll® = / cos(pt)’dt = f/ 1+ cos(2pt)dt = = {m + M} =
0 2 0 2 2p 0

Donc ce n’est pas une famille orthonormale sinon la norme au carré vaudrait 1.

» Exercice 7. x x Découverte 2 : Matrice orthogonale
On dit qu’une matrice de M,,(R) est orthogonale si ses colonnes forment une bon de R"”. On considére
I’application suivante :

r: R R3
T Y z x 2z

I v Ay by abv- Ry by dabv

Démontrer que la matrice de cette application dans la base canonique de R? est orthogonale.

On a 111 1
r(er) =7(1,0,0) = (—, —, —= e1 + —=ea + e
() =r1.0.0)= (5. 5 ) = B T 5t 5
1 1 1 1
r(e2) =7(0,1,0) = (—=,———=,0) = —=e e2 4 Oe
(e2) =7 ( ) (2 2) T BT e
1 1 2 1 1
r(es) =r(0,0,1) = (—4=, —=,——= e1 + —e e
) =00 D= o V8 T N T e T
Donc la matrice en base canonique est
1 1 1
V3 V2 Ve
w oo
JE— 0 R
V3 V6

On vérifie que les colonnes sont orthogonales 2 & 2 et que leur norme vaut 1 (& vous de le faire). C’est alors une
famille orthonormale. Reste & montrer qu’il s’agit d’une base.

Cette famille est orthonormale donc elle est libre d’aprés le cours (famille orthogonale de vecteurs non nuls). Elle
contient 3 vecteurs de R donc c’est une base de R®.

» Exercice 8. x x Découverte 1 : Produit scalaire et géométrie
Dans cet exercice, chaque égalité sera précisément justifiée :

1. L’identité du parallélogramme :
(a) Exprimer (u + v,u + v) en fonction des produits scalaires (u,w), {(u, v), (v, v).
(b) En déduire une expression de ||u + v||3 en fonction de [|u||3, (u,v) et |[v||3.
(c) Démontrer lidentité du parallélogramme ||u + v||3 + ||u — v||3 = 2||u||2 + 2||v]|3.



. Théoréme de Pythagore a 2 vecteurs :
(a) Ecrivez le théoréme de Pythagore lorsqu’il porte sur une famille de deux vecteurs.
(b) En utilisant ce que vous avez fait précédemment prouvez-le.

(¢) Ecrivez ce que signifie le théoréme de Pythagore appliqué & deux fonctions f et g orthogonales
pour le produit scalaire canonique de C°([0, 1]).

. Théoréme de Pythagore a 3 vecteurs :
Soient 3 vecteurs u, v, w
(a) Développez ||u 4+ v + w||3 en fonction de ||ul|3, |[v]|3, [|w]|3, (u, v), (u, w), (v, w)
(b) Démontrez le théoréme de Pythagore a 3 vecteurs.
. Théoréme de Pythagore a n vecteurs :
Soient n vecteurs (uy,...,u,) n vecteurs.

n
(a) Développez || ZUZH%
i=1
(b) Démontrez le théoréme de Pythagore & n vecteurs.
(a) Par linéarité a gauche,
(u+v,u+v) = (u,u+v)+ (v,u+v).

Donc par linéarité a droite,
(utv,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v, u) + (v, v).
Donc par symétrie du produit scalaire,

(u+v,u+v) = (u,u) + 2(u,v) + (v, v).

(b) Donc
llu+0l|* = (u +v,u +v) = [[ul]* + 2(u, v) + [[o]|*.
De méme
[l = ol|* = [ful* = 2(u, ) + ||o]|*.
(c) On en déduit la question en sommant et en soustrayant les deux égalités de la question précédente.
(a) Soit E un ev préhilbertien, si (u,v) est orthogonale alors ||u 4 v||* = ||u||*> + ||v||*.
b) On a vu que ||u+v 2= |Jul]?+2 u,v)+||v 2 Comme u, v) est orthogonale alors ||u+v 2= |u|P+|v])?.
g
(c) Si (f,g) est une famille orthogonale, alors le théoréme de Pythagore assure que ||f + g||> = ||f]]* + ||g]|
et donc que
1 1 1
| @+ aoyae= [ s+ | gy
0 0 0
ce qui en général est faux.
(a)
llu+v+w|3 = (u+ov+wu+v+w) par définition de ||||2
= (u,u+v+w)+ (v,u+v+w) + {(w,u+v+w) par linéarité & gauche
= (u, u) + (u, v) + (u, w) + (v, u) + (v,v) + (v,w) + {w,u) + {(w,v) + (w,w) par linéarité a droite
= (u, u) + 2(u,v) + 2(u, w) + (v,v} + 2(v, w) + (w,w) par symétrie du produit s
= ||ul3 + 2(u, v) + 2(u, w) + ||v]|3 + 2(v, w) + ||w||3 par définition de ||||2

(b) Si (u,v,w) est orthogonale, alors (u,v) = (v,w) = (u,w) = 0 donc on a bien

llu+v +wllz = [[ull3 + o]z + [[wll3

4. La démonstration est faite dans le cours.



» Exercice 9. x x Découverte 1 : coordonnées
Soit E un ev euclidien de dimension 2, et (ej, e2) une base de cet espace. Tout vecteur u de E s’écrit donc
u = ui€e1 + uses ol uy et ug sont deux réels.

1. On suppose que (e1, e2) est une bon. Exprimez u; en fonction de u et e;. Déterminez aussi 'expression
de ug.

2. On suppose que (eg, eq) est orthogonale.
(a) Exprimez u; en fonction de (u,eq) et ||e1]|o.
(b) Déterminez de méme 'expression de us.

1. On sait que u = uie1 + uzez. Alors

(u1e1 + uzez, e1)
ui (e, e1) + ua{ez,e1)  par linéarité a gauche

<u7 61>

1
= willex? + us ez, 1) M
=u par définition d’une bon.
Donc ui = (u, e1). De méme uz = (u, e2).
2. (a) On reprend le méme raisonnement qu’a la question 1 :
(u,e1) = (urer + uzez, e1)
=wui(er,e1) + uz2(e2,e1) par linéarité a gauche
_ 2 (2)
= wuiler]|” + uz(ez, e1)
= ui|led]]? par définition d’une famille orthogonale.
1 2 2 . .
Donc v = el (u,e1). Il y a une erreur d’énoncé €; n’est pas unitaire.
€1
1
(b) Le méme raisonnement en partant de (u,e2) donne us = el (u, e2)
€2
'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' a<g

1.2 Problémes hors aav

» Exercice 10. * x x Découverte 1 : orthogonalité et liberté

n

On rappelle qu’une famille (uq,...,u,) d'un ev E est libre si pour tout (A1,...,\,) € R, Z)‘iui =0g
i=1

implique que tous les \; sont nuls.

—

. Soit (u,v) une famille de deux vecteurs de E. Ecrire la définition de "(u,v) est une famille libre".
2. En déduire qu’une famille orthogonale de deux vecteurs non nuls est libre.

3. Démontrez que ((1,2,-1,1),(3,2,3,—4)) est libre.

4. Démontrez qu’une famille orthogonale de n vecteurs non nuls est libre.

1. Définition : soient A\, u deux réels, si Au 4+ puv = Og alors A = pu = 0.

2. Soit (u,v) une famille orthogonale de deux vecteurs non nuls. Soient A, u deux réels, tels que Au + uv = Og.
Ce qu’on sait : (u,v) =0 et u# 0g et v # 0.
Ce qu’on veut : A = p = 0.
Comme A\u + pv = O alors prenons le produit scalaire par u de cette égalité :

(u, Au + pv) = 0.

Par linéarité a droite : A\{u, u) + p{u,v) = 0.
Comme (u,v) = 0 alors I’égalité précédente devient A(u,u) = 0.



4.

Comme le produit scalaire est une forme définie et que u # Og alors (u,u) # 0 (sinon I’axiome donnerait que
u = OE)
Donc A = 0.

Faites de méme en prenant le produit scalaire par v pour obtenir xu = 0.

Donc (u,v) est libre.

Ces deux vecteurs sont non nuls et cette famille est orthogonale puisque le produit scalaire des deux vecteurs
vaut 0. La question précédente assure que cette famille est libre.

La démonstration est réalisée dans le cours.

» Exercice 11. * x x x Découverte 2 : Une ouverture vers la mécanique quantique : produit
scalaire hermitien On appelle produit scalaire hermitien sur un C espace vectoriel £ une application

(,v: ExE—C
(u,v) = (u,v)

qui soit une forme

2.1

sesquilinéaire : (hnealre a gauche et Y(u,v,w) € B3 X € C, (u, \v +w) = XNu,v) + (u, w)).
hermitienne : V(u,v) € E%, (u,v) = (v, u).
définie : si (u,u) = 0 alors u = 0.

positive : Vu € E, (u,u) > 0.

. 2 , QZ/) E2 — R . . e
Soit E = C*. Démontrer que ;o — | — estun produit scalaire hermitien.
((z,9), (@",y) — =z’ +yy
6 : E* = R
. _ n ’ n . . .o, .
Soit £ = C". Démontrer que (w,0) Z wTs est un produit scalaire hermitien.
i=1

. Adaptez le produit scalaire sur C°([0,1]) de I’exercice 1 pour construire un produit scalaire hermitien

et montrez qu’il s’agit bien d’un produit scalaire hermitien.

AAV : Comprendre la structure algébrique de ’orthogonal d’un
sev

Exercices de ’aav

» Exercice 12. x Classique : Savoir déterminer 'orthogonal d’un sev

1.
2.

3.
4.
3.

Rappeler I’expression du produit scalaire canonique de R?* ainsi que de la norme euclidienne associée.
Aprés avoir démontré que c’est un sev de R*, déterminer une base de F' = {(z,v, z,t) € R*|z+y+z+t =
x —z =0}

La base que vous avez trouvée est-elle orthogonale ? orthonormale ?

Déterminer F* : autrement dit déterminer les équations vérifices par tout élément de F'-.

Déterminer une base de F-.



Pour le sev, je le laisse en exo, ¢ca doit étre maitrisé maintenant :

{x—i—y—i—z—&—tzo — {y:—Zz—t

T —z =0 Li+—Li—Lo =z

Donc (z,y,2,t) € F < (x,y,2,t) = (2,—2z — t, 2,t) = 2(1,—2,1,0) + £(0,—1,0, 1).

Notons €1 = (1,-2,1,0),e2 = (0,—1,0,1). La famille (€1, €2) est génératrice de F' d’aprés ce qui précéde. Elle
est libre puisque les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Donc (€1, €2) est une base de F.

On en déduit que F*- est I'ensemble des vecteurs qui sont orthogonaux a (e1, €2) :
Fr={u=(z,y,2,t) € R (u,e1) = 0, (u, e2) = 0} = {u = (z,y,2,t) € R¥ |z — 2y + 2 =0,—y + ¢t = 0}.

Cette question consiste a refaire a F~* ce qu’on a fait & F' a la question 1.

» Exercice 13. x x Classique : Savoir déterminer ’orthogonal d’un sev
On munit M3(R) de son produit scalaire canonique

BAN o

—_

Rappeler I'expression de ce produit scalaire et démontrer qu’il est bien linéaire & gauche.
Montrer que D3(R) est un sev de Ms(R).

Déterminer une base du sev des matrices diagonales D3 (R). Quelle est sa dimension ?
Les vecteurs de la base trouvée sont-ils unitaires ? orthogonaux ?

Déterminer Dy (R)*

2. A vous de jouer.

2.2

Toute matrice diagonale s’écrit en fonction des matrices (é g) , (8 (1)) qui forment donc une famille géné-

ratrice de D2(R). C’est une famille libre car ces deux matrices ne sont clairement pas multiple 'une de 'autre.
11 s’agit donc d’une base de D2(R) qui est donc de dimension 2.

Une matrice (Z b> est dans DQ(R)L si et seulement si elle orthogonale aux deux matrices de la base de

o (-6 =o€ )6 D)=

Donc une matrice (Z b) est dans Da(R)™ si et seulement a = d = 0. Donc Da(R)™ est Pensemble des

d

matrices dont les coefficients diagonaux sont nuls.

Problémes hors aav

» Exercice 14. x x x Découverte 2 : Supplémentaires orthogonaux matriciels
On se place sur E = M,,(R) et on considére le produit scalaire

() E? — R
(M,N) + tr(*MN) "~

La trace est définie par la somme des éléments diagonaux : pour M = [m;;]1<; j<n une matrice,

tI‘(M) = Z mMyi.
i=1

La transposée est elle donnée par 'M = [mji]i<i,j<n- On définit ’ensemble des matrices



e symétriques : S, (R) = {M € M,,(R)|"M = M}.
e antisymétriques : A,(R) = {M € M,,(R)|'"M = —M}.
1. On commence par montrer que S, (R) et A, (R) sont supplémentaires dans E :
(a) Montrer que S, (R) et A,(R) sont deux sev de E.
(b) Démontrer que S,(R)N A, (R) = {0g}.
(c) Soit M € E, on suppose que M = S+ Ao S € S,(R) et A € A, (R). Exprimer ‘M en fonction
de S et A. En déduire les expressions de S et A en fonction de M et M.
(d) En déduire que S, (R) et A, (R) sont supplémentaires dans F.
2. On démontre maintenant que ces deux ev sont orthogonaux.
(a) On choisit n = 2, démontrer que la trace d’une matrice est égale a la trace de sa transposeée.
(b) Pour n quelconque, démontrer que la trace d’une matrice est égale a la trace de sa transposée.
(c) Soient S € S,(R) et A € A,(R), déduire de la question précédente que (S, A) = 0.

3. On termine en démontrant qu’effectivement (-,-) est bien un produit scalaire. On rappelle pour cela
la formule du coefficient matriciel : pour M = [m;;]i<ij<n €t N = [n;;]1<i j<n deux matrices,

MN = [Z miknkjl
k=1

(a) Calculer le coefficient ij de ‘M N.
(b) En déduire Pexpression de tr(*MN).
(c) Démontrer alors que (-, -) est bien un produit scalaire sur E.

1<i,j<n

1. (a) A vous de maitriser : n’oubliez pas que ’application transposée est linéaire.
(b) Sh(R)N An(R) D {Og} car ces deux espaces sont des sev donc doivent contenir I’élément neutre.

Démontrons que S,(R) N A, (R) C {0g}.
But : Montrer que si M € S,(R) N A, (R) alors M est la matrice nulle.

Soit donc M € S,(R) N A,(R) alors par définition "M = M et ‘M = —M. Donc M = —M ce qui
implique 2M = O et donc M = 0.

Donc S, (R) N A, (R) = {0g}.
(c) Si M =S+ A alors

‘M =4S+ A4)
='S4+'A car la transposée est linéaire
=5-A car S est symétrique et A antisymétrique

Comme M =S+ Aet ‘M=S—A. Alors M +'M =2S et M —'M = 2A.

t ot
DoncS:M;QZ\/‘[etA:w.

(d) La question précédente démontre que toute matrice se décompose comme somme d’une matrice symé-
trique et d’une antisymétrique. Ceci démontre que M, (R) = S,(R) + A, (R). Ayant montré que ces deux
sev sont d’intersection nulle, ils sont donc supplémentaires dans M, (R).

2. (a) Soit M = (Z 2) alors ‘M = (Z 2) Dans les deux cas la trace vaut a + d.

(b) Soit M = [myj]i<i,j<n € Mn(R) alors par définition ‘M = [m;;]1<i,j<n. Dans les deux cas, les éléments

diagonaux sont les M;; pour i dans {1,...,n} et la trace vaut Z M;;.

=1

(S,4) =tr(*SA)
= tr(SA) S étant symétrique



Par ailleurs,

(S,4) =tr(*SA)
=tr(*("SA)) car la trace d’une matrice est égale a celle de sa transposée
=tr(*A*("S))) car {(MN)="'N'M
=tr(*AS)
= tr(—AS) A étant antisymétrique
= —tr(AS) car la trace est linéaire
= —tr(SA)

» Exercice 15. x x x x Découverte 1 : Espaces préhilbertiens de fonctions
1
Soit E = C*([0,1],R), (f.9) € E* ¢(f,9) = / f(@)g(z) + f'(2)g' (z)da.
0

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur F.

2. Soit V.= {f € E,f(0) = f(1) =0} et W = {f € E,f = f"}. Montrer que V et W sont deux
sous-espaces supplémentaires et orthogonaux.

1. Cette question a déja été traitée en td.

2. Commengons par montrer qu’ils sont supplémentaires (notez que si on montre que les sev sont orthogonaux
alors l'intersection réduite au neutre mais faire la démo de 'intersection est quand méme intéressant pour bien
comprendre).

On veut montrer que 'intersection V NW est réduite au neutre et que £ =V +W. L’ev V étant de dimension
infinie, il est illusoire de l'utiliser ici méme si W est de dimension 2.

o Intersection : Soit f € VNW alors f' = f et f(0) = f(1) = 0.
L’équation différentielle f”/ — f a pour équation caractéristique r*> = 1 et donc comme solutions
fix— Ae' + Be ', (A, B)cR>.

Or comme f(0) = f(1) =0 alors A+ B = 0 et Ae + Be™" = 0. Ce systéme linéaire de deux équations donne
A = B =0. Donc f est la fonction nulle.

e =V + W : Linclusion £ DV + W est évidente puisque V C F et W C E.

L’autre inclusion ’est moins : soit f € E, le but est de trouver g € V et W € H telles que f = g+ h. Essayons
de déterminer g et h.

Comme h doit appartenir a W alors il doit exister (4, B) € R? telles que
vt € [0,1], h(t)= Ae' + Be .
On veut donc trouver g, A et B telles que
vt €[0,1], f(t)=g(t)+ Ae' + Be™*
Or on veut que g € V cad que g(0) = g(1) = 0. Ainsi on veut que A et B vérifient le systéme linéaire suivant :

{ f0)= A+B
f(1)=Ae+ Be™"

SO = £) (e = (1)

On en déduit que A = . Donc
e"l—e e"l—e
—1 _ _
by T =) o fO)e—J()
e~l—e el —e¢

et

gt f(t) — (f(o)efl —J®)  fO)e— f(l)e*f)

el —e e l—e

10



conviennent.
Donc V' et W sont supplémentaires dans F.
e Orthogonalité : On veut montrer que Vg € V,Vh € W, ©(g,h) = 0.
Soient g € V,h e W,
oo = [ o@h@) + g @ )
1

0

par linéarité de ’intégrale

I
@
=S

S
N
=

8
N

IS

&
+

S—
lQ\
Py

&
N

S
Pl

8
N

QL

53

1

g(x)h(x)dz + [0 (z)g(x)]o — / g(x)h"(xz)dz  par IPP sachant que h est de classe C*
0

car g(0)=g(1)=0 puisque g € V

I
Nh‘:\o
N}
-
8
N
=
8
N
ISH
S
|
—
2
e
=N
8
N
e
N
ISH
S

g(x)h(z)dx — / g(z)h(x)dz car h”=h puisque h € W
=0.

Donc V' et W sont orthogonaux.

3 AAV : Déterminer la projection orthogonale sur un sev et la

distance a un sev

3.1 Exercices de ’aav

» Exercice 16. x x Classique

1. Construire une bon de R?® par orthonormalisation de Gram Schmidt a partir de la base

((L 07 71)3 (270a 1)7 (Oa 1’ 1))

Vérifiez que la base trouvée est bien une bon!
. On rappelle que la base canonique de R3[X] est (1,X,X? X?). Déterminer une bon associée au

1
produit scalaire (P, Q) = / P(t)Q(t)dt sur R3[X] aprés avoir démontré qu’il s’agissait bien d’un
-1

produit scalaire.

2 2
. Construire une bon de M3(R) pour le produit scalaire (,) : (M,N) — Z Zmijnij a partir de la
i=1j=1
base
11 1 0 11 2 0
0 0/’\1 0/°\0 1)’\0 -1
Vérifiez que la base trouvée est bien une bon!
. Notons (e1, ez, e3) la famille de vecteurs dans le méme ordre.
€1 1
°c = = —(1,0,-1).
' el v O
o fo=er— (e e = (2,0,1) ~ 2(1,0,-1) = £(3,0,3)
fo 1 1
o= 12 — ~ (3,0,3) = =(1,0,1).
2= T v e e oy
1 1
° f3 =e€3— <€3,61>61 - <€3762>62 = (07 1, 1) + 5(1707 _1) - 5(1707 1) = (07 170)
f3
- = (0,1,0).
ST A

La famille (€1, €2, €3) est une bon de R3.

11



2. Notons (e1, ez, e3,e4) la famille de vecteurs dans le méme ordre.

1 1
eer =1 = carlles]| = / dt = V2.
—1

lledll V2
1 1
0f2=€27<62,61>61=X7§/ tdt = X.
fo X V3X
® o = =

[ f21] f_lthdt— o

I 1
o f3=e3— (es,e1)e1 — (€3, €2)e = X — 5/ t?dt —0=X> - 3
-1
Le terme (es, €2) s’annule puisque il s’agit de I'intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique
par rapport a 0.

x2_1 X2 x2_1
® €3 = f3 = 3 = 3 = §(3X2—1)
2+ 42 8

1A e 3o pa \JI-3+3 i-3+3
1
o fi=es— (es,e1)er — (ea,e2)ea — (ea,€3)e3 = €4 — (€4, €2)er = X° — g/ trdtx = X3 — gX.
-1
X3-32Xx X3-3Xx X3 -32Xx .
P | 5 = 5 = 5 = 2(5)(5—3)().

1 1
R Y (N N e

La famille (€1, €2, €3,€4) est une bon de R3[X].

W=

Ol
]I N]
0"\!0
@\A

» Exercice 17. x Classique : Le classique
1. Déterminer 'expression de la projection orthogonale sur F = {(z,y,z2) € RS\:U =y=—2z}.
2. En déduire la matrice de la projection orthogonale de R? sur F dans la base canonique.
3. Déterminer la distance de (1,0,0) & F

1. On commence par déterminer une base de F'. On sait que tout vecteur de F' s’écrit
(:rv Y, Z) = (_227 _227 Z) = Z(_27 _27 1)

Donc (—2,—2,1) est génératrice de F. S’agissant d’un vecteur non nul, c’est une famille libre donc une base

de F.
On en déduit qu'une bon de F' est e 1 (—-2,-2,1) 1( 2,-2,1)
1= 75 5 (—2,-2,1)=5(-2,-2,1).
(=2, =2, 1)]|2 3
Enfin F étant de dimension 1, sa projection orthogonale est donnée par
—2x — 2y +
pF(I, Y, Z) = <(£L’,y, Z)7 61>61 = %(_27 -2, 1)

2. La matrice de la projection orthogonale de R? sur F dans la base canonique a pour colonnes ’expression de
pr(e1),pr(e2), pr(es) dans la base e, es, e3.
11 s’agit donc de calculer a partir de la formule de la question 1, pr (1,0, 0) pour la premiére colonne, pr(0,1,0)
pour la seconde colonne, pr(0,0,1) pour la troisiéme colonne. Vous obtenez :

1 4 4 =2
-1 4 4 =2
-2 -2 1
3. La distance
d((1,0,0), F) =|(1,0,0) - IiF(l,O,O)lb
H( ) 7 ) (4 4’_2)”2
5 4
gl
§H(5, —4,-2)||2 par homogénéité de la norme
V45
B
=5
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» Exercice 18. x Classique : Le classique en étant malin
1. Soit F un sev de E, quelle relation lie, les projections orthogonales sur F et sur F-.

2. Déterminer I'expression de la projection orthogonale sur F' = {(z,y,2,t) € R}z +y — 22+t = 0}
(Remarquez qu'’il est plus judicieux de d’abord déterminer la projection orthogonale sur F1).

3. Refaites maintenant le calcul en déterminant une bon de F' par orthonormalisation de Gram Schmidt.
Vérifiez que la base trouvée est bien une bon!

1. On sait que pr + ppL = idg. Autrement dit
Ve € E, pr(z)+ppL(z) ==z

2. Cet espace va étre de dimension 3. Il est plus judicieux de considérer son orthogonal qui est de dimension
4 — 3 =1 puisque F' et son orthogonal sont supplémentaires.

On remarque que
F={(z,y,z,t) e Rz +y—22+t =0} = {(z,y, 2,t) € R*|{(z,y, 2,),(1,1,-2,1)) = 0} = Veet(1,1,-2,1)".

Comme Vect(1,1, -2, l)J‘ est de dimension finie alors F* = (Veet(1,1, -2, 1)J‘)J‘ =Vect(1,1,-2,1).
Donc une base de F= est (1,1, —2,1) (génératrice par définition et libre car c’est un vecteur non nul).

1
Donc une bon de F* est donnée par e; = —(1,1,-2,1).

V7

Ainsi n 9 4+t
xr — &z
PrL (x>y7zvt) = <($,y,z7t)761>61 = yf(L 1,-2, 1)'

et

6r—y+2z2—t —x+6y+2z2—t 20 +2y+32+2t —x—y+2z+6t
7 ’ 7 ’ 7 ’ 7

).

pF(m7y7z7t) = ("L‘7y727t)_pFL(x7y7Z7t) = (

» Exercice 19. x x Classique : Le classique sur des matrices
On reprend le produit scalaire qui y est défini sur My (R).

1. Déterminer la projection orthogonale de J = (} 1) sur ’DQ(R)J— 4 ’aide de son expression en bon.

2. Déterminer cette méme projection orthogonale en utilisant le fait que u — pp,®)+ (u) € D2(R).

3. Déterminer la distance de J = G 1) a Dy(R)*.
B

1. On rappelle que toute matrice de DQ(R)L s’écrit <2 g) =b <8 (1)) +c ((1) 8) ol b et ¢ sont deux réels

0 0 1 0
déja une bon pour le produit scalaire de I’exercice 13 (donc pas besoin d’orthonormaliser).

. . . 1 . .
(voir exercice 13). Ainsi (O > et (0 0 forment une base de D2 (R)l. Mieux vous pouvez vérifier que c’est
Donc d’aprés le cours

reces(( o) = 2) (0 )6 o)+ (0} G oG 8= o)

Pour ce qui est demandé il suffit de remplacer pour b = ¢ = 1.
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2. e On a une base de Da(R)™*
0 1 0 0
0 0/)’\1 0)°

e Je fais la démo pour une matrice quelconque mais il suffit de la faire pour a = b =c=d =1 au vu de la
question. La projection sur Ds (]R)l peut donc se décomposer dans cette base :

b b 0 1 0 0 0 A
v(‘; d)eMz(R),E!()\l,)\z)eRQ, pDQ(R)L(@ d)):xl(o 0)+>\2<1 O):(M 01>

a b a b a b— X\ 1 1L :
e Or (c d) 7p’Dz(IR)L((C d)) = (c W d ) est un élément de (D2(R) )~ donc il est orthogonal

aux deux vecteurs de la base précédente :

a b—)\l O 1 _O a b—)\l O O _0
c— A2 d "\0 0 7\ \e— X2 d "\1 0 o
Ceci donne b = A1 et ¢ = A2 et donc
a b 0 b
pDQ(R)J-( c d )= c 0

3. Travaillant dans un ev euclidien, nous savons que d(.J, Do(R)") est donnée par [ =ppy @)L (Dl = || (é (1)) |2 =
V2.

3.2 Problémes hors aav

» Exercice 20. x x Découverte 1 : Représentation matricielle des projections orthogonales
1. Sur des exemples de R? :

(a) Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F' = {(z,y,2) €
R3|z = y = —2z}. Démontrer que cette matrice est diagonalisable et déterminez la matrice
diagonale.

(b) Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur F* dans la base canonique. Démontrer
que cette matrice est diagonalisable et déterminez la matrice diagonale.

(¢c) Que remarquez-vous au vu des deux premiéres questions? Quelles semblent étre les valeurs
propres d’une projection orthogonale 7
2. Cas général : x x x Soit p une projection orthogonale dans un ev euclidien F.
(a) Démontrez que les espaces propres Fy et E7 sont en sont en somme directe.
(b) Soit u € E, que vaut p o p(u) ? Démontrer que p(u) € E; et u — p(u) € Ep.
(¢) En déduire que E = Fy + E; puis que Ey et E; sont supplémentaires dans F.
)

(d) Démontrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de la projection est diagonale avec
que des 0 et des 1 sur la diagonale.

1. (a) La matrice de la projection orthogonale de R? sur F dans la base canonique a pour colonnes ’expression
de pr(e1),pr(e2),pr(es) dans la base e1, ez, e3.
11 s’agit donc de calculer & partir de la formule de la question 1, pr(1,0,0) pour la premiére colonne,
pr(0,1,0) pour la seconde colonne, pr(0,0,1) pour la troisiéme colonne. Vous obtenez :

1 4 4 =2
P = 9 4 4 =2
-2 -2 1

On voit que (1,—1,0) et (1,0, 2) sont des éléments de Ey = ker(P) : on en déduit que 0 est valeur propre
au moins double puisque dimEy < mult(0) et qu’on a trouvé une famille libre de deux vecteurs de Ej.
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Par ailleurs la trace de la matrice est 1 donc la troisiéme valeur propre est 1 puisque la trace est
la somme des valeurs propres. 0 est donc valeur propre double et 1 est valeur propre simple. Donc
dimEy < mult(0) = 2 et donc dim(Ep) = 2 (puisque ((1,—1,0),(1,0,2)) est une famille libre de vecteurs
propres associée a 0).

Par ailleurs, on a 1 < dim(E1) < mult(l) = 1. Donc dim(E1) = 1.

1 0 0
Donc P est diagonalisable et la matrice diagonale associée est D= (0 0 0
0 0 O
(b) On sait que idg = pr + pp. donc on en déduit que matriciellement, étant donné une base B quelconque
Is = Matg(pr) + Matg(ppr1). En particulier dans la base canonique, la matrice est donnée par Is — P
(je vous laisse la calculer).

0 0 0
Dans la base de diagonalisation de P, la matrice est donnée par Is — D = |0 1 0 |. Cette matrice
0 0 1

est diagonale ce qui montre bien que pp. est diagonalisable.
(c) A chaque fois, les valeurs propres sont 0 et 1. Il y a un nombre de 1 égal a la dimension de I'espace sur
lequel on projette.

2. (a) Il s’agit de montrer que Fo N Fy = {0g}.
L’inclusion de droite a gauche est évidente Ey et £ étant deux sev de F.
Montrons maintenant que Eo N E1 C {Og} :

Soit u € Eo N Ey alors p(u) = 0g et p(u) = u. Donc u = 0g.
Donc Eg N Ey = {OE}

(b) Notons F' le sev sur lequel on projette orthogonalement. Alors Vu € E,p(u) € F. On en déduit que
p(p(u)) = p(u) puisque le vecteur p(u) est déja dans F. Donc p o p(u) = p(u).

Soit v = p(u). On veut mq p(u) € E1 cad que p(v) = v.
Or
p(v) = p(p(w))
= p(u) d’aprés la question précédente.
=

On veut aussi montrer que u — v € Ey cad que p(u —v) = 0g.

Or Or
plu—v) =pu)—p) la projection étant linéaire
= p(u) — p(p(u))
= p(u) — p(u) d’aprés la question précédente.
=0g

(¢) L’inclusion Eo + E1 C E est claire car Ey et F1 sont deux sev de E.

Par ailleurs tout u de E s’écrit u = p(u) + (u — p(u)). Ayant montré que p(u) € E1 et u — p(u) € Ep, on
en déduit que £ C Eo + E1.

Donc E = Ey + E;.

Par ailleurs on a montré précédemment qu’ils étaient en somme directe donc ils sont supplémentaires
dans E.

(d) Ep et E; étant supplémentaires dans F, on peut construire une base B de E en concaténant une base
By de Ey avec une base By de Ej.
Tout vecteur u de By vérifie p(u) = 0 donc donnera une colonne de 0 dans la matrice dans la base B de
p.
Tout vecteur u de B vérifie p(u) = v donc donnera une colonne de 0 avec un 1 a la position du vecteur
u dans la matrice dans la base B de p.

Cette matrice sera donc bien diagonale avec des 0 et des 1 sur la diagonale.

» Exercice 21. x x x x Découverte 2 : Polyndmes de Laguerre
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On consideére Iapplication (,) définie par :

o0
(f,9) = /O f(t)g(t)e tdt.

1. On admet pour commencer que cette intégrale généralisée est bien définie. Montrer que 'application
est bien un produit scalaire sur ’espace

Vo= {1 € O@em)] [ 10 < o0}

2. On détermine maintenant pour quelles fonctions cette intégrale généralisée est bien définie.

(a) Soient f la fonction constante égale a 1 et g : t — t. Calculer (f, f) et (f,g).

(b) Démontrer que
[ ol (o)’ (] s

(¢) En déduire que le produit scalaire est bien défini sur

+oo .
Bm = {1 € O R)| [ (00 < 400}

3. Construire les 4 premiers vecteurs de la bon obtenue a partir de la base canonique de R,[X] par
orthonormalisation de Gram-Schmidt.

1. e Symétrie : Soient f, g € L¥e,m alors

+o00 +oo
(o) = [ swetedt= [ gonswe d = to.)
0 0
e Linéarité a gauche : Soient A\, u € R, f, g, h € CO([—l, 1]), alors par linéarité de 'intégrale

—+o0
OF +ugh) = [ OO + ug)h(edr
0
+o0 Foo
= /\/ fOh(t)e tdt + ,u/ g(t)h(t)e ‘dt  car les deux intégrales sont supposées convergentes
0

0
=X/ h) +ulg h)
La symeétrie du produit scalaire entraine alors la linéarité a droite.

400
e Positivité : Soit f € C°(Ry), (f, f) = / f(®)?e~"dt > 0 par positivité de I'intégrale.
0

+ oo

e Définie : Si (f, f) = 0 alors / f)%e dt = 0. Or t — f(t)’e”" est continue sur R, et positive donc
0

Vt € Ry, f(t)’e " =0. Or Vt € Ry, e " # 0 donc Vt € Ry, f(t) =0 et donc f = 0.

2. (a)
'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' =2
» Exercice 22. x x x Découverte 3 : Probléme d’optimisation
Calculer m = ( bin)f 3/ (2% — ax® — bx — ¢)*dx (Indication : Ecrire m comme la distance d’un vecteur d

a,b,c)ER 0
un certain ev).

Cette quantité est I'inf d’une norme euclidienne associée au produit scalaire
v R3[X] xRg[X] — R
1
PQ = [ Poaw
0
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On a alors .
/ (2 — az® — bz — ¢)’dz = || X® — (aX® +bX + o) 3.
0

Donc
m= inf ||X®—-(aX?+bX +0¢)|5= inf |[|X°—P|=d(X? Rs[X])>
(a,b,c)ER3 PeRa[X]

L’objectif est donc de déterminer d(X°, Ro[X]).
Or R[X] étant de dimension finie tout comme Ro[X]", on a d’aprés le cours

d(X*, Ra[X]) = [IX? = pryx) (X))l = [[pry g (X2
Ro[X]" étant de dimension 4 — 3 = 1 il est judicieux de déterminer PRy [X] L (X?) plutot que PRy [X] (X?).

11 s’agit donc (exo classique) :
e de trouver Ro[X]™*
e d’en déduire une base puis une bon.
e d’en déduire la projection.
e de calculer la norme de cette projection.

R2 [X]J‘ est de dimension 1 : P = aX® +bX? + ¢X + d est dans cet espace si son produit scalaire (au sens de 1) avec
1, X, X? est nul.
On obtient alors le systéme suivant

Z+§b+;+d_0 %Jrngngd:O
§+,+§+§:0 = Z+§+g =0
2+§+9+§f0 a b e d g
6 s a3 L 6. A 4B ..

» Exercice 23. x x x x Découverte 1 : Espaces préhilbertiens de fonctions
1
Soit E = C([0,1],R), (f,9) € E?, ¢(f,9) = / f(@)g(x)+ f'(x)g' (x)dz. On a vu dans un exercice précédent

0
que V={f € E,f(0) = f(1) =0} et W = {f € E,f = f"} sont deux sous-espaces supplémentaires et
orthogonaux. Soit f € E. Déterminer la projection orthogonale de f sur V.
On a démontré a I'exercice 15 que V et W étaient supplémentaires et orthogonaux en montrant notamment que
toute fonction f € F se décomposait de maniére unique avec g € V et W € H en f = g + h. Les fonctions g et h
étaient données par :

f0)e™" — f(1) f(0)e—f(1)

h:t— — et — < .
e l—e e—1 _¢
et B
gt f(t) — (f(o)fi1 — ) 0 fO)e= f(l)e_t)
el —e¢ el _¢
conviennent.

Donc par définition de la projection orthogonale :

» Exercice 24. x x x x Découverte 2 : Les séries de Fourier vues sous l’angle des espaces

hermitiens.
Soit E = Cor (R, C) ensemble des fonctions continues et 2r—périodiques sur R a valeurs dans C. On munit
FE du produit scalaire hermitien

T

gy = [ Fea

o),
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Démontrer que (-,-) est un produit scalaire hermitien.
Soient e, : x> €® n € Z. Démontrer que (e,)ncz forment une famille orthonormale de E.
Soient g la fonction constante égale & 1 et h : ¢t — ¢. Calculer les produits scalaires (g, e,) et (h, ep).

A quelle notion vue en analyse 2 correspond (f,e,)?

AR

Déterminer la projection orthogonale d’une fonction f quelconque sur le sev Vect(e,,—N < n < N)
de F.

6. A quelle notion vue en analyse 2 correspond cette projection ?

7. Calculer cette projection pour les fonctions g et h.

» Exercice 25. x x x x Découverte 2 : Probléme sur les bon
Soit E un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté (.].) et la norme associée ||.||.
On suppose qu'il existe n € N* et une famille B = (eq, ..., e,) tels que la propriété (P) suivante soit vérifiée :
n
(P) : Va € E, [|lz]* =) (ale;)?
i=1
On désigne par F' le sous-espace vectoriel engendré par la famille 5.
On note I,, la matrice identité de M, (R).
Soit la matrice symétrique A = ((e;]€;))1<i,j<n € Mn(R).
1. 1.1 Soit z € F*. Calculer ||z
1.2 En déduire que E est de dimension finie.
2. Dans cette question, et uniquement celle-ci, on suppose Vi € {1,2,...,n}, ||e;|| > 1. Montrer qu’alors
B est une base orthonormale de E.
3. Dans cette question, et uniquement celle-ci, on suppose que B est une famille libre de F.
3.1 Montrer que B est une base de F.

3.2 Enoncer une identité de polarisation liant produit scalaire et norme associée.
n

3.3 En utilisant la propriété (P), démontrer que V(z,y) € E?, (z|y) = Z(x|ez)(y|ez)
i=1
3.4 Montrer que l'on a A% = A.
3.5 Soit a ’endomorphisme de E dont A est la matrice dans la base B. Déterminer le noyau de a.
3.6 En déduire que B est une base orthonormale de F.
1. 1.1 Utilisez la propriété (P).
1.2 Comment peut-on décomposer E en fonction de F'?7
2. Utilisez (P) pour z = e;
3. 3.1 Qu’avez-vous démontré a la question 1.27
3.2 Calculer ||u +vl|3 + ||u — v|[3.
3.3 Utilisez la question 3.2 pour exprimer le produit scalaire en norme.
3.4 Démontrez-le coefficient par coefficient. (Il faut connaitre la formule du produit matriciel).
3.5 L’écrire coordonnée par coordonnée et utiliser la linéarité & droite du produit scalaire pour montrer que
ker(A) est réduit a ’élément neutre.
3.6 En déduire que A est la matrice identité et conclure.

» Exercice 26. * x x x Découverte 2 : Polynémes de Tchébychev
Pour n € N, on note R,,[X] 'espace vectoriel des polynomes réels de degré plus petit que n.
n

SiP= Z ap,X* e R, [X], on dit que P est de degré n quand a,, et a,, s’appelle alors le coefficient dominant
k=0
de P.
Pour tout entier naturel n, on appelle ¢, la fonction définie sur [—1,1] par
¢n(x) = cos(narccos(x))

Partie 1.
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Veérifier que pour tout entier naturel n, la fonction ¢, est continue sur [—1, 1].
Pour z € [—1, 1], donner une expression polynomiale de cy(x), c1(z), ca(x), cz(x).
Représenter graphiquement dans un méme repére orthonormal les fonctions cg, 1, ca, c3.

Montrer que Vn € N*, Va € [—1,1], ¢pq1(x) + cn_1(z) = 2z, ().

Al o

Soit la suite de polyndomes (T},),ecn définie par
TO = 1, T1 =X et Vne N, Tn+2 = QXTn+1 _Tn

Montrer que pour tout n € N, T, est un polynéme de degré n de coefficient dominant que ’on
explicitera.

6. Prouver que pour tout n, la famille (Ty, T4,...,T,) est une base de R, [X].
7. Montrer que pour = € [—1,1] et n € N, on a T, (z) = ¢, ().

Partie II.
1
Pt)Q(t)
1. Pour tout couple (P, d’éléments de R[ X, on pose (P :/ ——— dt.
ple (P.Q) X1, on pose (PIQ) = | ZEEEE
l.a. Vérifier que I'on définit ainsi un produit scalaire sur R[X]. On note ||.|| la norme associée.

Dans toute la suite du probléme, R[X] est muni de ce produit scalaire.
s

1.b. Soient p,¢ € N. On pose I, , = / cos(pd) cos(gh) db.
0
Démontrer que si p # q alors I, ; = 0.
Calculer 1, ;.

1.c. Montrer que pour tout n € N, la famille (T, ..., T, ) définie en partie I est une base orthogonale
de R, [X]. Cette base est-elle orthonormale ?

1.d. Prouver que pour tout entier naturel n non nul, T, est orthogonal & R,,_1[X].

1T 12
1.e. Montrer que Vn € N*, (X"|T},) = 2nn_1 .
n—1
2. Soient n € N*, ag,...,a,_1 des réels et P = X" + Z apr X"
k=0

2.a. Justifier Pexistence d’une unique famille de réels (bx)o<r<n telle que I'on a P = Z biTy,.
k=0

2.b. Calculer b,,.

2.c. Montrer que I'on a ||P||* > gbi

2.d. En déduire la valeur de

1 n n—1 2
¢ ot
o [ et v,
(ag,...,an—1)ER™ J_1 m
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4 AAV : Manipuler la notion de continuité de fonctions a plusieurs
variables

4.1 Exercices de ’aav

» Exercice 27. x Classique : Des normes 1

n
Soit || - |1 : w € R™ Z|uz|
i=1

b
Soit I'application définie sur C°([a, b)), || - |1 : f — / |£(t)|dt.

Démontrer que ces applications sont des normes sur des ev que vous préciserez.

» Exercice 28. x x Classique : Des normes infini
Soit ||+ ||eo : w € R™ = sup |u;].
Soit I'application définie sur C°([a,b]), || - ||oo : f — sup |f(t)| ,
te[a,b]
Démontrer que ces applications sont des normes sur des ev que vous préciserez. Pour ’homogénéité et
l'inégalité triangulaire, vous raisonnerez en démarrant sans les || - ||oo-

S

Soit f € C°([a, b)),
o Positivité : Comme V¢ € [a,b], |f(t)| > 0 alors || f]|ec > 0.

e Définie : Si ||f|loc = 0, comme V¢t € [a,b],0 < |f(t)] < ||f]||leo alors 0 < |f(¢)] < 0. Donc f(t) = 0. Donc f est
identiquement nulle.

e Inégalité triangulaire :
On a
Vt € [a,b], | f(t) +9@)] < |f@)]+ |g(t)] par inégalité triangulaire
<||fllc +1l9lloc  par définition de la norme infinie.

Donc [[f]loc + [[gll st un majorant de {[£(t) + g(t)], € [a, b}
Or ||f + g|| est par définition le plus petit des majorants de cet ensemble.

Donc [|f + glloo < |0 + [glloo-
o Homogénéité :

Soit A € R, pour A = 0, ’homogénéité est évidente.

Sinon on a Vt € [a, ], [Af(t)] = [Al[f ()] < [A[]]f]eo-

Donc [A|||f||ec est un majorant de {|\f(t)],¢ € [a, b]}.

Or ||Af||oo est le plus petit.

Donc [[Af[loo < [A[|]f]]oo-

Réciproquement Vt € [a,b], |A||f ()] = [IAf@E)] < [|ASf]|oo-
IRVAIES

Donc Vt € [a, b], |f(t)] < T

. A
Donc par le méme argument de majorant ||f||oc < [l

-
On a donc [Al[[fl[ee = [[Af]loo-

et donc [A|[|f]leo < ||Af]]oo-

» Exercice 29. x x Classique : Savoir comparer des normes de vecteurs
Soient les normes suivantes assorties de leur ev :
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o Sur R™ : [Jully = > |uil. o Sur R™ : [jul|, =

i=1

e Sur R" : ||u||oo = max |u;l.
1. Soit u € R". Démontrez que ||u|lco < ||u|l1 < nllul]so-

2. Soit u € R™. Démontrez que ||ul|e < [|ull2 < vVRl|u|so-

3. A laide de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, déterminez une inégalité reliant ||u||1 & ||ul]2.

n n
1. Soit w = (u1,...,us) € R", ||u]l1 = Z || < Z [[ulloo = nl|ul|oo-
i=1 i=1
Par ailleurs, il existe i9 € {1,...,n}, si |u;,| = {nllax }|u1| = ||u||so car dans un ensemble fini, le maximum
ie{l,..., n
n
est atteint. Donc [[uloe = |uio| <D Jus| = [Jul]1.
=1
n n
2. Soit u = (u1,...,u,) € R", on a Z lui|? < Z l[ul|2% = n||u||%. Comme la racine carrée est une fonction
i=1 i=1

croissante sur Ry alors ||ull2 < v/nl|u||co-
Par ailleurs, il existe io € {1,...,n}, sl |u;,| = {max }\ui| car dans un ensemble fini, le maximum est atteint.
ie{1l n

,,,,,

n
Or |ui,|> < Z |ui|*. On en déduit que en prenant la racine carrée que ||ul|oo < ||ull2

i=1

3. Soit u = (u1,...,un) € R"

lullh = Juil
- 12 ;. N\ 1/2
< Z |ul|2) (Z 1) par inégalité de Cauchy-Schwarz
i=1 i=1
< vnllul|2

» Exercice 30. x x Classique : Avec des fonctions
Soient les normes suivantes assorties de leur ev :

b
o Sur CO([a,B)) : ||l = / 0\t
o Sur CO([a,5)) : [|flloe = max | £(2)]

t€la,b]

b
o Sur CO(fa.b]) < [1flls: f 1/ / () 2dt.

Soit f dans C°([a, b))
1. Démontrez que ||f|[1 < (b — a)||f]|co-
2. Démontrez que ||f]|2 < Vb — a|f]|o
3. Démontrez que ||f||1 < Vb — al|f]|2.

1. Soit f dans C°([a, D))
b
171 :/ 1 ()lde

b
< / [|fllecdt  par croissance de l'intégrale

< {b—a)l|fll=
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2.
3. Soit f dans C°([a, b))

b
Wl = [ Il
bob 1/2 b 1/2
< ( / f(t)%lt) ( / 1dt) par inégalité de Cauchy-Schwarz

<Vb—allflls

» Exercice 31. x x Classique : Savoir étudier la continuité de fonctions a deux variables
Aprés avoir expliqué pourquoi ces fonctions sont continues sur R? —{(0,0)}, étudiez si elles le sont en (0, 0) :

VG () £ (0,0) S@Y) G (2) £ (0,0)
fray ! Verge L YTEY gy e Ve T YT
0 st () =(00) 0 si(a.y)=(0,0)

S () £ (0,0

he(zy) = (22 4 42)?

Tout d’abord il est clair qu’en dehors de (0,0) toutes ces fonctions sont continues comme produit, composée et
quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. Le seul point posant question est (0,0).

Pour deviner si on aura continuité en (0,0), un bon moyen est de regarder le degré de la fraction en z et y : s’il est
strictement positif, il y a de fortes chances que la fonction soit continue. Par exemple pour la premiére on a un degré
2 sur un degré 1, le quotient donne un degré 1 : il y a de bonnes chances qu’elle soit continue.

Pour la seconde le sinus est prés de 0 équivalent & zy, on a donc du degré 2 au numérateur sur du degré 1 ce qui
donne du degré 1, elle va stirement étre continue.

Prouvons-le
1.
22—y
/I2 + y2
el
/1’2 + y2
|2* + |yl
=M@l
_ 2l 9%
10l
_ 2l()l1
[I(z, )2
< 2[|(z, y)l|2
Donc si (z,y) tend vers (0,0) alors par encadrement f(z,y) tend vers 0 qui est égal & f(0,0). Donc f est
continue en (0,0).

V(l‘,y) # (07 0)5 |f(:v,y)\ =

par inégalité triangulaire
par définition de la norme 2
car |z| < [|(z, y)lloo et [y| < [[(z, y)loo

car |[(z,y)lleo < [[(z, ]2

2.
| sin(zy)
V(l‘7y) 75 (010)7 ‘g(may)l - 1’2 ¥ y2
< il car Vz € R, |sin(z)| < |z]
x2 4 92
< Gall par définition de la norme 2
e
L, Y)llo
< car [z| < ||(z, y)lloo et [y| < [[(z; y)l[oo
16zl
z,Y)ll2
< car [[(z, y)llz = |[(z, y)l[oo
[I(z, y)]]2
<l y)ll2



tend vers (0,0) alors par encadrement g(z,y) tend vers 0 qui est égal & g(0,0). Donc g est

)
0,0).

Donc si (z,y
continue en (

4
-1

3. On a Vz € R*,h(z,0) = € o

. Quand (z,0) tend vers (0,0), h(x,0) ne tend pas vers h(0,0) = 0. En effet,

24

e” —1 est équivalent en 0 a z* (faites un DL!).Donc h(z,0) est équivalent a 1 et ne tend donc pas vers 0.
Donc h n’est pas continue en (0,0).

5 AAYV : Manipuler la notion de classe C1 de fonctions & plusieurs
variables

5.1 Exercices de ’aav

» Exercice 32. % + x Classique : Savoir étudier le caractére C! de fonctions a deux variables

1. Démontrez que la fonction suivante est continue sur R>

2yt
i@y = JRrg@ (,y) # (0,0)
0 si(z,9)=(0,0)

. Expliquez pourquoi cette fonction est de classe C''(R? — {(0,0)}).
. Démontrez que f admet des dérivées partielles en (0, 0).
. La fonction f est-elle de classe C'*(R?)?

= W N

. Clest I'exo 16!

w N =

. En (0,0), a la différence des autres points, démontrer 'existence des dérivées partielles nécessite de revenir au
taux d’accroissement.

4. Ecrivez ce que valent les dérivées partielles en (z,y) # (0,0). Ecrivez ce qu’elles valent en (0,0) (question
précédente). Vous étes alors amené a faire 'exo 16 sur chaque dérivée partielle !

6 AAYV : Effectuer du calcul différentiel de base sur des fonctions
& plusieurs variables

6.1 FExercices de ’aav

» Exercice 33. x Découverte 2 : Fonctions homogénes
Soit U un sous-ensemble de R?, tel que si ((z,y),t) € U x R?%, alors (tz,ty) € U. Une fonction f: U — R
est dite homogene de degré a lorsque V((x,y),t) € U x R, f(tx,ty) =t f(x,y).

1. Démontrer que les fonctions f : (z,y) — 2z +y et g : (z,9) — xy? sont homogénes et déterminer leur
degré.
2. Soit f homogéne de degré « et de classe C*(U).
(a) Calculer la dérivée de g : ¢t — f(tz,ty).
(b) En déduire que z0, f(z,y) + y0, f(z,y) = af (x,y) pour tout (z,y € U).
(c) Démontrer que 9, f et 0, f sont homogénes sur U et déterminez leur degré.



1. Soient t,x,y trois réels, f(tx,ty) = 2tz + ty = tf(x,y) donc f est homogene de degré 1. g(tz, ty) = tx(ty)® =
3.2 _ .3 A p
t°zy” = t°g(z,y). Donc g est homogeéne de degreé 3.

2. (a) g est de classe C'' comme composée de fonctions de classe C'. D’aprés la régle de la chaine
g'(t) = 20 f (ta, ty) + yO, f (tx, ty).
(b) On dérive par rapport a t I'égalité f(tz,ty) =t® f(x,y), ce qui donne
Y(t,x,y) € R, 20, f(tx, ty) + ydy f(t, ty) = at® " f(x,y).

Prendre ¢ = 1 donne le résultat.
(¢) On dériver par rapport a x 'égalité f(tx,ty) =t f(x,y), on obtient

V(t,z,y) ER®, t0uf(tw, ty) = t*0u f(2,y).

Et donc pour ¢t # 0,
On f(tx,ty) = """ 0u f (2, y).

Donc 0, f est homogéne de degré o — 1. De méme pour 0, f.

» Exercice 34. x x Classique : Primitivation Déterminer toutes les fonctions de classe C*(R? R)
vérifiant les systémes suivants :

O f(z,y)=2y Ouf(z,y)= €y

Oy f(z,y)=yx Oy f(x,y)=e* +2y
T
Systéme 1 :

22y
De la premiére équation, on obtient qu’il existe une fonction g telle que f(z,y) = 5 + g(y). De la seconde qu’il
2,2
existe une fonction h telle que f(z,y) = % + h(x). On en déduit que h(z) = g(y) et ce pour tout z,y réels. Ceci
2 2

implique que g = h sont constantes. Donc toute solution s’écrit f(z,y) = a: 2y + C, C € R. Réciproquement ce type

de fonction est bien solution en remplacant f dans le systéme.
Systéme 2 :

De la premiére équation, on obtient qu’il existe une fonction g telle que f(z,y) = ey + g(y). De la seconde qu’il
existe une fonction h telle que f(z,y) = €”y + 3> + h(z). On en déduit que h(z) + y> = g(y) et ce pour tout z,y
réels. Ceci implique que h est constante. Donc toute solution s’écrit f(z,y) = ey + y> + C, C € R. Réciproquement
ce type de fonction est bien solution en remplacant f dans le systéme.

» Exercice 35. x x Découverte 1 : On considére I’équation aux dérivées partielles suivantes :

0 0
@)+ G e) = )

Dans tout 'exercice, f désigne une solution de classe C' de cette équation.
uU+v u—v
2 7 2

1. Considérons l'application ¢ : (u,v) € R? — f( ) € R. Calculer ses dérivées partielles.

2. En déduire que ¢ vérifie I’équation suivante
1
Oup(u,v) = icp(u,v).

3. En déduire une expression de ¢(u,v) pour tout (u,v) € R?
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4. Déterminer enfin les solutions f de ’équation aux dérivées partielles de départ.

1. ¢ est de classe C'(R?) comme composée de fonctions de classe C'(R?). Soient (u,v) € R?, d’apres la régle de
la chaine :
u—+v u—v) 1 U+ v u—v)

2 7 2 +§%ﬂ 2 7 2

Ouiplu,v) = 30

et

u+v u—v 1 u—+v u—v)

Duplu,v) = 50 F(E2 1Y) = S0, (T

2. Soient (u,v) € R2, d’aprés la question précédente,

u+v u—v
2 72

u—+v u—v)

Duplu, ) = 0.4 )+ 50 (1

Or f est solution de ’équation aux dérivées partielles. On en déduit que

1, u+v u—vo 1
au@(uvv)zif( 5 ' 9 ):ﬁ‘p(u?v)'

3. 1l s’agit d’une équation différentielle d’ordre 1 en u. Donc pour (u,v) € R?, il existe C : v — C(v) une fonction
constante en u telle que

u

P(u,v) =C(v)e2.
4. Donc pour (z,y) € R?,

flx,y) =pl+yz—y) caru=z+yv=c—y.

» Exercice 36. x x x Découverte 1 : L’équation des ondes. Soit ¢ > 0. On considére ’équation aux
dérivées partielles suivantes (appelées équation des ondes).

= x+ct.
x — ct.

0% f

0a?

(2,1) laif( =0 tilisant le ch t de variabl U
x, a2 z,t) =0, en utilisant le changement de variables v

Dans tout 'exercice, f désigne une solution de classe C? de cette équation.
uU+v u—v
2 7 2

2. Démontrer que pour tout (u,v) dans R?, 92, ¢(u,v) = 0.

3. En déduire qu'il existe deux fonctions F' et G d’une variable telle que

1. Considérons 'application ¢ : (u,v) € R? — f( ) € R. Calculer ses dérivées partielles.

o(u,v) = F(u) + G(v)

4. Déterminer alors les solutions f : (z,t) — f(z,t) de l'edp.
5. Interpréter le nom "équation des ondes".

T
Indice : Considérez la nouvelle fonction g(u,v) = f(x,y), exprimez = et y en fonction de u et v et exprimez les
dérivées partielles secondes de g en fonction de celles de f. N’oubliez pas les hypothéses!
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6.2 Problémes hors aav

» Exercice 37. x x x Découverte 2 : Laplacien en coordonnées polaires On s’intéresse dans cet
exercice & 'opérateur Laplacien A : f s 02 f + 82 f- L’objectif de cet exercice est de ’écrire en cootdonnées
polaires. Pour cela, on considére le changement de coordonnées polaires

@ (r,0) — (rcos(),rsin(d))

Posons g : (r,0) — f(rcos(@),rsin(h)).
1. Exprimer les dérivées partielles partielles 0,.g et Ogg en fonction des dérivées partielles premiéres de f.

2. En déduire que

0y f(r cos(0),rsin(f)) = cos(0)0,g(r,0) — w&;g(r, 0)
8, f(r cos(), rsin(0)) = sin(0)d,g(r, 0) + %@agg(r, 9)

3. Notons g¢1(r,8) = 0, f(rcos(8),rsin(f)) et ga(r,0) = 0y, f(rcos(),rsin(d)). Déduire de la question 2
que

02 f (r cos(6), rsin(0)) = cos(0)d,g1 (r, ) — Sinr(a) Bpg1(r, 0)
5‘5]‘(7" cos(0),rsin(f)) = sin(0)0,g2(r, 0) + coi(ﬂ) 0pga2(r, 0)

4. Calculer les dérivées partielles de g1 et go en fonction de celles de g (premiéres et secondes).

5. En déduire la valeur de Af(rcos(#),rsin(#)) en fonction des dérivées partielles de g.

» Exercice 38. x x x x Découverte 2 : Dériver une intégrale a paramétre dans les bornes
L’objectif de cet exercice est de dériver des intégrales a parameétres

1. Commencons avec un parameétre dans les bornes :

x
(a) Rappeler sous quelles hypothéses on peut dériver F : x +— / f(t)dt et quelle est sa dérivée.
0

4
xT
(b) Déterminer la dérivée de F' : x — / cos(t)dt.
1
2. Pour les gens qui ont fait analyse 1 : Vous avez appris a dériver des intégrales & paramétre dans

1
I'intégrande du type / f(z,t)dt par rapport a la variable z. Corsons ’affaire dans le but de dérivée
0

xz
une intégrale a parameétre dans les bornes et dans 'intégrande : / sin(z + t)dt.
0
Yy
(a) On considére ¢ : (z,y) € R? = / sin(x + t)dt € R. Déterminer ses dérivées partielles.
. 0
(b) Exprimer / sin(z + t)dt en fonction de .
0

x
(¢) Déduire des deux questions précédentes la dérivée de / sin(x + t)dt par rapport a x.
0
(12'2
3. Dérivez par rapport a z, G : x — / sin(z + t)dt.
0

Indice : Considérez la nouvelle fonction g(t,u) = f(¢,u + ct) pour = u + ct. Dérivez g par rapport A ¢ et exprimez
1a en fonction des dérivées partielles de f. N'oubliez ensuite pas les hypothéses!

Vous devez trouver f(t,z) = f°(z — ct).
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7

A AV : Lier détermination des extremas d’une fonction et réduc-
tion des endomorphismes symétriques

» Exercice 39. x Classique : Savoir déterminer les extremas d’une fonction. Déterminer les
extremas locaux sur R? des fonctions suivantes.

1.

2
3.
4

flz,y) =a® + ay +y* — 3z — 6y.
=22+ 2% — 22y — 2y + 5.

(z,9)
flz,y) = 2® + zy + y* + 20 — 2.
flz,y) =t +y* — day.

Points critiques : (0,3), minimum local.

En-effet, f est infiniment dérivable sur R* en tant que polynome. On a 9, f(x,y) = 2z +y — 3 et 8, f(z,y) =
x 4 2y — 6. Ces deux dérivées s’annulent quand = = 0 et y = 3 (résolvez le systéme linéaire).

Enfin 8zf(m,y) =2= 8§f(x,y) et 8§yf(a:,y) =1.

Donc la hessienne est (? ;) de déterminant 3 > 0 et de trace 4 > 0. On a donc un minimum local en (0, 3).

2. Points critiques : (1,1), minimum local.

3. Points critiques : (2, —2), minimum local.

4. Points critiques : (0,0), pas extremum local, (1,1) et (—1,—1) : minimum local.

» Exercice 40. *x Classique : Savoir déterminer les extremas d’une fonction.
Déterminer les extremas locaux sur R? des fonctions suivantes.

1.

Uk W

)
flr,y)=2"+y
fla,y) =t + (y - 2)*
flzy) = (. -y’ + (x+y)°.
flz,y) = 2% — 4z +y* +3y* + 3y + 5.

Points critiques : (0,0), pas d’extremum local.

En effet, f(z,0) — £(0,0) = z° n’est pas de signe constant.

2. Points critiques : (0,0), pas d’extremum local.

3. Points critiques : (0,2), minimum local.

En effet f(z,y)— f£(0,2) = 2* + (y —2)* est positif pour tout (z,y) € R*. On a donc méme un minimum global.

4. Points critiques : (0,0), pas d’extremum local.

5. Points critiques : (2, —1), pas d’extremum local.

» Exercice 41. x x Découverte 2 : Extremas et diagonalisation Dans cet exercice, on étudie deux
autres fagons de trouver les extremas de f(z,y) = 2?4 zy+y? — 3z —6y. A chaque fois, I'idée est de réécrire
cette fonction comme somme de carrés.

1.

La premiére méthode s’appelle la réduction de Gauss : celle-ci consiste & faire disparaitre les termes
d’ordre 1 en z et y en effectuant une factorisation canonique.

(a) Démontrer que 2% + 2y — 3z s’écrit sous la forme (z — h(y))? + k(y) ott h et k sont deux fonctions
polynomiales en y, h de degré 1, k de degré 2. Pour cela on utilisera la factorisation canonique

suivante (qui est une réécriture d’une identité remarquable) : 2 — 202 = (x — a)* — a?.
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(d) Déduire de ce calcul, les extremas de f.

En déduire que f(z,y) — £(0,3) = (z — h(y))* + p(y) ot p(y) =

Factoriser p.

2. La second méthode consiste & utiliser la diagonalisation des matrices symétriques.

(a) Déterminer S matrice symétrique de taille 2 x 2 de sorte que
x
flzy)=(z y) S <y> — 3z — 6y

(b) Diagonaliser S et déterminez en une base de vecteurs propres.

(c) Vérifiez que cette base est orthogonale pour le produit scalaire canonique de R? et déduisez-en
une bon de vecteurs propres qui constituera votre matrice de passage P.

(d) Démontrez que l'inverse de P est sa transposée.
(e) On pose (§/(> ='p (‘;) . Exprimez f(z,y) uniquement en fonction de X et Y.

(f) Ecrivez f(z,y)—f(0,3) sous la forme de sommes de carrés en reprenant la méthode de la réduction
de Gauss.

(g) En déduire les extremas de f.

-3 —3)? -3 3
(b) Donc f(z,y) — £(0,3) = (z + 2 5 ) — y 1 ) +y273x76y+9:(x+yT)2+1y27 Sy+ 2
3, 9 2T 3 5 3, e
5 1 =W by +9)=(y—3)".
— f(0,3) est positif pour tout (x,y) donc ¢’est un minimum global.

(b) Valeurs propres : 1/2,3/2. Vecteurs propres : ((1,—1),(1,1)).

1 1
(c) Bon (ﬁ(l,—l),ﬁ(l,l)).
@ s = (e s (1) s -0 = (x V) (F) 8+ ¥ o X ) = A
3?2 3 9
1 3., 3 3
(e) f(w,y)—f(0,3):§(X+ﬁ) +§(Y_ﬁ)

(f) Donc f(z,y) — (0, 3) est positif pour tout (z,y) donc c’est un minimum global.

» Exercice 42. x Classique : La pratique
Expliquer pourquoi toutes ces matrices sont diagonalisables dans R et donner une bon de diagonalisation.

0 0 0 1 1 1 1 1
(11) ;?; }11 0010 1 1 -1 -1
1 1)’ 9 2 1 11 1 01 0 0]’ 1 -1 1 -1
1 0 0 0 1 -1 -1 1
T
Valeurs propres de la matrice numéro
1. 0,2.
2. —1,-1,5.
3. 0,0,3.
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4. —1,-1,1,1.
5.2,2,2,—2

e Premiére étape : Premiérement la matrice est symétrique réelle donc elle est diagonalisable en bon.

e Deuxiéme étape : Déterminer le spectre. Je vous laisse calculer les valeurs propres comme vous le faisiez au
premier semestre.

e Troisiéme étape : déterminer les vecteurs propres de S. Déterminons une base de F_ :

3 1 1 1
1 3 -1 -1
1 -1 3 -1
1 -1 -1 3

A+214 =

On constate que C1 — C2 — C3 — C4 est la colonne nulle donc e1 —ez —e3 —es = (1,—1,—-1,-1) € E_.
Or1<dimF_ > <mult(—-2) =1doncdimE_» =1et ((1,—1,—1,—1)) est une base de E_,.

Déterminons une base de Es :

-1 1 1 1

1 -1 -1 -1

1 -1 -1 -1

1 -1 -1 -1

On constate que Ci + Ca, Cy + C3, C1 + C4 donnent la colonne nulle donc e; + e2 = (1,1,0,0), e1 +e3 = (1,0, 1,0)
et e1 + e« = (1,0,0,1) sont trois vecteurs propres de Fs. Ces trois vecteurs propres sont libres car ils forment un
systéme échelonné. On en déduit que 3 < dim F». Par ailleurs, dim F> < mult(2) = 3 donc dim E2 = 3 et ces trois
vecteurs forment une base de Fs.

A-2I, =

e Quatriéme étape : déterminer la bon de vecteurs propres. Comme la théorie en atteste, les espaces

L, 21,1, -,

propres sont orthogonaux entre eux. Donc pour E_», il suffit de normaliser le vecteur : €4 = 3

En revanche a l'intérieur de Fo, il faut construire une bon car les vecteurs n’ont a priori pas de raison d’étre ortho-
gonaux.

On fait une orthonormalisation de Gram Schmidt & partir des trois vecteurs que 'on note w1 = (1,1,0,0), us =
(1,0,1,0), us = (1,0,0,1).

On normalise le premier €; = (1,1,0,0).

1
V2
On crée un vecteur orthogonal : fo = uz — (u2,€1)e1 = %(17 -1,2,0).

. 1
On normalise le second vecteur : e2 = —(1,—1,2,0).

V6

1
On crée un vecteur orthogonal : f3 = ug — (us, €1)e1 — (us, €2)ex = g(l, -1,-1,3).

On normalise le second vecteur : €3 (1,-1,-1,3).

1
V12
Donc (€1, €2, €3, €4) est une bon de vecteurs propres.

» Exercice 43. x x Découverte 1 : Le ballon de rugby
L’ellipsoide possédant une forme de ballon de rugby a pour équation

2

2
Yy z
74'_072:1

1,2
2

ou a, b, c trois réels strictement positifs.

29



1. Nous cherchons & démontrer que I’ensemble des points vérifiant I’équation
222 +5y% — 2yz + 52 — 4z — 8y +8 =0

est un ellipsoide. L’idée pour cela est d’effectuer un changement de base et d’y récrire I’équation. On
note dans la suite f(z,y,2) = 22% + 5y — 2yz + 52° — 4o — 8y + 8.

a b c
(a) Déterminer une matrice 3 x 3 symétrique S = b d e| telle que f(z,y,z) =
c e f
x
(x y 2)S|y|—42—-8y+38
2

(b) Expliquer pourquoi cette matrice est diagonalisable et déterminez-en une bon de diagonalisation.
On notera P la matrice de passage et on notera D la matrice diagonale associée.

X T
(c) On effectue le changement de base | Y | =‘P | y |. Démontrer que I’équation f(x,y,z) = 0 se
Z z

récrit sous la forme
aX?2 4 BY? 4 4Z% —EX — Y —vZ =p
ou «, 3,7, &, uv, p sont des constantes que vous déterminerez.
(d) En utilisant la factorisation canonique, démontrez que cette équation se met sous la forme d’équa-
tion d’ellipsoide.
2. On s’intéresse maintenant aux extremas de la fonction f.
(a) Déterminez-les a 'aide de la question précédente.
(b) Déterminez-les en utilisant le calcul différentiel.
(c) Parmi ces deux méthodes, laquelle donne des informations plus fortes ?

x
1. (a) Ona(az Y z)S Y :a:r2+2bxy+2cxz+dy2+26yz+fzz.Ilsuﬂitdoncdechoisira:2,b:0,c:
z
2 0 0
0,e=-1,d=5=f.DoncS=[(0 5 -1
0 -1 5

(b) S étant symeétrique réelle, elle est donc diagonalisable dans R en bon. Il est clair sur la matrice que 2,4,6
sont valeurs propres. On a par ailleurs Ey = vect(1,0,0), E4 = vect(0,1,1) et Es = vect(0,1,—1). Ces
espaces propres sont déja orthogonaux car ce sont les espaces propres d'un endomorphisme symétrique. I

ne reste qu’a les normaliser. Voici donc une bon de vecteurs propres.(1,0,0),\/5(0,1,1),\/5(0,1, 1).
(c) Ona
T
flay,z) =( y 2)S|y| —4z—8y+8
z
T
:(ac Y z)PDtP y| —42—8y+8 car S=PD'P
z
T T
='‘'Ply|)D'P|y| —dz—8y+8 car "(AB) ='B'A.
z z
X
=(X Y Z2)D|Y | —dz—8y+8
Z
X
. x X L (V2 0 0\ (X Ly
Oronsaitque [y | =P|Y|=—] 0 1 1 Y|=1]v2
z Z V2 0 1 -1 Z i(y—z)
V2
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7.1

Donc
X

feyzs) =(X v 2)D[v )| —ax- S(viz)+s
7 V2
8
=2X° +4Y? 462> —4X — —=(Y + Z) +8
\/5( )
Donc f(x,y,z) = 0 s’écrit 2X> +4Y° +62° — 4X — %(Y+Z) =-8
(d)
92 2 2 8 - 2 2 2v/2
+4Y? +6Z —4X—E(Y+Z) =2(X% —2X) +4(Y? —V2Y) +6(2° ——Z)
1 V2 4
=2(X -1 —244(Y - —=)P—246(Z—- L) - =
( ) + 4( ﬂ) +6( 3) 3

Problémes hors aav

» Exercice 44. x x Découverte 1 : Endomorphisme positif et representation matricielle.

On se place sur R,[X] qu’on munit du produit scalaire défini par (P, Q) / P(t)Q(t)dt pour P et Q

deux polynomes de R, [X]. On considére 'endomorphisme ¢ : P+ (2X — 1)P'(X) + (X? — X)P"(X) est
symeétrique.
1. Vérifiez que (-,-) est bien un produit scalaire.

2. On considére le cas n = 2 :

(a) Démontrer que ¢ est bien un endomorphisme.

(b) Ecrire sa matrice dans la base canonique de Ry[X]. La matrice est-elle symétrique ?
(c¢) Orthonormalisez la base canonique de Ry[X] pour le produit scalaire considéreé.

(d) Ecrire la matrice de ¢ dans la base orthonormalisée. La matrice est-elle symétrique ?

3. On considére maintenant n € N*,

(a) Exprimer ((X?—X)Q, P") en fonction de produits scalaires impliquant P’, Q et Q' a I’aide d’une
intégration par parties.

(b) En déduire que ’endomorphisme ¢ est symétrique.

(¢) Expliquez les résultats obtenus aux questions 2.b et 2.d.

1. Fait dans le cours.

2.

(a)
0o -1 0
(b) ©(1) =0,p(X) =2X —1,p(X?) =6X> — 4X. Donc la matriceest [0 2 —4
0 0 6

(c) Notons (e1, ez, es,e4) la famille de vecteurs dans le méme ordre.

1
oelze—lzlcarﬂelﬂz /dtzl.
lleal] 0
1

1
.f2:€2—<€2,61>61:X—/tdt:X—i.
0
‘EFHfHZ L —avax-va
2 Jo (6= 3)2dt

° f3 = e3 — <63,61>61 — <63,62>62:...
et on normalise ce dernier vecteur.

(d) La matrice exprimée dans cette base est nécessairement symétrique puisqu’elle est ’expression dans une
bon d’un endomorphisme symétrique.
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-x00.7) = [ - 0ewp b

:wﬂ%mmﬁwé—ﬂﬂw—wmmTVMt par TPP
—A%m—nmw+w—wamWVMt
=— /01(215 — I)Q(t)P'(t)cllt - /01(t2 —1)Q'(t)P'(t)dt  par linéarité de Pintégrale

=—wx—m%@—/a%ﬂqmﬁmw

0

1
(b) De la question précédente, on déduit que {(p(P),Q) = —/ (t* — t)Q' (t)P’(t)dt une expression ou P et
0
Q jouent des roles symétriques. Donc on aurait obtenu le méme résultat en partant de (P, o(Q)). Et ce
pour tous polynoémes P et ). On en déduit que ¢ est un endomorphisme symétrique.
(¢) La matrice exprimée dans une bon est nécessairement symétrique puisque ’endomorphisme est symé-

trique. En revanche dans la base canonique qui n’est pas une bon pour ce produit scalaire, il n’y a pas
de raison qu’elle le soit.

» Exercice 45. x x Découverte 2 : Racine carrée d’une matrice.
Notons S,/ (R) I’ensemble des matrices symétriques de valeurs propres positives. Soit S € S, (R). On cherche
a4 montrer que S admet une racine carrée c’est-a-dire qu’il existe M € M, (R), S = M?.

1. Commencons par ’exemple :

6 3

3 6

(b) Diagonaliser cette matrice et déterminez-en une base de vecteurs propres. On notera D la matrice
diagonale associée.

(a) Considérons la matrice S = ( ) Démontrer que S € ST (R).

(¢) Démontrer que D admet une racine carrée.
(d) Démontrer par récurrence sur k que pour toute matrice inversible P, pour toute matrice A,

Vk €N, (P 'AP)k = p~1A*P.

(e) En déduire que S admet une racine carrée et calculer cette racine carrée.

2. Démontrons-le maintenant théoriquement. Soit S € S;"(R). En utilisant le théoréme spectral et en
vous inspirant ce que vous avez fait précédemment, montrer que S admet une racine carrée.

1. (a) Cette matrice a pour valeurs propres 3 et 9. Donc elle est bien dans S, (R).
(b) (1, *1) € E3 et (17 1) S Eg
(¢) 11 suffit de prendre v'D = (\(/)g g)
(d) Initialisation : Pour k = 0, on a bien (P~ 'AP)’ =1, = P 'I,P = P 'A°P.
Héreédité : Supposons que pour k € N, (P71AP)’c =ptA*p
Alors (P rAP)F T = (P AP) (PT'AP) = P 'APPP AP = P 'AYAP = P AR P,
Ce qui achéve la récurrence.

(e) Ainsi S=PDP ™' = P(VD)’P~! = (PVDP™")?. Donc PYDP™" est une racine carrée de S.

2. Comme S est symétrique réelle, elle est diagonalisable & valeurs propres réelles. Comme elle est dans S (R)
alors ses valeurs propres qu’on note Ay, . . ., A, sont positives. Donc S = Pdiag(A1, ..., n)P~" = Pdiag(V A1, ...,V )\,L)QP_1
(Pdiag(v/A1,. ..,V An) P12
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» Exercice 46. x x Découverte 2 : Endomorphismes symétriques
Soit E un ev euclidien et f € L(FE) vérifiant

Vo € B, (f(z),y) = (z, f(y)).

On dit que deux sev F' et G de E sont orthogonaux si
Ve e F.Vye G, (x,y)=0.

1. Démontrer que ker(f) et Im(f) sont orthogonaux.
2. En déduire qu’ils sont supplémentaires dans F.

3. Soient deux espaces propres associés a deux valeurs propres différentes A et p, démontrer que ces deux
espaces propres sont orthogonaux.

Indices :
1. Quelle est I'écriture du produit scalaire en bon ? Comment s’écrit f(z)?

2. Prendre deux éléments (un dans chaque espace), traduisez ce que ¢a veut dire et vérifiez que leur produit
scalaire est nul.

Pour supplémentaire, démontrez dimension et intersection nulle.
Correction :
1. Soit « € ker(f),y € Im(f) alors 3z € E,y = f(2).

Donc

(z,y) = (=,
f(x),z) car f est symétrique
0g, 2) car = € ker(f)

2. Etant orthogonaux ils sont donc en somme directe. Le théoréme donne ’égalité des dimensions. Donc ils sont
supplémentaires dans F.

3. Fait dans le cours.

» Exercice 47. x x x Découverte 2 : Nilpotence et symétrie
On appelle matrice nilpotente une matrice A telle qu’il existe p € N*; A? = 0. On appelle alors indice de
nilpotence ’entier p.

1. Démontrer que est nilpotente.

2. Soit A une matrice nilpotente de M,,(R).

(a) Soit A une valeur propre de A et u un vecteur propre associé. Démontrer par récurrence que k
dans N*, que u est vecteur propre de A* associé a la valeur propre A*.

(b) En déduire que A = 0 est la seule valeur propre de A.

(c) Expliquer pourquoi A n’est pas inversible.

(d) Supposons que A soit diagonalisable : démontrer que A est la matrice nulle.
3. Soit A € M, (R) une matrice nilpotente et commutant avec sa transposée.

(a) Démontrer que S ='AA est également nilpotente.
(b) Déduire de ce qui précéde que S est la matrice nulle.
(¢) En déduire que A =0.
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» Exercice 48. x x x Découverte 2 : Matrices symétrique positives

Soit S € M,,(R) une matrice symétrique, on dit que S est positive si et seulement si ¥X € R™,‘XSX > 0.
On dit qu’elle est symétrique définie positive si et seulement si VX € R™ — {Og»},’XSX > 0. On note
S (R) Pensemble des matrices symétriques positives et S+ (R) l'ensemble des matrices symétriques
définies positives. On cherche a4 montrer qu'une matrice est dans S;"(R) (resp. S;7"(R)) si et seulement si
ses valeurs propres sont positives (resp. strictement positives).

Pour cet exercice, on rappelle que si M = [myjli<i j<n € Mu(R) et N = [n;]1<i j<n € Myp(R) alors

(MN)Z-]' = Z MM
k=1

—

. Quelle est la taille de la matrice *XSX ?
. Démontrer que si S € S (R) alors ¢ : (X,Y) € R" x R” — "X SY € R est un produit scalaire.
. Exemple dans le cas diagonal

(a) Considérons D = (1 2), démontrer que D est dans S, 7 (R).

b) Soit A une matrice diagonale & valeurs propres positives : démontrer que A est dans S, (R).
n
Quelles conditions doivent vérifier les valeurs propres afin qu’elle soit dans S, " (R) ?

w N

4. La théorie en se ramenant au cas diagonal. Soit S € S (R)

(a) Soit A une valeur propre et X un vecteur propre associ¢. Démontrer que A > 0.
(b) Démontrer que si S € S;"(R) alors A > 0.
(c) A Taide de la formule du produit matriciel, démontrez que

EXSX = zn: zn: Sii XX,

i=1 j=1

(d) Supposons maintenant que toutes les valeurs propres soient positives. A I’aide du théoréme spec-
tral, démontrez que S € S;7 (R).
(e) De méme démontrer que si les valeurs propres sont strictement positives alors S € S;7+(R).

» Exercice 49. * x x x Découverte 1
Soit (F, (,)) un espace euclidien de dimension n. Soient f € L(F) symétrique de valeurs propres \; < ... <
An. Soit u € E unitaire.

1. Montrer que A1 < (f(u),u) < A,. On pourra décomposer v dans une base bien choisie.
2. Montrer que (f(u),u) =\ <= f(u) = M.

T
'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' =2
» Exercice 50. * x x x Découverte 2 Soit p € R, a = (a)1<i<n € (R} )" et S = (m) € M,(R)
i J
On veut montrer que la matrice S de ’énoncé a toutes ses valeurs propres positives.
1. Justifier l’existence de S et montrer que S est symétrique.
+oo
2. (a) Calculer / ue” “du.
0
—+oo
(b) Démontrer par récurrence sur p € N* que / uP e du = (p —1)!
0
+oo 1 +oo
(¢) Montrer que pour (s,p) € (R} )?, / e 7 dt et uP~te”“du sont convergentes en établis-

0 0
sant une relation entre ces deux intégrales a I’aide d’un changement de variable.
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+oo |
(d) En déduire que pour (s,p) € (Rj_)Q,/ *S“Jdt L
0

SP

3. On rappelle qu’une matrice symétrique a ses valeurs propres positives si et seulement si pour tout

X € R" non nul, tXSX > 0.

(a) Démontrer que ‘X SX = Z Z

=1 j=1

7XiX-.
(i + ;)P !

(b) A l'aide de la question 2.d, montrer que S a ses valeurs propres positives.

» Exercice 51. * x x x Découverte 2 : Inégalité d’Hadamard

Notons S,/ (R) I’ensemble des matrices symétriques de valeurs propres positives et S;F " (R) I'ensemble des
matrices symétriques de valeurs propres strictement positives. Soit S € S, (R), on rappelle qu’il existe

P € O,(R) telle que ‘PSP = D = Diag(\1,...,An), i €R.

1. Soit S € S (R).
(a) En utilisant le théoréme spectral, montrer qu’il existe M € M, (R),S = "M M.
(b) Montrer que ¥X € R", *XSX >0
(c) Montrer que Vi, s;; > 0.

2. Soit S € ST (R).
(a) Montrer qu'il existe M € GL,(R),S ="M M.
(b) Montrer que ¥X € R™ non nul, *XSX > 0.
(¢c) Montrer que Vi, si; > 0.

3. Soit S € S (R), S ¢ S (R). Montrer que det(S) < H Sii
4. Soit S € ST (R), telle que Vi, s;; = 1.

(a) Montrer que exp est une fonction convexe sur R. En déduire que (AjAg ... \,)Y" Z i

(b) Montrer que det(S) < H Sii

5. Soit S € S T(R). Soit T la matrice diagonale de M,,(R) telle que Vi, t;; = 1/y/s;; et B définie par
B=TST.

(a) Montrer que pour tout vecteur X non nul de R" : *XBX > 0.
(b) En déduire que B € S; T (R).

(c) Démontrer que det(S) < H Sii-
6. Soit A € M,,(R), et notons S ="AA.

(a) Montrer que det(S) <

(b) En déduire que |det(A
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