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TD1 : STATISTIQUE D’UNE CHAÎNE DE POLYMÈRE (CORRECTION)

1°/ Si p est la probabilité de faire un pas à droite, alors q = 1 − p est la probabilité de faire un pas à
gauche. On a alors :

P = CN+

N pN+
qN−N+

.

Dans le cas d’une marche aléatoire non biaisée (ce que nous considérons ici), o a p = q = 1/2. Ainsi

P =
N!

N+! (N − N+)!

(
1
2

)N+ (
1
2

)N−N+

=
N!

N+!N−!

(
1
2

)
.

La loi statistique correspondant à cette expression est la loi binômiale ou normale.
2°/

ln P = ln N! − ln N+! − ln N−! − N ln 2

≈ N ln N − N +
1
2
[ln (2π) + ln N]− N+ ln N+ − N+ +

1
2
[
ln (2π) + ln N+

]
− N− ln N− − N− +

1
2
[
ln (2π) + ln N−]− N ln 2

⇒ ln P ≈
(

N +
1
2

)
ln N −

(
N+ +

1
2

)
ln N+ −

(
N− +

1
2

)
ln N− − N ln 2 − 1

2
ln (2π).

3°/ On a N = N+ + N− et m =
N+ − N−

2
, soit

{
N+ + N−= N
N+ − N−=2m

⇔


N+=

N + 2m
2

N−=
N − 2m

2

4°/ D’après 3°/ on a N+ =
N
2

(
1 +

2m
N

)
et N− =

N
2

(
1 − 2m

N

)
. Donc lorsque

m
M

→ 0, on a bien


ln N+≈ln N − ln 2 +

2m
N

− 2m2

N2

ln N−≈ln N − ln 2 − 2m
N

− 2m2

N2

où on a utilisé ln (1 + ϵ) ≈ ϵ − ϵ2

2
et ln (1 − ϵ) ≈ −ϵ − ϵ2

2
lorsque ϵ → 0.

5°/ On injecte les expressions obtenues en 4°/ dans celle obtenue en 2°/ et on a ainsi

ln P ≈
(

N +
1
2

)
ln N −

(
N + 2m

2
+

1
2

)(
ln N − ln 2 +

2m
N

− 2m2

N2

)
−

(
N − 2m

2
+

1
2

)(
ln N − ln 2 − 2m

N
− 2m2

N2

)
− N ln 2 − 1

2
ln (2π)

≈ − ln N + ln 2 − 4
m2

N
+ 2

m2

N
+ 2

m2

N2 − 1
2

ln (2π)

≈ 1
2

ln
(

2
πN

)
− 2m2

N
en remarquant que

m2

N2 ≪ m2

N
si N ≫ 1.

On obtient finalement

P(N, m) ≈
(

2
πN

)1/2

exp
(
−2m2

N

)
.
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6°/ On a m =

√
3

2a
Rx, donc dm =

√
3

2a
dRx. Ainsi

P = P(N, Rx)dRx ≈
(

2
πN

)1/2 √
3

2a
exp

(
− 3R2

x
2Na

)
dRx

≈
(

3
2πNa2

)1/2

exp
(
− 3R2

x
2Na2

)
dRx.

7°/
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D’après les rappels de statistique en annexe, on en déduit que Pmax(N, Rx) = P(N, 0) =
(

3
2πNa2

)1/2

et que σ =

(
Na2

3

)1/2

.

8°/

< Rx > =
∫ +∞

−∞
RxP(N, Rx)dRx

=

(
3

2πNa2

)1/2 ∫ +∞

−∞
Rx exp

(
− 3R2

x
2Na2

)
dRx

=

(
3

2πNa2

)1/2

× 1
2
×

(
−2Na2

3

) [
exp

(
− 3R2

x
2Na2

)]+∞

−∞

= 0 = R̃x.

9°/ On aura exactement le même résultat dans les deux autres directions de l’espace, donc

<
−→
R >=

−→
0 .
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10°/D’après le théorème du transfert, on a

< R2 > =
∫ +∞

0
R2P(N, R)dR

=

(
3

2πNa2

)3/2

4π
∫ +∞

0
R4 exp

(
− 3R2

2Na2

)
dR

=

(
3

2πNa2

)3/2

4π
3
8

4N2a4

9

(
π2Na2

3

)1/2

=

[(
3

2πNa2

)3

× 2πNa2

3

]1/2
2πN2a4

3

=

[(
3

2πNa2

)3

× 2πNa2

3
4π2N4a8

9

]1/2

=
[(

Na2)2
]1/2

et donc < R2 >= Na2.

11°/ Le polymère complètement étiré conduirait à < R2 >et= N2a2 et donc < R2 >=
< R2 >et

N
.
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