Planche 9

Changer de bases, sans les oublier

Exercice 93 ().
Soit n > 1 un entier. Soit A € M,,(R).

1. Rappeler la dimension de M,,(R).
2. En déduire que la famille {I,,, A, A%, ..., A"2} est liée.

3. En déduire, sans utiliser le théoréme de Cayley-Hamilton, qu’il existe un polynéme annu-
lateur de A.

Exercice 94 ().
1. Soit u : R? — R? une application linéaire. Montrer qu’elle ne peut pas étre surjective.
2. Soit u : R* — R? une application linéaire. Montrer qu’elle ne peut pas étre injective.
3. Soit E un espace vectoriel différent de {0} et soit u : R — E tel qu'il existe z € R vérifiant
u(z) # 0. Montrer que rang(u) = 1 et que u est injective.
4. Soit E un espace vectoriel différent de {0} et soit u : E — R tel qu'il existe z € R vérifiant
u(z) # 0. Montrer que u est surjective.
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Exercice 95 ().

1. Déterminer dans chaque cas ci-dessous les matrices de passage P s et Pg g, en vérifiant
au préalable que B’ est une base :

(a) B la base canonique de R3, et

(b) B la base canonique de Rao[X] et
B=(X-1,X+1,X*+X+1)

(c) B = (e1,e2,e3) une base d’un espace vectoriel E de dimension 3, et B' = (e3,e2 +
e1, €2 — e3)
2. A Daide des matrices de passage calculées précédemment, déterminer dans chaque cas les
coordonnées du vecteur dans la base B’ correspondante :

1

(C) e1 +ey+e3
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Solution sans rédaction

A chaque fois la stratégie est la méme :

e Pg_.p est facilement calculable car on remplit les colonnes avec la décomposition na-
turelle des vecteurs (car B est la base canonique)

e On vérifie que le déterminant de cette matrice est non nul (ce qui signifie que B’ est
bien une base)

e Pour calculer Pg_,g, soit on inverse Pg_p (ce qui demande un peut de dextérité),
soit on exprime les vecteurs de B en fonction de ceuzx de B'.

1. On obtient :

1 -1 1 1 1 1
Pgp=11 1 0], Pg_p5= 3 -1 2 -1
1 0 -1 1 1 -2
Par exemple pour le calcul de la premiére colonne de Pg_pg, on cherche x,y,z € R
tels que
1 1 -1 1
O)==z|1]+y| 1 |)+2] O
0 1 0 -1
. \ 1 1 1
et en résolvant le systéme on trouve x = 3’ y=——,2= 3
2. On obtient :
-1 11 1 0
Bagm=| 1 1 1|, Bypwpg=—=|—1 1 =i
0 0 1 0 1
3. On obtient :
0 1 -1 1 1
Pg.p=10 1 1 g P 5= 1 0 0
1 0 -1 -1 -1 0

Exercice 96 ().
On considére I'endomorphisme suivant :

T MQ(R) — MQ(R)
M — (1 3> M
Déterminer dans 'ordre que vous souhaitez :
e La dimension de son noyau

e Son rang

e Une base de son noyau

Une base de son image

Si elle est injective et/ou surjective et/ou bijective
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Exercice 97 ().
On considére I’endomorphisme défini par : pour tout P € Ry[X],

v(P) = P(0)X% 4 P'(0)X + %P”(O)

1. Calculer la matrice de v dans la base canonique.

2. Déterminer une base de Ry[X] formée de vecteurs propres de v.
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3. Calculer la matrice de v dans cette base et donner la relation liant cette matrice a la
matrice de la question 1.

Solution sans rédaction

La matrice de v dans les bases canoniques est :

M, =

— o O
O = O
O O =

Le polynome caractéristique de cette matrice est

-A 0 1 o
xN=[0 1-x 0 :(1—>\)‘1 _)\':(1—>\)(>\2—1):—(1—>\)2(1—|—>\)
10 -

1 est donc valeur propre double et —1 valeur propre simple.

On trouve par exemple comme vecteurs propres de M, :

0 1 1
1], (of, 0
0 1 -1

Ces vecteurs sont les coordonnées respectives des polyndmes
X, 1+X%1-X?

Ainsi, (X,1+ X2,1— X?) forme une base de diagonalisation de v.

Exercice 98 ().
On considére les vecteurs v; = (1,0,0,1), v = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0), v4 = (0,0,0,1),
vs = (0,1,0,1) dans R*.

. Vect{vy,va} et Vect{vs} sont-ils supplémentaires dans R*?

—_

. Vect{vy,va} et Vect{vy,vs} sont-ils supplémentaires dans R?* ?

. Vect{vy,vs,v4} et Vect{va,vs} sont-ils supplémentaires dans R* ?

[ OV \V)

. Vect{vy,v4} et Vect{vs,vs} sont-ils supplémentaires dans R* ?

Correction

J’appelle & chaque fois, dans l'ordre, F' et G les sev en jeu.

1. Sans calcul, aucune chance puisque pour que F + G = R* il faudrait déja au moins 4
vecteurs lorsqu’on concatene des familles génératrices de F' et G.

2. D’une part, F + G C R*. Calculons alors dim(F + G) :
par concaténation, {vi,ve, vy, vs5} forme une famille génératrice de F+G. Démontrons
qu’elle est libre. Supposons que

Tv1 + yve + 2vg + tvs =0
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Exercice 99 ().
Soit F un espace vectoriel de dimension 3, et (eq, ez, e3) une base de E. On considére I’application
T € L(F) vérifiant T'(e1) = T'(e3) = e3 et T(e2) = —e1 + ea + es3.

1. Déterminer la matrice A de T" dans la base (eq, e2, e3)
2. On pose fi =e] —e3, fo=€e1 —ea et f3=—e; +e2+e3

(a) Démontrer que (f1, fa, f3) est une base de E

(b) Calculer la matrice M de T' dans cette base.

(¢) Quelle est la matrice de passage P de (e1,e2,e3) & (f1, fo, f3)?
3. Quelle relation lie A, M et P?
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Exercice 100 ().

Soit E un espace vectoriel de dimension 3. Soit f € L(E) tel que f2#0et f3 = 0. Cela signifie
que f o f n’est pas ’endomorphisme nul, mais que f o f o f est 'endomorphisme nul.

On pose alors = € E tel que f*(x) # 0.

Montrer que (z, f(z), f*(z)) est une base de E.
Déterminer la matrice M de f dans la base ci-dessus
Calculer rang(f) et une base de Im(f)

Calculer dim(ker f) et une base de ker f.

ker f et Im f sont-ils en somme directe ?

SRl N

Dans les questions 1 et 2, on dispose d’une base dans laquelle la matrice de f est triangu-
laire. Peut-on trouver une base dans laquelle la matrice de f serait diagonale?
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Exercice 101 (Démonstration de la formule de Grassmann). Soient F' et G deux sous-
espaces vectoriels (de dimension finie) d’un espace vectoriel E Le but de cet exercice est de
démontrer la formule de Grassmann :

dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G)
1. On définit I’ensemble F' x G par :
FxG={(fg9):feFgeG}

Montrer que F x G est un sous-espace vectoriel de E2.

2. Soient fi,..., f, des vecteurs formant une base de F' et g1,...,g, formant une base de
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G. Montrer qu’alors la famille (f1,0), (f2,0),...,(f,0),(0,91),...,(0,gq) est une base de
FxG.

3. En déduire la dimension de F' x G.

4. On considére les applications linéaires suivantes

u: FxG — F4+G
(frg) = f+yg

et
v: FNG — FxG

f = (fv_f)

Montrer que Im v = ker u.
5. En déduire que dim F'N G = dim ker(u).

6. A l'aide du théoréme du rang et des trois questions précédentes, démontrer la formule de
Grassmann.
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Exercice 102 ().

Soit E' un espace vectoriel de dimension n, soit u € L(E), et soit A € C une valeur propre de u.
On admet que le sous-espace propre E) admet un supplémentaire F' dans E.

A laide d’une matrice de u dans une base adaptée a la décomposition E = E) @ F, montrer
qu’on a

dim Ey < u(A)
ou u(A) désigne la multiplicité algébrique de A (multiplicité en tant que racine du polynéme

caractéristique).

Exercice 103 (). (suite de l’exercice précédent)

On se place dans un espace vectoriel E de dimension n.

Soit u € L(E). Soit p le nombre de valeurs propres de u, que 'on note i, Az, ..., A,. On rappelle
alors que les sous-espaces propres E),, Ey,, ..., E), sont en somme directe.

On pose F' un sous-espace vectoriel tel que

E=EA1®EA2€9~~-@EAP@F

1. Ecrire la forme qu’a la matrice de u dans une base de E adaptée a la décomposition
ci-dessus.

2. (a) Montrer en utilisant seulement la décomposition de I’énoncé qu’on a toujours

Z dim(E)) <n

AeSp(u)
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(b) Montrer alors que si v admet n valeurs propres distinctes, alors on peut trouver une
base de E formée par des vecteurs propres de u.

(c) Ecrire la forme qu’a la matrice de u dans cette base
3. (a) Que vaut Z w(N)?
AESp(u)

(b) En déduire que si pour tout A € Sp(u), dim(E)) = p(\), alors on peut trouver une
base de E formée de vecteurs propres de u.
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