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Obijectifs

e Valeur d’'une grandeur thermodynamique :

X=X= ) P, Xn

e Nous allons mettre en place les outils permettant :
o De connaitre I'expression des P,

o De savoir compter les microétats
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e Interprétation statistique de I'entropie - Formule de
Boltzmann (1877) :
S — kB an

* Propriétés de I'entropie ainsi définie :
O Add't'V'té . S — kB ln(ﬂlﬂz) - kB ln Ql + kB ln QZ - Sl + Sz
o Troisieme principe : S(0K,cr) =0

o Plus Q est grand, plus S aussi : notion de « désordre »

e Formule « réobtenue » dans le cadre de la théorie de
I'information de Shannon (1949)
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|-2) Théorie de l'information et fonction de Shannon (entropie)

e Ensemble de Q évenements m possibles, chacun avec une probabilité 2,

e |nformation associée a I'observation d’'un évenement :
I, =—AIn2P, A>0

Information d’autant plus grande que que %, est petit

» Entropie (fonction) de Shannon associée a 'ensemble des évenements :

Q Q
S = z P = —Az P InP,
m=1 m=1

o Mesure le manque d’information sur 'ensemble des éveénements
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I-2) Théorie de l'information et fonction de Shannon (entropie)

e Recherche d’'un livre dans une bibliotheque avec des livres de couleur

e Connaissance de la couleur du livre donne plus ou moins d’information selon
le nombre de livres de cette couleur

e Alaide de la théorie de I'information :

Q
L, =—AInP, S =-1 Z P InP, A=1/In2 (Information exprimée en bits)
m=1
: : : . : Entropie de
Distribution Livres bleus | Livres rouges | Livres verts | Livres jaunes P
Shannon
® PO PN |. Pp =0,5 P =0,2 P, =02 P =01 S=1,76
b =1 I, = 2,32 I, = 2,32 I; = 3,32
ol ol e Pp = 0,25 P, = 0,25 P, = 0,25 P; = 0,25 s_2
I, =2 I, =2 I, =2 [ =
° Pp=1 P=0 P,=0 P = $=0
Ib=0 IT=0 IU=0 I]=
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|-2) Théorie de l'information et fonction de Shannon (entropie)

e Ensemble de Q évenements possibles m chacun avec une probabilité P,

e |nformation associée a I'observation d’'un évenement :
I, =—AIn2P, A>0

Information d’autant plus grande que que %, est petit

* Entropie (fonction) de Shannon associée a 'ensemble des évenements :
Q
S==1) PulnPy
m=1

o Mesure le manque d’information sur 'ensemble des événements

o Maximale si tous les évenements sont équiprobables

e Entropie thermodynamique : Q
S=5S0=kg) = —kg Z P InP,

m=1
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1-3) Le principe d’entropie maximum

Quelle est la loi de distribution des probabilités des microétats {P,,} ?

Principe d’entropie maximum :

La loi de distribution des probabilités {P,,} des microétats d’un systeme a I’équilibre
thermodynamique est celle qui maximise I’entropie du systéme compte tenu des

contraintes qui lui sont appliquées

7
7
7

Contrainte:

(x4, %2) A &— sanscontrainte

7

Probléme de maximisation de fonction : Plan; = x{
o Il existe des relations entre les 2, : \
= Normalisation de la loi de probabilités : N
Q 1 AN
Pn=1
m=1

= Autres contraintes dues aux parametres extérieurs fixeés

o Les P, ne sont pas indépendants et la solution n’est pas donnée par :
oS

— =0
0P,

o Optimisation sous contrainte : méthode des multiplicateurs de Lagrange

vm,

[
MY
|
|
|
|
|
N |
N
L1
8
41
N N
\\\
N
N
N
N
N

Maximum de f

Maximum de f
avec la contrainte
X = X5
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lI-1) Description de I'ensemble microcanonique

e Description des microétats :

4 . . p N, =N
Ensemble microcanonique (N, V, E) m
Em=E&E=FE
N,V,E, W, N,V,E, ¥, N,V,E, W, N,V,E, ¥,
L ) V=V

e Contrainte sur la distribution des 7, : normalisation de la loi de distribution

 Meéthode des multiplicateurs de Lagrange :
o Ecriture de la contrainte sous la forme G({P,,}) = 0

o Maximisation de la fonction Y({?,,,}) : Q Q

LIJ({:Pm}) :5({?m})_a6({?m}) - = Z PnInPy, —a z Pm—1
m=1

Q
Y Bu=t
m=1

a . Multiplicateur de Lagrange
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[I-2) Probabilités des microétats dans I'ensemble microcanonique

Q Q
qj({?m})=5({Pm})_aG({Pm})=_2Pmln33m_a ZPm_l
m=1 m=1

e Condition d’extrémalité de V¥ :

oy i
v m, —=0=—-InP,—-1—-a = BP,=e 7%=t
0P,
e Valeur de a : obtenue en utilisant la contrainte
Q Q
D Pu=1= ) e =QN,V,F)ei
m=1 m=1
p 1
™ Q(N,V,E)

Dans I'ensemble (N, V, E), tous les microétats sont équiprobables

Q(N,V,E) : Dégénérescence du niveau d’énergie E, fonction de partition

dans I'ensemble micro-canonique

Il suffit de savoir compter les microétats !!
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1I-3) Obtention des grandeurs thermodynamiques

e Entropie : on retrouve la formule de Boltzmann

S = —kg Z P InP, = kg InQ(N,V, E)
m=1
InQ(N,V,E) estrelié au potentiel thermodynamique !

e Grandeur « mécanique » X (energ|e volume,.

X= E?Xm Q(NVE)ZX

e Variables d’état : utilisation du potentiel thermodynamique

as = Lag+Pav_Pan = (93 dE+ 05\  ar+ (%) an
T T T aE . N/,

1 (oS . dlnQ p_ ([0S . d1lnQ
T~ \9E ~ "B\ 9E T \av ~ OBl av
N,V N,V E,N E,N
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1I-3) Obtention des grandeurs thermodynamiques

e Entropie : on retrouve la formule de Boltzmann

S = —kg Z P InP, = kg InQ(N,V, E)

m=1

e Grandeur « mécanique » X (energ|e volume,.

X= E?Xm Q(NVE)ZX

e Variables d’état : utilisation du potentiel thermodynamique

as = Lag+Pav_Pan = (93 dE+ 05\  ar+ (%) an
T T T aE . N/,

1 as dlnQ p as d1lnQ U as dlnQ
T~ \ag) ="\ 7aE T \av), ~*e\ 7w “7-\aw) T\
N,V N,V E,N E,N EV E\V
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1I-4) Exemple : entropie résiduelle de CO

* Entropies expérimentales et calculées a 298K

Scate (- K™t . mol™%) 186,3 197,7 213,8
T
Sexp (J-K~1.mol™?) 186,3 193 213,7 Sexp(T) = Sexp(OK) _|_f

0

dT
Tle(T)T
» Entropie résiduelle : Sy¢s = Scarc — Sexp

o Entropie due aux défauts qui persistent dans un cristal méme a OK

o Due au nombre de microétats accessibles a OK (considérés d’énergie identique)

e Exemple de CO:
o Entropie résiduelle expérimentale : Sy,¢ = 4,7 J.mol~1.K™1

o Orientations relatives possibles des molécules de CO

(R R 22 2 A R R A X
R AR 2 N R R
Petiry il ULl e
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1I-4) Exemple : entropie résiduelle de CO

e Entropie résiduelle :
o Entropie due aux défauts qui persistent dans un cristal méme a OK
o Egale aux nombre de microétats accessibles a OK (considérés d’énergie identique)

e Exemple de CO:
o Entropie résiduelle expérimentale : S;,7 = 4,7 J.mol™1. K1
o Orientations relatives possibles des molécules de CO

(R R 22 2 A R R A X
R AR 2 N R R
Petity il ULl e

o Pour chague molécule, il y a 2 orientations possibles donc en tout Q = 2" microétats
o Entropie résiduelle pour 1 mole : S,sc = NykgIln2 = RIn2 = 5,763 ]. K~ 1. mol™?!
o D’ou provient I'écart avec I'expérience ?
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lll-1) Particules discernables et indiscernables

» Particules discernables : on peut numeroter/étiqueter les particules pour les

repérer

e Impact sur le nombre de microétats :

o Exemple « classique » : 2 particules dont on échange I'état

o Particules discernables :

2 microétats différents

o Particules indiscernables :

1 seul microétat

e Particules microscopiques (électrons, atomes, molécules) :

o Indiscernables

o Exception : particules localisées, par exemple aux nceuds d’'un systéme cristallin

o Attention lors du dénombrement des microétats
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3 particules discernables e @ @

Plusieurs particules peuvent occuper le méme niveau d’énergie

Combien de microétats d’énergie E = 2 sont-ils possibles ?
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e 3 particules discernables e @ ®

e Combien de microétats d’énergie E = 2 sont-ils possibles ?

€= 2 @ €,= 2 —o— £,= 2 o—
€ = € = € =

80=0 ' ‘ 80=0 . ‘ 80=0 —.—.
82:2 82=2 8222 ——
&= . . €= l €= . .
80=0 I 80=0 . 8020 _.—

6 microétats

D4Cl445 — Thermodynamique statistique et Simulation Moléculaire




lll-1) Particules discernables et indiscernables

e 3 niveaux d’énergie : g,=2

e 3 particules discernables e ® ®

e Combien de microétats d’énergie E = 2 sont-ils possibles ?

g,= 2 — @ g,= 2 —@— g,= 2 o—
€ = € = € =

8O=O c C 80=0 @ @ gO:O —‘—.
€= 2 €= 2 — £,= 2  ——
€ = oo € = -0 €= *—©
g =0 ® g =0 —O g =0 ——

2 microétats
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[[1-2) Statistigues quantiques

e Les particules quantiques sont indiscernables

e Deux types de particules :

o Fermions:
= Spin demi-entier
= Fonction d’'onde antisymétrique par rapport a I'échange de deux particules
= Principe d’exclusion de Pauli
=~ Exemples : e, H*, SHe, 13C, muons

o Bosons:
= Spin entier
= Fonction d’onde inchangée par permutation de deux particules
= Pas de limitation d’occupation des états

= Exemples : photon, H, “He, gluons

e Dénombrement des états different selon le type de la particule

D4Cl445 — Thermodynamique statistique et Simulation Moléculaire




11I-2) Bosons et fermions — comptage des microétats

e 3 niveaux d’énergie : &= 2

e 3 particules discernables e @ ®

e Combien de microétats d’énergie E = 2 sont-ils possibles ?

€= 2 €= 2
g = €=
g =0 g =0
€= 2

2 microétats pour les bosons Aucun pour les fermions
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[11-2) Fermions : statistigue de Fermi-Dirac

e N particules indiscernables a placer dans g états (« cases quantiques »)
degénérés

e Occupation d’un état : 0 ou 1 particules

e Condition obligatoire: g = N

e Nombre de microétats :

!
Statistiqgue de Fermi-Dirac Qpp = N (;_ M) = (g) = Cév
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[11-2) Bosons : Statistique de Bose-Einstein

e N particules indiscernables a placer dans g états (« cases quantiques »)
degénérés

* Pas de limitation d’'occupation des cases quantiques

e Dénombrement des microétats :

Arrangement de (N + g — 1) objets (N particules et
(g — 1) séparations entre cases quantiques)

/
N+ g-1)!

(0) —
BETNI (g — D)1

/ Permutation des séparations

Permutation des particules

Statistique de Bose-Einstein
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111-2) Condition de haute dilution : Statistique de Maxwell-Boltzmann

Condition de haute dilution: g > N

0. —__ 4 gx@-Dx-x(@-N+1) g"
DN (g =N N! ~N!
_WN+g-1D! (N+gx(N+g—-—DXx-xg g"
BETNU (g =1 N! ~N!
Les deux statistiques tendent vers la méme limite : statistique de Maxwell-
Boltzmann N
g>»N g

Qpp, QpE —>  Qyp = NI

Conclusion : quand le nombre d’états disponibles est grand devant le nombre
de particules, il n'est plus nécessaire de s’occuper du caractére fermion/boson
des particules lors du dénombrement des états

Est-ce que cette condition est souvent satisfaite ?
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111-3) Dégenérescence des états de translation

* Dans les systemes moléculaires, il existe toujours des états de translation
accessibles a température ambiante : quel est leur nombre ?

e Translation d’'une particule contenue dans une boite cubique

Y

Electron in ‘; box with side lengths Ly, L,, and L,.

Etr (nx, ny, nz) =

e Caractéristique des niveaux d’énergie :

8mVy2/3

h2

(n2 + ns + n2)

154

—
(=]
1

| — —— — o— —

Energy, E107°]

W
A

Etats d’énergie pour 1 molécule

o Niveaux d’énergie dégénérés (par symétrie ou accidentellement)

o Ecart entre les niveaux diminue a mesure que I'énergie augmente : I'énergie de
translation devient une grandeur continue
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111-3) Densité des états de translation

o Différence d’énergie entre deux états de translation :

O € (n n n)— n (n2+n2+n2)
tr\'*x» "tyy 1tz ) — 3mvy2/3 X y A
hZ

e Applications numériques :
o Molécule de H, (m = 3,34.107%7 kg) située dans un cube de cOté 1 pm
O Agyy ~1,62.10729]
o Acomparer avec kgT =~ 4,14.107%1] a 300K

e On peut donc considérer I'’énergie de translation comme continue
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111-3) Dégénérescence et densité d’états - définitions

o Deégénérescence Q(E) d'un niveau d’énergie E : nombre d’états d’énergie E

e Densité d’états p(F) : nombre d’états par unité d’énergie 719

- p(E) = 3E
e Calcul de la densité d’états :

o Nombre d’états d’énergie inférieure a E : ®(E)

A
O(E)

s

§

E E+SE E

o Nombre d’états d’énergie comprise entre E et (E + 6F) :
Q(E,S0E) = ®(E + 6E) — D(E)

®(E + 6E) — P(E) 0D
SE " OE

o Densite d’état: p(E) =
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Ng

* Représentation graphique des états de translation :

o 1 état = 1 nceud d’'un réseau cubique d’aréte 1

o Chague état « occupe un volume » unitaire

>
e Nombre d'états d’énergie inférieure a E : /
Ny, Ny, Ny >0 n, 2
| eer(Ne, My, ) = Sy 23 (n2 +n2 +nZ)
3/2
o (5) = L 4T (BT v (8mE\*?
T e 3 h? 6 \ h? nZ+nl+n2 = BV e

Volume d’'une sphére

e Densité d’états de translation :

ptT(E)z 0E - 4 h2

3/2
Dy, TV <8m>/ 12
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111-3) Densité des etats de translation : condition de haute dilution

e Ordres de grandeur :
o Une particule de H, en translation a 300K :
« E =3kgT/2 ~6,21.10721 ]
=~ Nombre d’états d’énergie E a 10723] prés : Q(E) = p;,-(E)SE ~ 101°
o Une mole de molécules de H, dans 1dm3 a 300K :

. yN omm\ 3N/2 3NY_4
x Ptr(N, E) = N!F(3N/2)( 2 ) E( 2)
« Q(E,8E) = pyy(E)SE ~ 10107
" - Particule
e Condition de haute dilution :
He (g9) 4 0,11
v /8mE \3/2
o ¢u(B)="2(3F) >N He (D 4 16
Ne (g) 27 8,2.1075
6 n2  \3/2
©) A(m; P, T) = ;p (12kaT) K1 Ne (D) 27 1,1.10°2
o Applicable pour des systéemes moléculaires : Kr (g9) 127 2,0.10~7

a faible densité et haute température

. 2 A Kr (1 127 54.107°
(en pratique tres souvent verifié) r®

e-dans Na(s) 300 1465,0
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[11-3) Condensation de Bose-Einstein

e Bosons : a basse température, toutes les particules peuvent occuper le méme
état fondamental

e Apparition de propriétés tres particulieres

o Exemple : superfluidité de I'Helium, supraconductivité...

https://www.youtube.com/watch?v=LSyRqJBZTVk

https://www.youtube.com/watch?v=9FudzagfpLLs
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https://www.youtube.com/watch?v=9FudzqfpLLs
https://www.youtube.com/watch?v=LSyRqJBZTVk

Bilan / a retenir

Définition des entropies statistiques et thermodynamique s=s= —k, Z P, InP,

Loi de distribution des microétats :

o Maximisation de I'entropie sous contrainte (méthode des multiplicateurs de
Lagrange)

m=1

o Dans I'ensemble microcanonique, les microétats sont équiprobables

Retrouver I'expression des grandeurs thermodynamiques a I'aide du potentiel
thermodynamique

Dénombrement des microétats :
o Statistique de Fermi-Dirac, Bose-Einstein et leur limite Maxwell-Boltzmann
o Condition de haute-dilution

La suite du programme :
o « Généralisation » aux autres ensembles statistiques
o Applications : « retrouver » (et mieux : comprendre !) la thermodynamique classique
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