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Feuille d’exercices 5

Nombres complexes

Exercice 5.1. Fractions

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

_ 346i _ 14iN2 _ 245i | 2-5i
n=3t = ()% =15+ I+i -

Exercice 5.2. Forme algébrique

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
2 = 2621#/37 29 = (26171'/4)(6—31#/4)'

Exercice 5.3. Forme trigonométrique

1. Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants (on pourra utiliser les valeurs

connues de cosinus et de sinus sans les justifier) : 21 = 1 +14, 20 = V/3 — 4.
2. Ecrire 2129 sous forme algébrique et sous forme trigonométrique. En déduire les valeurs de

cos(m/12) et de sin(m/12).

Exercice 5.4. Formules d’Euler

1. Vérifier que pour tout z € C, Re(z) = % et Im(z) = 22_1.5.

2. En déduire, pour tout § € R, une expression de cos(d) et de sin(f) en fonction de e et de e~

0

Exercice 5.5. Forme trigonométrique
1. Pour quelles valeurs de # € R a-t-on 1 + ¢ =07

2. On suppose que 1 + € # 0. Ecrire 1 + €% sous forme trigonométrique (indication : utiliser les

formules d’Euler de 'exercice précédent).

Exercice 5.6. Racines carrées
Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants, sous forme algébrique :
n=—1,20=1414,23=—1—1i, 24 =1+iV3, z5 =3 — 4.

Exercice 5.7. Racines cubiques
Trouver toutes les solutions dans C de I’équation z

3 =4, sous forme trigonométrique.

Exercice 5.8. Equation du second degré
Résoudre dans C 1'équation 2z + (2 — 3i)z — 5 — i = 0 (indication : 172 = 289).

Exercice 5.9. Puissances
Calculer (cos(2m/5) + isin(2m/5))292L.



Exercice 5.10. Racines n-iémes de ’unité
Soit un entier n > 2.
1. Vérifier que pour tout z € C,

2N 1=(z—= D" 4. 24 1)

2. Soit z une racine n-iéme de I'unité, différente de 1. Montrer que 2"~ ' + ...+ 2 +1=0.
3. En déduire, par un bon choix de z, que la somme des racines n-iémes de I'unité est nulle. Donner

une interprétation géométrique de ce résultat.

Exercice 5.11. Valeurs de cosinus et de sinus
1. Trouver les solutions 21 et zo dans C de I’équation 2% + z +1 = 0.

2. Montrer que 21 et z9 sont des racines cubiques de 'unité.

3. Comparer les formes algébriques et trigonométriques de z; et 23, et en déduire les valeurs de
cos(2m/3) et sin(27/3).

Exercice 5.12. Valeurs de cosinus et de sinus

V3

o
2im/3

On rappelle que e27/3 = —% +1

1. Calculer les racines carrées de e sous forme algébrique et trigonométrique et en déduire les

valeurs de cos(7/3) et sin(m/3).

2. Calculer les racines carrées de e'™/3

sous forme algébrique et trigonométrique et en déduire les

valeurs de cos(7/6) et sin(m/6).

Exercice 5.13. Racines n-iémes de 1’unité
Soit un entier n > 2. On note U,, ’ensemble des racines n-iémes de 'unité.

1. Justifier qu’on peut définir une application f : Z — U, par f(k) = e2kim/n pour tout k € Z.
2. Montrer que si k et [ sont deux éléments de Z tels que k =1 [n], alors f(k) = f(1).

3. En déduire qu’il existe une application g : Z/nZ — U, telle que pour tout k € Z, g(k) = f(k),

ot k désigne ici la classe d’équivalence de k dans Z/n’Z.
4. Montrer que g est une bijection.

5. Montrer que pour tous x,y dans Z/nZ, g(x + y) = g(x)g(y).

Exercice 5.14. Linéarisation des puissances de cosinus et sinus
6i0+6_i9
2

1. En utilisant la formule d’Euler cos(6) = (voir I'exercice 5.4), développer cos?(6) (c’est la

notation courante pour (cos(f))?). En déduire une expression de cos®(#) comme somme de termes

de la forme A, cos(nf) et p, sin(nd).
61‘97677:9
2i

2. Méme question pour sin®(6), avec sin(f) =



