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Test 2
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1. Rayon de convergence de la série entiere g o
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Pour x # 0, on pose u,, = et on calcule = - = —|z["". On
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voit que si |z| < 1, ona lim —— =0etsi|z] >1,ona lim —— = 4o00. On en
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déduit grace au critere de d’Alembert que si |z| < 1, la série E on converge et que si

2
n
]
n

|z| > 1, la série Z 5 diverge. Il en résulte que R = 1.

2. Soit Soit ) ., an,2™ une série entiere de rayon de convergence R. Que peut-on dire de
R si la série ) ., a,xf converge ?

Corrigé
On sait donc que zy appartient au domaine de convergence E de la série entiere ) | -, a,a”.
Donc zy € [—R, R] (car on a toujours £ C [—R, R]), ce qui donne R > |xzy.

3. Développer la fonction z + In(1 + 2?) en série entiere, en précisant son rayon de
convergence.

Corrigé
+o00 p
On sait que In(1—u) = — Z v pour tout u €] —1, 1] (et méme pour tout u € [—1,1[). On
n
n=1

en déduit que pour tous les = tels que —x? €] — 1, 1[, c’est-a-dire pour tous les z €] — 1, 1],
+oo (_xQ)n +oo (_1>n+1

onaln(l+a?) =— Z — = ~———— 2*". Le rayon de convergence de cette série
n=1 n n=1 n

entiere est R = 1. On peut le démontrer en utilisant la regle de d’Alembert. On pose

Uy = ‘#x%‘ = % On a (pour z # 0) Upy1 /Uy = nLHIQ — 2% quand n — +o0. Si

2?2 < 1 (c’est-a-dire si |z| < 1) la série Y u,, converge et si 22 > 1 (c’est-a-dire si |x| > 1),

—1)nt1 .
( T)L 22" est bien

elle diverge. Donc le rayon de convergence de la série entiere ) .,



nax”

4. Déterminer pour la série entiere ) ~,(—1)"F: son rayon de convergence et la valeur
de sa somme.

Corrigé
- L , . " . —1)"
On peut utiliser le critere de d’Alembert du cours sur les séries entieres. Ici a, = %
|an+1| o 1

On a ] 1 — 1= [ quand n — 400. Le rayon de convergence de notre série entiere
Qn
vaut donc R =1/1 = 4.
<= Rz 1 4
Pour tout z €] —4,4[, on a ;(—1)”47 = ; <T> =1 =) =itz

Bonus
5. La fonction g définie par g(z,t) = % si (z,t) #(0,0) et g(0,0) = 0 est-elle continue
sur R? ?

Corrigé

On va montrer que g n’est pas continue en (0, 0).

Pour la suite de points ((£ l))n>1, on a

n’n

11 1
On a donc lim g(—, —) = —#0=¢(0,0). Donc g n’est pas continue en (0, 0).
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