Planche 7

Rester coordonnées

Exercice 72 ().

1 1 1 -1
1. Calculer les coordonnées respectives des vecteurs | 0 | et | O | danslabase [ 1],{ 1 |,
0 1 1 0

de R? (on ne demande pas de montrer que c’est bien une base).

2. Calculer les coordonnées du polynémes X dans la base (X —1,X + 1, X? 4+ X 4 1) de
Ro[X] (on ne demande pas de montrer que c’est bien une base).
T4 T eT — ™%

3. On se place dans E = Vect(z — ‘ +2 , T 5 )

Calculer les coordonnées respectives des vecteurs x +— €* et z +— e~ dans la base (z —
e*+e* er —e’”*

5 , T +—

) de E (on ne demande pas de montrer que c’est bien une base).

Solution sans rédaction

Il faut a chaque fois traduire ce que l'on cherche en terme de systéme linéaire (ou alors
essayer de le voir a Ueeil...)

1 1/3 1 -1 1
1. 1 0 | a pour coordonnées | —1/3 | dans la base [ 1], 1 |,| O

0 1/3 1 0 -1

1 2 1 -1 1

0 | @ pour coordonnées — | =2 | danslabase [ 1], 1 |,| O

1 < -1 1 0 -1
2.

Exercice 73 ().
Soient E et F' deux espaces vectoriels, et u : £ — F une application linéaire.

1. Rappeler la définition de surjectivité en terme d’égalités entre deux espaces vectoriels.

2. Démontrer que u est surjective si et seulement si dim(Imu) = dim F’

Correction

1. L’application u est surjective si Im(u) = F

2. D’une part, si u est surjective alors Im(u) = F par définition et donc on a immédia-
tement [’égalité des dimensions :

dim(Imu) = dim F

Réciproquement, supposons que dim(Imu) = dim F'. On sait de plus que par définition
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de l'image on a Im(u) C F, et donc par inclusion et égalité des dimension on a :
Im(u) = F

c’est-a-dire que u est surjective.

Ainsi, par double implication, on a [’équivalence voulue.

Exercice 74 ().
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace F, tels que £ = F & G.

Démontrer que 'application
u : FxG —» FE

(f9) = f+yg
est injective et surjective.

En déduire que tout vecteur x € E s’écrit de maniére unique comme la somme d’un élément de
F et d’une élément de G.

Correction

Démontrons que u est injective, c’est-a-dire que keru = {0}. Soit (f,g) € F x G tel que
u(f,g) = 0. Montrons que f =0 et g = 0.
Onaf+g=0,etdonc f=—g. Ainsi f € F par définition mais aussi f € G puisque
—g € G. Donc

feFNG

Or, F et G sont en somme directe donc F'N G = {0} et donc f = 0.
Meézalor 04+ g = 0 et donc g = 0. L’application u est donc bien injective.
Montrons maintenant la surjectivité. Posonsy € E et démontrons qu’il existe (f,g) € FxXG

tels que u(f,g) = y.

Or E = F + G donc il existe f € F et g € G tels que y = f + g. Par définition de u on
a donc y = u(f,g) et donc y a bien au moins un antécédent par w. Donc 'application est
surjective.

On en déduit que tout vecteur x € E s’écrit comme la somme d’un élément de F' et d’une
élément de G (surjectivité de u) et cela de maniére unique car il n'y a qu’un antécédent
possible pour x (injectivité de ).

Exercice 75 ().
Dans chacun des cas suivants, déterminer si la famille donnée est une base de ’espace considérée.

1. La famille (X2 +1, X%+ X, X2 + X + 1) dans Ry[X].
2. La famille (1, X — 1, (X — 1)?) dans Ry[X].

3. La famille (X — 1, X*+ 1, X(X + 1)) dans Ry[X].

4

. Dans R?, la famille formée par les vecteurs

5. Dans R?, la famille formée par les vecteurs

1 0 1
w1 = —1 , W2 = -1 , W3 = 0
0 1 -1
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Exercice 76 ().

A T'aide du lemme de Steinitz et du fait que la famille de polynoémes {1, X, X 2. XP } est
libre pour tout entier p > 1, démontrer que R[X] (I’espace vectoriel des polynémes de degré
quelconque) ne peut pas avoir de dimension.

Exercice 77 ().
En utilisant le principe d’extraction, déterminer une base des espaces vectoriels suivants :

1. F = Vect(X, (X +1)* X?+1)

1 1 0
2. Im(A) pour A=(1 0 2
0 -1 2
1 211
3. Im(C)por C= |2 4 3 1
1 2 20



Exercice 78 ().




1 0 0 0 0
e 0 0 1 0 1
On considére les vecteurs v; = ol 2= =ol"“=ol =10 dans R*.
1 0 0 1 1
Les familles suivantes sont-elles des bases de R*?
1. {U17U27U3} 3. {Ul,UQ,Ug,U4,U5}
2. {Ul,UQ,’U4,’U5} 4. {'Ul,'Ug,’U4,’U5}

Correction

1. Non car la famille n’a pas le bon nombre de vecteurs

2. La famille a le bon nombre de vecteurs, il suffit donc de vérifier si elle est libre (ou
génératrice si vous trouvez cela plus facile). Soient x,y, z,t € R tels que

xv1 + yva + 2v4 +tvs =0

On obtient alors en identifiant chaque coordonnée le systéme suivant :

x =0

t=20
Y =0
z +2+t=0

D’ot Von conclut immédiatement que x =y = z =t = 0. La famille est donc libre et
c¢’est une base de R puisqu’elle possede 4 vecteurs.

3. Non car la famille n’a pas le bon nombre de vecteurs

4. La famille a le bon nombre de vecteurs, il suffit donc de vérifier si elle est libre (ou
génératrice si vous trouvez cela plus facile). Or, vs + vqy = vs donc la famille est lice,
ca n’est donc pas une base.

Exercice 79 ().
Dans cet exercice, on définit la notion suivante :

Définition 4: Polynéme d’endomorphisme, polynéme annulateur

Soit Q(X) = ap + a1 X + asX? + - + a, XP € R[X] avec p > 1 un entier. On définit alors
I'endomorphisme Q(u) € L(E) par :

Q(u) = apid + aqu + a2u2 dhooodb apup

Un tel endomorphisme est appelé polyndme en wu.
On dit que @ est annulateur de u si Q(u) = 0.

1. Rappeler la signification de u?, u3, et plus généralement de uP pour tout entier p > 1.
2. Quel type d’objet est Q(u)? Que représente 0 dans I'égalité Q(u) =07

3. Soit f un endomorphisme de E. Déterminer, & partir de chacune des relations suivantes
que I'on considére, un polynéme annulateur de f.
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Exercice 80 ().
Soient E et F' deux espaces vectoriels ayant pour bases respectives {e1,...,en} et {fi,..., fp}

avec n > 1 et p > 1 des entiers. On considére v : £ — F une application linéaire injective et
surjective.

1. Justifier que {u(ey),...,u(en)} est génératrice de F.
2. Démontrer que {u(ey),...,u(e,)} est libre.

3. Qu’en déduire sur les dimensions de FE et F'?
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Comme u est injective, nécessairement

i )\iei =0
i=1

Mais comme la famille {e1, ..., e,} est libre (puisque c’est une base de E), on a donc
A==\, =0, ce qu’il fallait démontrer.
La famille {u(ei),...,u(e,)} est donc libre.

3. On déduit des deuz question précédentes que la famille {u(e1),...,u(ey)} est une base

de F', et puisqu’elle a autant de vecteurs qu’une base de E, on a :
dim(F) = dim(F)

Exercice 81 ().
On considére I'application suivante :

f o Ry [X] - R?
ago

a0+a1X+a2X2 —> al

a2

Autrement dit, I'image par f d’un polynoéme est le vecteur formé par ses coordonnées dans la
base (1, X, X?)

1. Démontrer que f est une application linéaire

2. Démontrer que f est injective et surjective

3. On considére la famille suivante : (X —1, X +1, X2+ X + 1)

(a) Calculer I'image par f de chacun de ces polynomes, puis écrire la matrice M dont les
colonnes sont ces images.

(b) Justifier les deux équivalences suivantes :

MX =D+ 0X+D)+ X2 +X+1)=0

<g>)\1f(X—1)+)\2f(X+1)+)\3f(X2+X+1):0

(2) A
<< M|)X] =0
A3

(¢) En déduire que les polynoémes (X —1,X 4+ 1, X2 + X + 1) forment une base Ry[X] si
et seulement si leurs coordonnées forment une base de R®.

(d) Démontrer alors que (X — 1, X + 1, X? + X 4 1) est effectivement une base.
(e) Calculer M.

(f) Calculer les coordonnées des vecteurs de la famille (1, X, X?) dans la base (X —1, X +
1,X% 4 X 4 1). Commenter.
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